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Razonamiento proporcional en la
resolucion de tareas de cuantificacion

del espacio muestral y comparacion

de probabilidades por alumnos de
Educacion Primaria

Proportional Reasoning in Solving Sample Space Quantification and
Probability Comparison Tasks by Primary School Students
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amostral e comparagdo de probabilidades por alunos do Ensino Fundamental
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Resumen ()

El razonamiento proporcional es considerado un elemento clave del razonamiento probabilistico. Diversas
investigaciones sefialan que un razonamiento proporcional insuficiente puede ser la causa de muchos
errores cometidos por los estudiantes en el émbito de la probabilidad. [Objetive] El objetivo de este estudio
es identificar el razonamiento proporcional que desarrollan estudiantes de sexto de Educacion Primaria
(11-12 afos) al resolver tareas de cuantificacion del espacio muestral y comparacién de probabilidades.
[Metodologia] Mediante un enfoque cualitativo exploratorio, se analizaron las respuestas de 47
estudiantes espafioles de un centro educativo publico a dos problemas: uno orientado a la comparacion
de probabilidades (comparacién de razones)y otro centrado en la determinacion de la composicién de una
caja para generar probabilidades iguales (reparto proporcional). El anélisis de las soluciones por medio de
las funciones semicticas permite identificar las relaciones entre los objetos implicados en las practicas y los
elementos caracteristicos del razonamiento proporcional facilitando la interpretacion de los errores de los
estudiantes. [Resultados] Los resultados muestran que los estudiantes de primaria tuvieron dificultades
al seleccionar la caja con mayor probabilidad de éxito, lo que evidencia un razonamiento proporcional
insuficiente. Sin embargo, la mayoria logré determinar de manera adecuada la composicion de una
caja para mantener una probabilidad dada, aunque en pocos casos justificaron sus procedimientos con
base en la probabilidad o proporcionalidad. [Conclusiones] Los resultados contrastan con hallazgos de
investigaciones previasy muestran dificultades no identificadas previamente en la resolucién de problemas
de reparto proporcional en contexto probabilistico o incluso aritmético.
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Abstract

Proportional reasoning is considered a key element in probabilistic reasoning. Various studies have
suggested that insufficient proportional reasoning may be the cause of many errors made by students
when dealing with probability problems. [Objective] The aim of this study is to identify the proportional
reasoning used by sixth grade students (11-12 years old) when solving sample space quantification
and probability comparison tasks. [Methodelogy] Through an exploratory qualitative approach, the
responses of 47 Spanish students from a public school were analyzed in relation to two problems: one
focused on comparing probabilities (ratio comparison), and the other on determining the composition
of a box to generate equal probabilities (proportional distribution). The analysis of the solutions using
semiotic functions allows identification of relationships between objects involved in the tasks and the
characteristic elements of proportional reasoning, facilitating interpretation of students’ errors. [Results]
The results show that the students struggled to select the box with the highest probability of success, which
indicates insufficient proportional reasoning. However, most students were able to correctly determine the
composition of a box needed to maintain a given probability, whereas few could justify their reasoning
based on probability or proportionality. [Conclusions] The results contrast with previous research findings
and show previously unidentified difficulties in solving proportional distribution problemsin a probabilistic
or arithmetic context.

Keywords: Proportional reasoning; probabilistic reasoning; urns; ontosemiotic approach; primary
education.

Resumo

0 raciocinio proporcional é considerado um elemento-chave do raciocinio probabilistico. Pesquisas indicam
que o raciocinio proporcional insuficiente pode ser a causa de muitos erros cometidos pelos alunos no
campo da probabilidade. [Objetivo] O objetivo deste estudo é identificar o raciocinio proporcional
desenvolvido por alunos do sexto ano do Ensino Fundamental (11-12 anos de idade) ao resolverem
tarefas de quantificacdo do espaco amostral e comparacdo de probabilidades. [Metodologia] Usando
uma abordagem qualitativa exploratdria, foram analisadas as respostas de 47 alunos espanhéis de uma
escola publica a dois problemas: um orientado para a comparagdo de probabilidades (comparacdo de
proporcdes) e o outro focado na determinagdo da composicdo de uma caixa para gerar probabilidades
iguais (divisdo proporcional). A analise das solugdes por meio de funcdes semidticas permite identificar as
relagBes entre os objetos envolvidos nas préticas e os elementos caracteristicos do raciocinio proporcional,
facilitando a interpretacdo dos erros dos alunos. [Resultados] Os resultados mostram que os alunos do
ensino fundamental tiveram dificuldades em selecionar a caixa com maior probabilidade de sucesso, o
que ¢ evidéncia de raciocinio proporcional insuficiente. No entanto, a maioria foi capaz de determinar
adequadamente a composicao de uma caixa para manter uma determinada probabilidade, embora em
poucos casos tenham justificado seus procedimentos com base na probabilidade ou proporcionalidade.
[Conclusdes] Os resultados contrastam com as constatacbes de pesquisas anteriores e mostram
dificuldades ndo identificadas anteriormente na solucdo de problemas de divisdo proporcional em um
contexto probabilistico ou, inclusive, aritmético.
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ensino fundamental.

Introduccion

Diversos autores y propuestas curri-
culares defienden la importancia de incor-
porar el estudio de la probabilidad desde
la Educacién Primaria, aprovechando las
intuiciones de los escolares y avanzando
hacia la descripcion, cuantificacién y mo-
delizacion de la incertidumbre por medio
de la probabilidad (ACARA, 2014; CCSSI,
2015; MEFP, 2022; Pratt y Kazak, 2018).

Aunque los escolares se encuentran
con situaciones aleatorias desde que peque-
nos, las ideas asociadas a la probabilidad no
estan tan vinculadas a su experiencia direc-
ta como lo estan las nociones aritméticas o
geométricas, ni permiten ser manipuladas
para dar un resultado concreto (Batanero et
al., 2021). Asi, la ensefianza de la probabi-
lidad desde los primeros niveles educativos
persigue que los alumnos progresen hasta
manejar el lenguaje basico referente a la po-
sibilidad de ocurrencia, comprender la no-
cién de experimento aleatorio y utilizar la
probabilidad bajo sus distintos significados
(intuitivo, laplaciano, frecuentista y subjeti-
vo), conociendo las relaciones y diferencias
entre ellos (MEFP, 2022).

Numerosas investigaciones (Batanero
et al., 2021; Batanero y Borovnick, 2016;
Batanero et al., 2016) indican que los nifios
de las primeras etapas educativas son capa-
ces de utilizar la informacion probabilistica
para formar juicios de valor, tomar deci-
siones, hacer predicciones, orientar la bus-
queda de informacion, generalizar e incluso
desarrollar inferencias coherentes con los

principios generales de la inferencia baye-
siana (Gopnik, 2012).

Algunas investigaciones analizan de
manera explicita la relacion entre capacida-
des vinculadas al sentido numérico y com-
petencia para razonar probabilisticamente
(Supply et al., 2020). En particular, trabajos
como los de Bryant y Nunes (2012), Caiii-
zares (1997), Langrall y Mooney (2005) o
Van Dooren (2014) muestran que el razona-
miento proporcional es un factor clave en la
capacidad de los nifios para comprender y
aplicar conceptos probabilisticos.

La estrecha relacion existente entre el
razonamiento proporcional y probabilistico
ha sido considerada como un factor clave
en la capacidad de los nifios para resolver
con éxito tareas de comparacion de proba-
bilidades en contexto de urnas (Caiizares,
1997; Hernandez-Solis et al., 2021a, 2021b,
2023; Truran, 1994). Sin embargo, son me-
nos frecuentes los trabajos que investigan la
influencia del razonamiento proporcional en
la construccion del espacio muestral (Her-
nandez-Solis et al., 2021b, 2021c, 2024;
Supply et al., 2020, 2023) y casi inexisten-
tes aquellas que contemplan tareas de valor
faltante o de reparto en el contexto probabi-
listico (Supply et al., 2020, 2023). Ademas,
investigaciones como las de Supply et al.
(2020, 2023) tienen lugar con estudiantes
que aun no han recibido instruccion formal
sobre proporcionalidad o probabilidad.

Al tener en cuenta este vacio en la in-
vestigacion, nuestro objetivo es indagar el
razonamiento proporcional que ponen en
juego alumnos al final de la Educacion Pri-
maria al resolver tareas que involucran dos
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componentes esenciales del razonamiento
probabilistico: (1) la cuantificacién y com-
paracion de probabilidades, (2) la determi-
nacion del espacio muestral para crear pro-
babilidades iguales (Bryant y Nunes, 2012;
Supply et al., 2020).

En la primera de ellas deben escoger
entre dos cajas, aquella en la que es mayor
la probabilidad de éxito. En la segunda, de-
ben determinar la composicion de una caja
(con numero de casos posibles conocido)
para que la probabilidad de éxito sea la mis-
ma que en otra caja cuya razon entre casos
favorables y desfavorables es conocida.
Desde el punto de vista del razonamiento
proporcional involucrado, la primera tarea
implica una comparacion de razones, mien-
tras que la segunda supone un reparto pro-
porcional. Prestar atencion a las conexiones
entre razonamiento proporcional y proba-
bilistico puede ser de utilidad tanto para
explicar las dificultades de los estudiantes
en el aprendizaje de la probabilidad, como
para identificar aspectos que pueda mejorar
su ensefianza. Se plantean las preguntas de
investigacion:

1. ;Qué estrategias emplean los alumnos
y que dificultades se observan en sus
resoluciones a las tareas propuestas?

2. (Qué relacion existe entre el nivel de
pertinencia de las soluciones a ambas
tareas, asi como con la presencia de
elementos propios del razonamiento
proporcional en las practicas desarro-
lladas por los estudiantes?

Para identificar los conocimientos
clave que se requieren para dar respuesta
a los problemas planteados, empleamos la
nocion de funcidon semiotica desarrollada en
el marco del Enfoque ontosemiotico (EOS)
del conocimiento y la instruccion matemati-
ca (Godino, 2024).
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Este constructo se recoge en la sec-
cién destinada al marco teodrico, donde
ademas se incluyen los antecedentes funda-
mentales sobre razonamiento proporcional
y probabilistico. En la seccion de metodo-
logia se presentan el contexto, el método
de investigacion y las tareas de evaluacion
propuestas. A continuacion, la seccion dedi-
cada al andlisis a priori e identificacion de
funciones semiotica, muestra soluciones a
los problemas propuestos identificando las
funciones semidticas esenciales implicadas
en cada estrategia, con la intencion de dis-
poner de indicadores que faciliten tanto el
andlisis de desempefio en la resolucion por
parte de los estudiantes (funciones semioti-
cas que se aplican correctamente) como la
identificacion de las dificultades (desajustes
en el establecimiento de funciones semioti-
cas). Finalmente, en las dos ultimas seccio-
nes se presentan, respectivamente, los resul-
tados de la investigacion y las conclusiones
que de ellos se derivan.

Fundamentacion teorica

La nocion de funcion semiotica en
el EOS

Dos nociones basicas del EOS son las
de practica matematica y significado prag-
matico. Se entiende por practica matemati-
ca toda actuacion o expresion (verbal, grafi-
ca, etc.) realizada por alguien para resolver
problemas matematicos, comunicar a otros
la solucion obtenida, validarla o generali-
zarla a distintos contextos. En las practicas
matematicas aparecen involucrados y emer-
gen objetos, entendidos como cualquier en-
tidad que esté involucrada de alguna forma
en la actividad matematica y que pueda se-
pararse o individualizarse segiin su natura-
leza o funcion.
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El significado sistémico-pragmatico
de un objeto se concibe como el sistema
de practicas operativas y discursivas que
realiza una persona (significado personal)
o institucion (significado institucional), en-
tendida esta ultima como grupo de personas
expertas involucradas en una misma situa-
cioén, para resolver un tipo de problemas
matematicos. Asi, en el EOS la compren-
sion se interpreta “en términos de acopla-
miento progresivo de los significados per-
sonales del sujeto con los institucionales de
referencia” (Godino, 2024, p. 79).

El constructo conflicto semiotico
permite identificar momentos en los que
ocurren desajustes en el proceso de acopla-
miento de significados. Describe cualquier
disparidad o discordancia entre los signi-
ficados atribuidos a una expresion por dos
sujetos (personas o instituciones). Si la dis-
paridad se produce entre significados insti-
tucionales se habla de conflicto semiotico de
tipo epistémico, mientras que, si la dispari-
dad se produce entre practicas que forman
el significado personal de un mismo sujeto,
se considera conflicto semidtico cognitivo.
De esta forma, los errores de los estudiantes
se interpretan como manifestaciones de es-
tos conflictos semidticos de tipo cognitivo
(Godino, 2024).

Para analizar los conocimientos pues-
tos en juego en la resolucion de las tareas
recurrimos a la nocién de funcion semiotica
del EOS, entendida como la corresponden-
cia entre un objeto significante (antecedente,
expresion) y otro significado (consecuente,
contenido) establecida por un sujeto (perso-
na o institucioén), segiin un criterio o regla
de correspondencia que relaciona expresion
y contenido (interpretante).

Toda entidad que participa en un pro-
ceso de semiosis o interpretacion es objeto
(unitario o sistémico), pudiendo desempenar
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el papel de significante, significado o regla
en una funcion semiodtica. Los propios sis-
temas de practicas operativas y discursivas
son objetos y pueden ser componentes de la
funcion semidtica. De este modo se modeliza
cualquier uso que se pueda dar a la palabra
significado: el significado es el contenido de
una funcién semiotica (Godino, 2024).

El constructo funcién semidtica permi-
te describir de forma detallada y operativa el
conocimiento matematico como el conjunto
de relaciones que el sujeto (persona o institu-
cion) establece entre los objetos y las practi-
cas matematicas. De esta forma, “hablar de
conocimiento equivale a hablar del conte-
nido de una (o muchas) funcién semiotica,
resultando una variedad de conocimientos en
correspondencia con la diversidad de funcio-
nes semidticas que se pueden establecer en-
tre los diversos tipos de practicas y objetos”
(Godino, 2024, p. 79). También, posibilita
interpretar y explicar conflictos cognitivos
y errores de los estudiantes como desajustes
en el establecimiento de la relacion entre ex-
presion y contenido de funciones semioticas
(Batanero y Diaz, 2007).

Razonamiento probabilistico y
razonamiento proporcional

A lo largo de la historia se han con-
siderado diferentes interpretaciones del
concepto de probabilidad (intuitiva, clési-
ca, frecuencial, subjetiva y axiomadtica) que
coexisten en la actualidad y aparecen refle-
jados en el curriculo de matematicas (Bo-
rovnick y Kapadia, 2014; MEFP, 2022). En
nuestro caso, centramos la atencion en el
significado clasico, que considera la proba-
bilidad como la proporcion entre el nimero
de casos favorables y el nimero de casos
posibles, siempre que todos los resultados
sean igualmente probables (Borovcnik y
Kapadia, 2014).
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Desde la perspectiva pragmatica del
EOS, se entiende el razonamiento probabi-
listico como el sistema de acciones (prac-
ticas operativas y discursivas) puestas en
juego en la resolucion de problemas de
probabilidad. En estas practicas intervienen
objetos y procesos caracteristicos de los di-
ferentes significados de la probabilidad (Ba-
tanero y Diaz, 2007).

En particular, el razonamiento proba-
bilistico involucra una serie de conceptos
basicos de la probabilidad: comprension
de la aleatoriedad; elaboracion del espacio
muestral; probabilidad experimental y ted-
rica; estimacion, cuantificacion y compara-
cion de probabilidades; y comprension de la
correlacion (Bryant y Nunes, 2012; Langra-
11 y Mooney, 2005). La comprension del es-
pacio muestral requiere reconocer todos los
posibles resultados de un experimento, des-
cribirlos en forma completa y relacionar el
espacio muestral con la mayor o menor po-
sibilidad de cada resultado del experimento
(Horvath y Lehrer, 1998).

Aunque son multiples las investiga-
ciones que analizan el desarrollo del razo-
namiento probabilistico en escolares (Her-
nandez-Solis et al., 2023; Supply et al.,
2020), centramos la atencion en aquellas
que de manera explicita analizan el vinculo
de la comprension del espacio muestral y la
cuantificacion/comparacion de probabilida-
des con el razonamiento proporcional.

El razonamiento proporcional, como
secuencia de practicas matematicas desa-
rrolladas en la resolucién de problemas de
proporcionalidad, involucra simultdnea-
mente la covarianza de las cantidades y la
invarianza de las razones. Esto supone la
habilidad de establecer relaciones multipli-
cativas entre dos cantidades y de extender
dicha relacion a otro par de cantidades (La-
mon, 2007).
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Por un lado, para Van Dooren et al.
(2003) la relacion entre proporciones y
probabilidades se explica con base en la
distincion entre la intuicion primaria del
azar, referida a la igualacion de probabi-
lidades, y el concepto de azar entendido
como el calculo explicito y correcto de
probabilidades. Por otro, el razonamiento
proporcional es considerado un elemento
esencial del razonamiento probabilistico,
pues forma parte del andlisis del espacio
muestral, de la cuantificacion de las proba-
bilidades, del estudio de la variable alea-
toria y el muestreo y de la comprension y
uso de las correlaciones (Batanero y Bo-
rovnick, 2016; Bryant y Nunes, 2012).

Un razonamiento proporcional insufi-
ciente puede estar detrds de gran parte de
los errores conceptuales y procedimentales
en el ambito de la probabilidad (Begolli e?
al., 2021; Bryant y Nunes, 2012; Langrall
y Mooney, 2005; Van Dooren, 2014). Esto
puede venir motivado, tanto por la comple-
jidad intrinseca a la modelizacién de situa-
ciones probabilisticas (similitud fisica entre
espacios de medida, naturaleza intangible de
la probabilidad) que se ve obstaculizada por
las intuiciones, sesgos o concepciones errd-
neas previas de los estudiantes, como por la
estrecha conexion, cognitiva e intuitiva, de
las nociones de azar y proporcion (Supply
et al., 2023; Van Dooren et al., 2003). Ade-
mas, el razonamiento proporcional tiene
un papel decisivo en la transicion del pen-
samiento aditivo al multiplicativo. En este
proceso, la estrategia aditiva (basada en cal-
cular la diferencia entre las cantidades da-
das y emplearlas en el calculo de la cantidad
desconocida) es el procedimiento incorrecto
mas frecuente utilizado por los estudiantes
en la resolucion de problemas de proporcio-
nalidad (Fernandez et al., 2024).
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Hernandez-Solis y colaboradores,
analizan las estrategias y errores de nifios
costarricenses de 11-12 afios cuando resuel-
ven tareas de comparacion de probabilida-
des y construccion del espacio muestral en
el contexto de urnas (Hernandez-Solis et al.,
2021a, 2021b) y de ruletas (Hernandez-So-
lis et al., 2021b, 2021c¢).

Para los autores la dificultad observa-
da en los estudiantes en tareas de compa-
racion de probabilidades en urnas se debe
a que, aunque los alumnos estudian frac-
ciones y realizan comparaciones de frac-
ciones, no es frecuente utilizar el contexto
de probabilidad para completar su estudio
de fracciones y realizar comparaciones. Si
bien construir un espacio muestral a partir
de ciertas condiciones iniciales, plantea un
desafio para los alumnos al no ser una tarea
con la que estan familiarizados (Hernan-
dez-Solis et al., 2021b), los resultados de su
estudio muestran una intuicion razonable de
la idea de espacio muestral tanto en el con-
texto de urnas como de ruletas.

Asi, la mayoria de los participantes
construyen correctamente un espacio mues-
tral cuando en la tarea la condicién se esta-
blece sobre un suceso posible o un suceso
equiprobable. Se observan, sin embargo,
dificultades cuando se parte de un suceso
imposible o de uno seguro.

Trabajos recientes, como los de Bata-
nero et al. (2023) y Hernandez-Solis et al.
(2024), investigan la relacion del nivel de
razonamiento proporcional (desde el punto
de vista de la dificultad de las tareas) y el
¢éxito en tareas de comparacion de probabili-
dades y la determinacion del espacio mues-
tral en estudiantes de entre 11 y 16 afos.

Especificamente, Batanero et al.
(2023) analizan cémo estudiantes costarri-
censes y espafioles abordan tareas de com-
paracion de probabilidades (contexto de
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urnas) y razones (contexto de mezclas), di-
sefiadas con distintos niveles de dificultad
en términos del razonamiento proporcional,
observando que pocos de los participantes
utilizaron estrategias multiplicativas, lo que
les impidi6 resolver correctamente los pro-
blemas de mayor complejidad.

Hernandez-Solis et al. (2024) por
su parte, analizan la relacion entre el nivel
de razonamiento proporcional (compara-
cion de razones en contexto de mezclas) y
la construcciéon del espacio muestral (con-
texto de urnas y de ruletas) en estudiantes
costarricenses. Los resultados indican una
relacion entre el éxito en la construccion de
espacios muestrales y el nivel de razona-
miento proporcional alcanzado, asi como un
incremento progresivo, segun el curso, en el
porcentaje de estudiantes que logra niveles
mas altos de este tipo de razonamiento.

Aunque la mayoria de investigaciones
previas sobre razonamiento proporcional de
escolares en un contexto aritmético se han
centrado en tareas de valor faltante (Casti-
llo y Fernandez, 2022), estudios recientes
han analizado las estrategias, las dificulta-
des, el efecto de las variables del problema
y los niveles de logro de escolares cuando
resuelven problemas sobre comparacion
de razones (Castillo y Fernandez, 2022) vy,
en menor medida, en problemas de reparto
proporcional (Yeong et al., 2020).

Los resultados de estos trabajos mues-
tran que las dificultades en la comprension
de la razon, en particular, la identificacion
de la relacion multiplicativa o la compa-
racion de referentes, se mantienen incluso
hasta el final de Educacion Secundaria, asi
como la comprension limitada del “todo”
(suma de las partes) o la tendencia a realizar
repartos equitativos en situaciones de repar-
to proporcional (Sanchez Ordofiez, 2014;
Yeong et al., 2020).
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En el contexto probabilistico, Su-
pply et al. (2023) propusieron a nifios de
8-9 afos, una tarea de valor faltante, en la
que una de las cajas tiene una distribucion
conocida, en la otra se dan los casos des-
favorables y deben completarla con los ca-
sos favorables para que ambas cajas tengan
igual probabilidad de éxito. La mayoria de
las respuestas erroneas encontradas seguian
estrategias unidimensionales.

Observaron que la mayor dificultad en
el contexto probabilistico frente al aritmé-
tico (reparto equitativo) en situaciones de
valor faltante, puede venir motivado, entre
otros aspectos, por la presencia de incerti-
dumbre, el caracter intangible de la probabi-
lidad (cantidad intensiva) y por la similitud
fisica entre los espacios de medida.

Metodologia

El estudio se enmarca en una investi-
gacion descriptiva de enfoque cualitativo y
de tipo exploratorio, pues la muestra utiliza-
des es no aleatoria (seleccion intencionada
atendiendo a la disponibilidad del centro y
los escolares) y moderada en tamafo (Mc-
Millan y Schumacher, 2005).

Para analizar la actividad matematica
desarrollada por los participantes en la reso-
lucion de las dos tareas aplicamos el anali-
sis ontosemiotico (Godino et al., 2021): 1)
descomposicion de la actividad en unidades
de analisis, formadas por las practicas ope-
rativas o discursivas elementales, 2) identi-
ficacion de la intencionalidad de la activi-
dad que se analiza, reconocimiento de las
funciones semidticas elementales, y 3) re-
conocimiento de los conflictos semioticos,
entendidos como desajustes en el estableci-
miento de funciones semioticas.

Parte del equipo investigador, rea-
liz6, de manera independiente, el analisis
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descriptivo de las producciones de los parti-
cipantes, contrastando con los resultados de
investigaciones previas en relacion con estra-
tegias reconocidas. A continuacion, se discu-
tieron con el resto de los investigadores las
posibles discrepancias y se consensuaron las
categorias resultantes del analisis, en un pro-
ceso ciclico e inductivo, propio de la investi-
gacion cualitativa. De igual forma, se discu-
tieron y acordaron los criterios de puntuacion
para valorar la pertinencia de las respuestas a
cada una de las tareas propuestas.

En la experiencia participaron 47 es-
tudiantes del Gltimo curso (sexto) de Educa-
cion Primaria (11-12 afos), todos del mis-
mo centro educativo publico de la ciudad de
Almeria (Espafia) que han recibido la for-
macion institucional prevista en proporcio-
nalidad y probabilidad.

El protocolo de recogida de datos co-
menzd con una reunion con la directora y los
tutores del centro, en la que se explicaron los
objetivos, el proceso y las condiciones de la
investigacion, asi como las tareas por realizar
por parte de los estudiantes (ver cuadro 1).

Los estudiantes habian estudiado el tema
de proporcionalidad y porcentajes (nocion de
magnitudes proporcionales y procedimientos
estandares de resolucion, como reduccioén a la
unidad y regla de tres) y de probabilidad. De
las entrevistas informales a los tutores de los
alumnos, asi como de la exploracion inicial
en el aula a través de preguntas elementales
sobre probabilidad, se observo deficiencias en
el conocimiento de los escolares con relacion
a los contenidos de probabilidad. Si bien do-
minaban el lenguaje probabilistico (aleatorio,
probable, suceso seguro, posible o imposible)
desconocian la nocién de espacio muestral y
mostraban dudas con el calculo de probabili-
dades elementales.

Antes de iniciar la actividad, se infor-
mo a los estudiantes de que esta no influiria
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Cuadro 1. Tareas de evaluacion propuestas a los alumnos de Educacion Primaria.

Problema 1. En la caja A hay 2 bolas blancas y una negra. En la caja B hay tres bolas blancas y 2 negras. Se
mueven las cajas y se saca una bola con los ojos cerrados ;en cual es mas probable sacar una bola blanca?

Explica tu respuesta. °
o O

® 9
o o

Caja A

Explica tu respuesta.

Caja B

Problema 2. Disponemos de dos cajas, la caja A y la caja B, que contienen ambas bolas blancas y bolas negras.
En la caja A por cada bola blanca hay tres bolas negras. En la caja B hay 20 bolas (entre negras y blancas).
¢ Cuantas bolas hay de cada color en la caja B si es igual de probable sacar una bola blanca que en la caja A?

Nota: fuente propia de la investigacion.

en sus evaluaciones académicas, pero que
su participacion era fundamental para el es-
tudio. Se les pidi6 que resolvieran las tareas
que aparecen en el cuadro 1 de manera indi-
vidual en el tiempo de 60 minutos.

En el problema 1, se deben comparar
probabilidades para elegir la caja en la que
es mayor la probabilidad de éxito. Al aten-
der a la composicion, es posible establecer
una relacion multiplicativa inmediata den-
tro de la caja A, doble de bolas blancas que
de negras; si bien, en la caja B no hay una
relacion multiplicativa entre casos favora-
bles y desfavorables.

La relacion multiplicativa entre ca-
jas, por otro lado, es inmediata entre casos
desfavorables, pero no entre favorables ni
posibles. La ausencia de relaciones enteras
podria motivar el uso de estrategias aditivas
erroneas por parte de los estudiantes (Fer-
nandez et al., 2024).

En el problema 2, se debe determinar
proporcionalmente la composicion de la
caja B, para que la probabilidad de éxito sea
la misma que en la caja A, cuya razén entre
casos favorables y desfavorables es cono-
cida. La razon dada en la composicion de
la caja A, permite facilitar el agrupamiento,
identificando estrategias habituales en pro-
blemas de reparto proporcional en el con-
texto aritmético (Ben Chaim et al., 2012).

El analisis de las soluciones a dichas ta-
reas tanto desde el punto de vista epistémico

(soluciones expertas de referencia e identifi-
cacion de las funciones semidticas criticas)
como cognitivo (soluciones dadas por los
alumnos) tiene un caracter interpretativo y
contextual. Los tipos de estrategias de los
estudiantes emergen del analisis de sus prac-
ticas cuando responden a las tareas, tratando-
se, por tanto, de un analisis cualitativo. Por
otra parte, el andlisis del grado de pertinencia
de las respuestas a dichas tareas con relacion
a las estrategias permite extraer informacion
sobre la relacion entre dichas variables.

Analisis a priori e identificacion de
funciones semiotica

A continuacion, mostramos soluciones
a los problemas propuestos identificando las
funciones semidticas esenciales en cada es-
trategia. Se han considerado aquellas que han
tenido mayor presencia en las respuestas de
los alumnos. Para simplificar la presentacion,
la descripcion de las funciones semidticas se
lleva a cabo por medio de la intencidon que
determina la regla de correspondencia.

Soluciones y funciones semidticas
en la solucion del problema 1

Solucion 1.1. Relacion multiplicativa
dentro de las cajas. En la caja A hay el doble
de bolas blancas que de bolas negras. En la
caja B hay menos del doble de bolas blancas
que de bolas negras. Dado que la probabilidad
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es el cociente entre el numero de casos favo-
rables y posibles (favorables mas desfavora-
bles), es mas probable sacar una bola blanca
en la caja A que en la caja B. A partir de dicha
resolucion se identifican las siguientes fun-
ciones semiodticas fundamentales:

FS1.1.1. Relacionar la probabilidad con la
razéon de casos favorables a desfa-
vorables. La probabilidad es mayor
cuando es mayor la razon de casos fa-
vorables a desfavorables.

FS1.1.2. Identificar la relacion multiplicati-
va (doble) entre los casos favorables
(bolas blancas) y desfavorables (bolas
negras) de la caja A.

FS1.1.3. Identificar la relacion multiplicati-
va (menos del doble) entre los casos
favorables (bolas blancas) y desfavo-
rables (bolas negras) de la caja B.

FS1.1.4. Conectar la relacion multiplicativa
entre casos favorables y desfavora-
bles en una caja, con la probabilidad.

En esta solucion se debe reconocer
que la probabilidad es mayor en aquella caja
en la que es mayor la razén de casos favo-
rables a desfavorables (FS1.1.1) y por tanto,
en aquella en la que es mayor la razoén uni-
taria entre estos (FS1.1.4). En efecto, si los
casos favorables, f se relacionan de manera
multiplicativa con los casos desfavorables,
d, es decir f =k xd (k razdn unitaria), los
casos totales, t vienen dados por t = f + d
=kxd+d=(k+1)xd,yasi:
Pa>Preoti > JE of xd, >

fatda  fptdp

fodA@f—A>f—B<:>kA > kp
da dp

Aunque no es esperable este grado de
formalizacion en las practicas de nifios de
6° curso de primaria, sino una aproximacion
mas intuitiva, desde el punto de vista del
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profesor-investigador reconocer la funda-
mentacion de los criterios de corresponden-
cia ayudan a tomar conciencia de su com-
plejidad. Asi, una vez establecida la funcion
semidtica FS1.1.1, se determina, a partir de
la composicion de las cajas la relacion mul-
tiplicativa entre casos favorables y desfavo-
rables en la caja A (FS1.1.2) y en la caja B
(FS1.1.3), procediéndose después a compa-
rarlas (doble, menos del doble) en funcion
de la razén unitaria (FS1.1.4).

Solucion 1.2. Comparacion de frac-
ciones. En la caja A hay dos bolas blancas y
una negra, es decir, de las tres bolas, dos son
blancas, luego la probabilidad de sacar bola

_fa_ 2
blanca en A es P,(bola blanca) = T =3
A

En B hay tres bolas blancas y dos negras,
esto es, de las cinco bolas, tres son blancas,
asi, la probabilidad de sacar bola blanca en

_fs_3 .
B es Pg(bola blanca) = el Si compa-
B

ramos las fracciones, % > % yaque2x 5>

3 x 3 luego es mayor la probabilidad de sa-
car bola blanca en A. Podemos distinguir las
siguientes funciones semidticas esenciales:

FS1.2.1. Relacionar la probabilidad con
la razon entre los casos favorables y
posibles.

FS1.2.2. Relacionar el nimero de bolas blan-
cas y totales en A con la probabilidad
de sacar bola blanca en la caja A.

FS1.2.3. Vincular el nimero de bolas blan-
cas y totales en B con la probabilidad
de sacar bola blanca en la caja B.

FS1.2.4. Relacionar 2x5>3 x 3 con que la
probabilidad de sacar bola blanca en

la caja A, %, es mayor que la proba-

bilidad de sacar bola blanca en B, %
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El problema plantea determinar la
caja en la que la probabilidad de extraer
bola blanca es mayor. Concebir la probabi-
lidad como razén entre casos favorables a
posibles (FS1.2.1) supone, en primer lugar,
reconocer en esta composicion cudles son
los casos favorables de entre los posibles; es
decir, pensar en la caja A como formada por
tres bolas de las que dos son bolas blancas y
la caja B como formada por cinco bolas de
las que tres son blancas.

En segundo lugar, lleva a recono-
cer el caracter relativo (proporcional) y la
posibilidad de comparar probabilidades. A
continuacion, la relacion de Laplace se apli-
ca para determinar la probabilidad de sacar
bola blanca en A (FS1.2.2) y bola blanca
en B (FS1.2.3). Finalmente, se aplican las
propiedades de equivalencia y orden entre
fracciones (si a, b, ¢, d son enteros y by d
son positivos, entonces, a/b < ¢/d & axd <
¢ xb) para determinar qué fraccién determi-
na la mayor probabilidad (FS1.2.4).

Soluciones y funciones semioticas
en la solucion del problema 2

Solucion 2.1. Reparto aditivo. Para que
sea igual de probable sacar bola blanca en
la caja B que en la caja A, debe mantenerse
la razén entre bolas blancas y bolas negras.
Esta razon es de tres bolas negras por cada
una que es blanca. Vamos a ir completando
la caja B, de manera que cada vez que afiada-
mos una bola blanca, se incorporen también
otras tres bolas negras. Este proceso se de-
tendré cuando el total de bolas, entre negras y
blancas sea 20, concluyendo que hay 5 bolas
blancas y 15 negras en la caja B:

1 blanca y 3 negras
2 blanca y 6 negras
3 blanca y 9 negras
4 blanca y 12 negras
5 blanca y 15negras

4k
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En esta solucion (proxima a la estrate-
gia preformal “aditiva” de Ben-Chaim et al.,
2012) intervienen valores particulares del nu-
mero de bolas blancas y negras que determinan
una secuencia aditiva de reparto. Se identifican
las siguientes funciones semioticas esenciales:

FS2.1.1. Vincular la igualdad de probabilidad
de sacar bola blanca en las cajas con la
igualdad de las razones entre casos fa-
vorables y desfavorables de ambas.

FS2.1.2. Identificar 20 como el nimero total
de casos posibles en la caja B.

FS2.1.3. Establecer el reparto de bolas en la
caja B a partir de la razon: cada vez
que se anade una bola blanca se afia-
den tres negras.

FS2.1.4. Reconocer el total de casos posi-
bles, 20, como el valor que, una vez
alcanzado, permite detener el reparto.

FS2.1.5. Identificar en la composicion final
alcanzada el nimero de bolas blancas
y negras.

La dificultad en este problemaradica en
que la composicion de la caja A no estd dada
de forma directa, sino a través de la razon en-
tre bolas blancas y negras, por lo que se debe
vincular la igualdad de probabilidad de éxito
en ambas cajas con la igualdad de las razones
entre casos favorables y desfavorables en es-
tas (FS2.1.1). Una vez reconocido el nimero
de casos posibles en B (FS2.1.2), la situacion
se interpreta como un reparto proporcional
conrazoén 1 a 3 (FS2.1.3) hasta completar las
20 bolas a repartir (FS2.1.4). En el diagrama,
la 0ltima fila determina la composicién final
de la caja B (FS2.1.5).

4 bolas en la caja B
8 bolas en la caja B
12 bolas en la caja B
16 bolas en la caja B
20 bolas en la caja B
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Solucion 2.2. Division por la razon. En
la caja A, por cada bola blanca hay tres ne-
gras, de manera que, si hubiese 4 bolas, una
seria blanca. Puesto que la probabilidad es el
cociente entre el nimero de casos favorables
(bolas blancas) y el de casos posibles (bolas
totales), para que sea igual de probable sacar
bola blanca en la caja B que en la caja A, se
debe mantener la razon entre bolas blancas y
bolas totales. Dado que hay 20 bolas en total
en la caja B, se pueden formar 5 grupos de 4
bolas, pues 20:4 = 5 . En cada uno de estos
grupos, debe haber 1 bola blanca y 3 bolas
negras. Como son 5 grupos, esto supone un
total de 5 (5 x 1 = 5)bolas blancas en la caja
B. El resto, 15 =20 - 5, seran bolas negras.

En el proceso de resolucion anterior
(semejante al de la estrategia de “division
por la razén” en los problemas de reparto
proporcional en Ben-Chaim et al., 2012) se
reconoce la razon dada y se establece la rela-
cion multiplicativa que existe entre los casos
favorables y desfavorables. Identificamos las
siguientes funciones semioticas esenciales:

FS2.2.1. Reconocer a partir de la razon “por
cada bola blanca tres son negras” la
composicion minima, 1 + 3 =4 (todo
unitario parcial).

FS2.2.2. Vincular la igualdad de probabili-
dad de sacar bola blanca en las cajas
con la igualdad de las razones entre
casos favorables y posibles de ambas.

FS2.2.3. Identificar el nimero de casos po-
sibles, 20.

FS2.2.4. Descomponer el total de bolas en
la caja B, 20, en 5 grupos de 4, 20 =
4 x5.

FS2.2.5. Asignar la razén 1(blanca):3(negras)
a cada uno de los 5 grupos de 4 bolas.

FS2.2.6. Aplicar la multiplicacion (5 x 1 =
5) como suma reiterada para determi-
nar el namero de bolas blancas.
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FS2.2.7. Identificar el nimero de bolas negras
como la diferencia con el total (20 - 5= 15).

Como en la solucién previa, es nece-
sario vincular la igualdad de probabilidad
de éxito en ambas cajas con la igualdad de
las razones de casos favorables a posibles
en estas (FS2.2.2). La razon de reparto se
transforma en una composicion (urna equi-
valente) minima (FS2.2.1), que permite,
una vez identificado el nimero de casos po-
sibles en B (FS2.2.3), derivar la cantidad de
grupos minimos que lo forman (FS2.2.4).
Tras reconocer que la razén 1(blanca):3(ne-
gras) se mantiene en cada uno de los grupos
(FS2.2.5) es posible determinar el niimero
de bolas blancas en B (FS2.2.6) a partir del
nimero de grupos (1 blanca en cada grupo
de 4 bolas). El de bolas negras ya es inme-
diato a partir del total en B (FS2.2.7).

Solucion 2.3. Parte-todo. Para que sea
igual de probable sacar una bola blanca en
la caja B que en la caja A se debe mantener
la razon de bolas blancas (casos favorables)
respecto del total de bolas (casos posibles).
Dado que esta razon es de una bola blanca
por cada cuatro bolas, y en la caja B hay 20
bolas, el nimero de bolas blancas en la caja

Bes % x 20 = 5. El resto de las bolas en la

caja B, esto es, 20 - 5 = 15 seran negras. En
esta solucion (semejante a la de “parte-to-
do” en los problemas de reparto proporcio-
nal en Ben-Chaim et al., 2012) la fraccién
interviene como operador. Podemos distin-
guir las siguientes funciones semioticas:

FS2.3.1. Reconocer la probabilidad de sacar
bola blanca en la caja como la razon en-
tre los casos favorables (bolas blancas)
y posibles (bolas blancas y negras).

FS2.3.2. Transformar la razén “por cada bola
blanca tres son negras” en la razon “una
bola blanca por cada cuatro bolas”.
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FS2.3.3. Identificar las 20 bolas de la caja B
como el todo.

FS2.3.4. Establecer la correspondencia en-
tre la razon de casos favorables a po-
sibles y la fraccion de la unidad que
corresponde a bolas blancas.

FS2.3.5. Reconocer el uso de fraccion como
operador (aplicada sobre la cantidad
total de bolas en la caja B permite
hallar la cantidad de bolas blancas,

%x20=5).

FS2.3.6. Identificar el numero de bolas ne-
gras como la diferencia con el total
(20-5=15).

En esta solucion se interpreta la
probabilidad de éxito como la razén de
casos favorables a posibles (FS2.3.1) y
se transforma a desfavorables debido a
casos favorables a posibles (FS2.3.2).
Esto permite una vez reconocido el nu-
mero de casos posibles en B (FS2.2.3),
aplicar la razén como fraccion de la uni-
dad (FS2.3.4, FS2.3.5) para determinar
la cantidad de bolas blancas de las to-
tales en B. La cantidad de bolas negras
se determina directamente del total en B
(FS2.3.6).
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Resultados

Estrategias de solucion y correc-
cion en la solucion al problema 1

Todos los alumnos resolvieron el pri-
mer problema. El analisis de sus respuestas a
partir de las funciones semi6ticas implicadas
nos ha permitido identificar tanto las estrate-
gias empleadas, que ejemplificaremos a con-
tinuacion, como el nivel de pertinencia (NP)
en sus soluciones. Este se codifica como:

NPO. Incorrecta.

NP1. Muestra conocimiento del célculo de
probabilidades, pero no lo emplea para
seleccionar la caja A como aquella con
mayor probabilidad de sacar bola blanca.

NP2. Emplea razonamiento proporcional para
decidir que en la caja A es mayor la pro-
babilidad de extraer bola blanca, pero no
justifica o lo hace de forma incorrecta.

NP3. Emplea razonamiento proporcional para
decidir que en la caja A es mayor la pro-
babilidad de sacar bola blanca, pero lo
justifica de manera parcial o incompleta.

La tabla 1 resume las frecuencias en
cada categoria en relacion con su grado de
pertinencia.

Tabla 1. Tipos de estrategia y nivel de pertinencia en la respuesta al problema I (n = 47)

Tipo de estrategia

Nivel de pertinencia (%)

NPO NP1 NP2 NP3 Total
Aditiva
En casos favorables 5(10,64) 5(10,64)
En casos desfavorables 4(8,51) 3(6,38) 7 (14,89)
En casos favorables y desfavorables 13 (27,65) 2 (4,26) 15 (31,91)
Multiplicativa
Relacion multiplicativa dentro de las cajas 5(10,64) 5(10,64)
Compara probabilidades como fracciones 3(6,38) 1(2,13) 2(4,26) 6(12,77)
Determina y compara probabilidades como 5(10,64) 4(8,51) 9(19,15)
porcentajes
Total 25(53,19) 5(10,64) 11(23,40) 6(12,77) 47 (100)

Nota: fuente propia de la investigacion.
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De manera general, se observa que el
63,83 % de los alumnos propusieron una
solucién incorrecta o incompleta al primer
problema y solo el 12,77 % justificé con
base en la comparacion de las probabili-
dades expresadas como fraccion o como
porcentaje, por qué en la caja A es mayor la
probabilidad de sacar bola blanca.

El 57,44 % de los alumnos emplearon
una estrategia de tipo aditivo. En ellas, com-
paran de forma aditiva los casos favorables,
desfavorables o ambos a la vez, de manera
que no establecen correctamente la funcion
semidtica FS1.1.1 o FS1.2.1. Aquellos que
siguen una estrategia aditiva en casos favo-
rables escogen la caja B, porque en ella es
mayor el nimero de bolas blancas que en la
caja A (ver figura 1).

Los alumnos que usan una estrategia
aditiva en casos desfavorables escogen la
caja A porque en ella es menor el nimero de

DOIL: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.28
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

bolas negras respecto de la caja B. A pesar
de escoger la caja con mayor probabilidad
de éxito, el argumento no es correcto, por
lo que se han considerado de nivel de per-
tinencia NPO, o bien NP1 cuando muestran
conocimiento sobre el calculo de probabili-
dades, pero no se basan en ellas para decidir
la caja con mayor probabilidad de obtener
bola blanca (ver figura 2).

Como vemos en la figura 2, A47 re-
conoce la razon entre los casos favorables y
posibles en ambas cajas (también entre casos
desfavorables y posibles), sin embargo, no lle-
ga a relacionar estas razones con la probabi-
lidad, luego no establece la funcion FS1.2.1.

Aquellos que aplican una estrategia
aditiva en casos favorables y desfavorables
consideran que la probabilidad es la misma
en ambas cajas puesto que en la caja B se ha
afiadido el mismo ntimero de bolas de un co-
lor u otro respecto de la caja A (ver figura 3).
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Figura 1. Solucion de A9 al problema 1. NP0. Estrategia aditiva en casos favorables
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Figura 2. Solucion de A47 al problema 1. NP1. Razonamiento aditivo en casos

desfavorables

Teren @ mrsrnes ProosioZWasat .

D O QGO &\ NSy O,
>

I~ - - - _—
oo O\ T, ri(gfﬁ":, »

T PEROIdem v e E A,

N

, SO

Y T

Figura 3. Solucion de A12 al problema 1. Estrategia aditiva en casos favorables y

desfavorables. NP0
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Dos de los alumnos que siguieron
esta estrategia para concluir que existe la
misma posibilidad, habian expresado co-
rrectamente la razén entre bolas blancas y
totales en ambas cajas (como antes, no lle-
garon a establecer FS1.2.1). Se observa en
estos alumnos un conflicto con la relacion
de equivalencia de fracciones, que los lleva
a considerar que la probabilidad es la mis-
ma en ambas. Indican que “las dos tienen

la misma probabilidad ya que ; y g son

equivalentes” (A37) o escriben formalmen-

te 2 — % , apreciando que esta equivalen-

3
cia se debe a que “al sumarle lo mismo a

los dos ntimeros el resultado sigue siendo el
mismo” (A25).

La mayoria de las respuestas de los
alumnos en los que se sigue una estrate-
gia multiplicativa son pertinentes (85 % de
las resoluciones que siguen esta estrategia,
36,17 % del total de respuestas). Estas res-
puestas se basan en el establecimiento de una
relacién multiplicativa dentro de las cajas, es
decir, entre los casos favorables y desfavora-
bles (similares a la Solucion 1.1), o bien en
la comparacion de las probabilidades como
fracciones (similares a la Solucion 1.2) o mas
frecuentemente como porcentajes.

En el primer tipo de respuesta los
alumnos se basan en que en la caja A hay
el doble de bolas blancas que, de negras,
es decir, establecen la funcion
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Los alumnos que expresan las pro-
babilidades como fracciones y las compa-
ran, aplican adecuadamente las funciones
semidticas FS1.2.1, FS1.2.2 y FS1.2.3. Sin
embargo, la mitad de ellos (categorizados
como NP0O) no establecen correctamente
FS1.2.4. Por ejemplo, A30 (ver figura 4)
afirma que en las dos cajas hay la misma
probabilidad de sacar bola blanca que ne-
gra. Para ello se basa en que la diferencia de
la probabilidad de obtener bola blanca o ne-

gra en ambas es la misma. Parece referirse a

ue2+1_3 1+1_2
q 3 2_5y3 2 5

Todos los alumnos que calcularon las
probabilidades y las expresaron como por-
centajes para compararlos (19,15 % del to-
tal), resolvieron correctamente el problema,
sin embargo, en su mayoria no lo justifica-
ron (55,56 % de ellos, 10,64 % del total) y
cuando lo hicieron, fundamentaron su argu-
mento en “el porcentaje en A es mayor que
el porcentaje en B”. Estos alumnos aplican
las funciones semidticas FS1.2.1, FS1.2.2 y
FS1.2.3, pero en lugar de FS1.2.4 estable-
cen una nueva funcion semiotica FS1.2.4’:
Relacionar 66,66% > 60% con que la pro-
babilidad de sacar bola blanca en la caja A,

%, en porcentaje, 66,66% es mayor que la

probabilidad de sacar bola blanca en B, %

en porcentaje 60%.

FS1.1.2, pero en su justifica-
ci6n no mencionan que esta re-
lacion es mayor que en la caja
B, por lo que es mayor la pro-
babilidad de sacar bola blanca
en la caja A. Asi, parecen esta-
blecer, al menos implicitamen-
te, FS1.1.3 pero no declaran la

£n lan dos Hayde Misma. posiblidad A2 5acar una]
bola blonca gc nc%m_

blaa@ = (,Q,‘Q A:2/5 on

tz
N&J/u = @jefp :}/3 e b= 2/
e,

=3
5

o b
\4/

+1/

Z

regla de correspondencia de  Figura 4. Respuesta de A30 al problema 1. NPO.

FS1.1.4.

Comparacion incorrecta de probabilidades como fracciones.
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Estrategias de solucion y correc-
cion en la solucion al problema 2

El analisis de las respuestas de los 45
alumnos que resolvieron el problema 2 ha
permitido identificar los siguientes niveles
de pertinencia en sus soluciones:

NPO. Incorrecta.

NP1. Muestra conocimiento del reparto de
bolas, pero no lo explicita de forma
clara (el reparto queda determinado
por medio Unicamente de la represen-
tacion o de las fracciones 5/20, 15/20,
sin ninguna justificacion).

NP2. Determina explicita y correctamente
la composicion de la caja B, pero no
justifica.

NP3. Obtiene correctamente la composi-
ciéon de la caja B, pero lo justifica
parcialmente.

NP4. Determina correctamente la composi-
cion de la caja B y lo justifica de ma-
nera adecuada.
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Latabla 2 relaciona los diferentes tipos
de estrategias con su nivel de pertinencia.

Como muestra la tabla 2, en la res-
puesta de nueve estudiantes no se observa
una estrategia explicita. De ellos, seis se
limitaron a escribir el resultado numérico
sin incluir los procedimientos ni los argu-
mentos que los llevaron a dicha solucion.
Los otros tres solo plantearon simbdlica-
mente, la relacion entre las bolas blancas
y negras (tres alumnos), de forma correcta
“l1b — 3n”, en la respuesta de A30, o inco-
rrecta, “40n — 1007, en las de A19 y A44.

Identificar de manera correcta la rela-
cion entre bolas blancas y negras, pero no
llegar a resolver el problema supone que
A30 no pudo establecer la funcién semio-
tica FS2.1.1 (FS2.2.2 o FS2.3.1). Por otro
lado, A19 y A44, expresan (por duplica-
cion) relaciones equivalentes “80n — 205,
160n — 40b” sin observar que en ninguna de
ellas el total de bolas en B es 20 (errando al
aplicar FS2.1.2, FS2.2.3 0 FS2.3.3).

Tabla 2. Tipos de estrategia y nivel de pertinencia en la respuesta al problema 2 (n=47)

Tipo de estrategia

Nivel de pertinencia (%)

NPO NP1

NP2 NP3 NP4 Total

Sin estrategia explicita

Proporciona el resultado 1(2,22)
numérico sin incluir los
calculos ni explicacion
Describe la relacion entre las
bolas blancas y negras sin
determinar su valor numérico
Aditiva

Reparto aditivo/iconico
Multiplicativa

Division por la razén
Relacion multiplicativa entre
favorables y desfavorables de
una caja

Parte-todo (fraccion

o porcentaje de casos
favorables/posibles)

Total 9 (20,00)

3(6,67)

1(2,22)

3 (6,67)

1(2,22)

1(2,22)

1(2.22)

2 (4,44)

5(11,11) 6 (13,33)

3(6,67)

11(24,44)  4(8,89)  3(6,67) 20 (44,44)
3(6,67)

2 (4,44)

1(2,22)
1(2,22)

2(4,44) 6(13,33)
7(15,56)

2 (4,44) 3 (6,67)

21 (46,67) 8(17,78)  5(11,11) 45 (100)

Nota: fuente propia de la investigacion.
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La estrategia empleada con mas fre-
cuencia es la de reparto aditivo con soporte
iconico similar a la solucion 2.1. En ella,
como se observa en la figura 5, los alumnos
distribuyen 4 bolas asignandoles el color
blanco a una de ellas y el negro a las otras
tres (FS2.1.3). Después toman otro grupo de
4 bolas y les asignan de igual forma el co-
lor, hasta completar las 20 bolas de la caja B

(FS2.1.2, FS2.1.4).
Salvo dos estudiantes, todos los que

usaron esta estrategia determinaron co-
rrectamente la composicion de la caja B,
aunque solo siete de ellos se basaron en la
probabilidad (al menos parcialmente como
A15, figura 5) para justificar su respuesta.
Por tanto, aunque antecedente y consecuen-
te de FS2.1.1 sean explicitos, no se declara
la regla de correspondencia.

Todos los estudiantes que emplearon la
estrategia multiplicativa de division por la ra-
zon (Solucién 2.2.) resolvieron correctamen-
te el problema. Cuando lo justificaron lo hi-
cieron de manera similar a A7 (ver figura 6).
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Observamos que A7 reconoce el todo
unitario parcial (“1 bola blanca +3 negras es
igual a 4, FS2.2.1), identifica el nimero de
casos posibles (FS2.2.3) y lo descompone
en 5 grupos (“20:4=5", FS2.2.4) e implicita-
mente (no aparece en la justificacion) apli-
ca la funciéon FS2.2.5 en la que se reconoce
que la razon 1:3 se mantiene para cada uno
de los cinco grupos de cuatro bolas.

Los alumnos que resolvieron correc-
tamente el problema estableciendo una rela-
cién multiplicativa entre las bolas blancas y
negras de la caja B, procedieron de manera
similar a A22, cuya respuesta se muestra en
la figura 7, junto con las funciones semio-
ticas identificadas. Identifican en la razén
“por cada bola blanca hay tres negras” que
hay el triple de bolas negras que de blancas
(FS2.2.4’). Para que la probabilidad de éxi-
to se mantenga esta relacion multiplicativa
debe preservarse en la caja B (FS2.2.2.), por
lo que buscan dos cantidades, una (la de bo-
las negras) el triple de la otra (la de blancas)

— B L ew (a & (3
E/ouuca% \Q /5

@4+—20

/

Srapg| G o Tl
7 T s

ML'(PQA
._SM
6(7(/3 :eu%—zéa' OIC Se@x—
Uuow L;/M(o\r

Figura 5. Solucion de A15 al problema 2. NP3. Reparto aditivo

Ho.y S boles
15 bolas negus en ounbos.

S Agi que SH1Z5 y 33z,

blancos en la Ay la B y hmY

?ezqvc 1 bola blan«‘l’ 3 hegros e "%“1 ha M; 1099920:‘3'_

Figura 6. Solucion al problema 2 de A7. NP3. Estrategia division por la razon
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FS2.2.2. Vincular la igualdad de probabilidad de sacar bola blanca en ambas cajas con la igualdad de la
razén entre bolas blancas y negras (Implicita).

FS2.2.3. Identificar 20 como el numero de casos posibles (bolas totales).

FS2.2.4.” Reconocer en la razén 1(blanca):3(negras) la relacion multiplicativa “triple de negras que de

FS2.2.5.” Descomponer el total de bolas, 20, como suma de dos niumeros de manera que uno sea el triple del

FS2.2.6.” Identificar el menor de estos nimeros como el numero de bolas blancas y el mayor (su triple) como

\ st captid

Figura 7. Solucion de A22 al problema 2. NP3. Relacion multiplicativa entre casos favora-
bles y desfavorables. Funciones semidticas asociadas

que sumen 20 (FS2.2.3), como total de bo-
las en B (FS2.2.5.).

Estos alumnos no determinaron co-
rrectamente la composicion de la caja B en
dos casos, bien porque no respetaron la ra-
z6n dada (A25 considera que de las 20 bolas
de B ocho seran blancas y 12 negras), o por-
que no reconocieron la cantidad total de bo-
las en la caja B, lo que supone que FS2.2.3
no se establece de manera adecuada.

Dos de los tres estudiantes que em-
plean la estrategia parte-todo (Solucién
2.3), lo resuelven correctamente: la fraccion
(1/4) que opera sobre el total de bolas (20)
en la caja B, se expresa como el porcentaje
(25 %) indicandose de manera explicita que
esta es la probabilidad de sacar bola blanca.
El otro estudiante, A4, lo resuelve de ma-
nera incorrecta, pues asume que la proba-
bilidad de sacar bola blanca es de 1/3, en
lugar de 1/4 y establece que 1/3 de 20 es 6,
lo que le lleva a considerar que hay 6 bolas
blancas y por tanto 14 negras en la caja B.
En este caso, puede que el alumno confunda
las razones favorables/posibles (parte-to-
do) y favorables/desfavorables (parte-parte)
(lo que lleva a no aplicar de forma correcta

FS2.3.1) o bien que no identifique de ma-
nera adecuada el todo unitario parcial en la
razon 1:3 (no estableciendo de forma perti-
nente FS2.3.2).

Como hemos podido observar, los
alumnos tuvieron mas éxito al resolver el
segundo problema que el primero. De he-
cho, el nivel de pertinencia mejor6 en 30 de
los 45 estudiantes que resolvieron el pro-
blema 2, frente al problema 1 y se mantuvo
en ocho de ellos. Dado que las estrategias
multiplicativas (con rasgos de razonamiento
proporcional) derivaron en soluciones en su
mayoria correctas y fueron mas frecuentes
en el primer problema (42,55 %) que en el
segundo (35,66 %), esto se explica porque
20 estudiantes (un 44,44 % del total) usaron
para resolver el problema 2 una estrategia
de reparto aditivo o icénico que fue perti-
nente en 18 de estos (40 % del total).

Finalmente, es significativo que 11 de
los alumnos (el 24,45 %) que resolvieron el
problema 2 indicaron explicitamente que en
ambas cajas debia haber el mismo nimero
de bolas de cada color. De estos, cuatro lo
consideraron al justificar que para que la
probabilidad sea la misma es necesario que
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en ambas cajas haya el mismo numero de
bolas. Por ejemplo, esto se observa en la
respuesta de Al5 (ver figura 5) o cuando
A20 indica “como tienen las mismas pro-
babilidades, tienen las mismas bolas”. Ade-
mas, otros ocho estudiantes, aunque no in-
dican de manera explicita que ambas cajas
deberian tener el mismo niimero de bolas, si
lo hacen al representar iconicamente la caja
A con 5 bolas blancas y 15 negras.

Este hecho pone de manifiesto una vi-
sion de la probabilidad como cociente dado
por los casos favorables y posibles, mas que
como razdén que, si bien no tiene por qué dar
un resultado erréneo en la obtencion de la
composicion de la caja B, limita una capa-
cidad esencial del razonamiento proporcio-
nal: analizar cambios en términos relativos
al relacionar el nimero de partes de un todo
y el tamaio de cada parte (Lamon, 2007).

Discusion

En este trabajo se han analizado las
soluciones de estudiantes de sexto curso
de primaria a dos tareas de probabilidad
que requieren razonamiento proporcional:
la primera de comparacion de probabili-
dades en urnas y la segunda, de obtencion
de la composicion de una urna (determina-
cion del espacio muestral) para mantener la
probabilidad de éxito de otra con razon de
casos favorables a desfavorables conocida.
Estas tareas implican dos de las habilidades
esenciales del razonamiento probabilistico
segiin Supply et al. (2020): “comparar pro-
babilidades” y “crear probabilidades igua-
les” y que son factibles de ser investigadas
desde las primeras etapas educativas.

El andlisis a priori, por medio de las
funciones semioticas, nos ha permitido iden-
tificar las relaciones que se establecen entre
los objetos implicados en las practicas que
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dan solucioén a los problemas, facilitando la
interpretacion de los errores de los estudian-
tes (Godino et al., 2021). La existencia de
funciones semidticas comunes a distintas
soluciones permite identificar aspectos de-
terminantes del conocimiento involucrado
en la resolucion del problema (por ejemplo,
la funcion FS2.3.2 es esencialmente FS2.2.1
y FS2.3.6 coincide con FS2.2.7.)

El analisis de las estrategias de resolu-
cién de los estudiantes, es decir, de sus sis-
temas de practicas prototipicas para resol-
ver la tarea, nos ha permitido identificar las
funciones semioticas que habian aplicado
correctamente y las que no, por tanto, mos-
trando significados personales y conflictos
cognitivos en de los alumnos. Hemos podi-
do observar funciones semidticas recurren-
tes, pero también soluciones de los alumnos
de las que emergian nuevas funciones se-
midticas (por ejemplo, en la figura 7).

Por un lado, en el primer problema,
predominaron estrategias incorrectas de tipo
aditivo, en las que no se llega a relacionar la
probabilidad con la razon de casos favora-
bles a desfavorables (FS1.1.1) o con la razén
de casos favorables a posibles (FS1.2.1). Los
alumnos ignoran un tipo de bola (blanca, fa-
vorable, o negra, desfavorable) y razonan de
forma aditiva sobre el otro tipo, o bien consi-
deran ambos tipos de bolas, pero se basan en
cuantas bolas mas de cada tipo hay en la caja
B respecto de la caja A.

La manifestacion de estos conflictos
concuerda con los observados por Castillo y
Fernandez (2022) (“ignorar datos”, “respues-
ta aditiva” en su trabajo) en la resolucion de
problemas de comparacion de razones en
contextos de ofertas y mezclas por parte de
estudiantes de Educacion Secundaria.

Por otro lado, los alumnos mostra-
ron buen desempefio con la segunda ta-
rea propuesta, ya que tres cuartas partes
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determinaron adecuadamente, la composi-
cion de la caja. Este hecho concuerda con los
resultados obtenidos por Herndndez-Solis et
al. (2021b, 2021c¢) en tareas de construccion
del espacio muestral en el contexto de urnas
por estudiantes de la misma edad. Mien-
tras que en Hernandez-Solis et al. (2021b,
2024) los estudiantes logran construir espa-
cios muestrales compatibles con un suceso
equiprobable a su complementario, en nues-
tro trabajo, el espacio muestral creado debe
mantener la misma probabilidad de éxito
que otro espacio muestral, lo que involucra
necesariamente razonar proporcionalmente
sobre su composicion (FS2.1.1, FS2.2.2).

Ademas, nuestros resultados mejoran
sustancialmente los obtenidos en repartos
proporcionales en contexto aritmético por
Sanchez Ordofiez (2014) (donde los repar-
tos se hacen de manera equitativa y no pro-
porcional) o Yeong et al. (2020) (en el que
mas del 80 % de los alumnos resuelven de
manera incorrecta el problema). Esencial-
mente, las funciones semioticas vinculadas
a las practicas que dieron lugar a conflicto
en las respuestas de los alumnos al proble-
ma 2 fueron FS2.2.1, cuando no aplicaron
la razon dada, o FS2.2.3 cuando no inter-
pretaron 20 como la cantidad total de bolas
en la caja B.

Esta ultima se relaciona con la difi-
cultad principal observada en el trabajo de
Yeong et al. (2020) en la que la suma de las
partes a repartir no coincidia con el total
proporcionado en el problema. Sin embargo,
Yeong et al. (2020) sefialan como segunda
dificultad mas frecuente el uso de razona-
miento aditivo, algo que no hemos encon-
trado en la resolucion del segundo problema
planteado en nuestra investigacion.

Que las estrategias con rasgos de razo-
namiento proporcional fueran mas frecuen-
tes en el primer problema que en el segundo,
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muestra que establecer una relacion multi-
plicativa en la solucién a un problema no
supone que también se establezca en el
otro. En términos de funciones semioticas
esenciales: relacionar la probabilidad con la
razén de casos favorables a desfavorables
(FS1.1.1) o con la razén de casos favorables
a posibles (FS1.2.1), no garantiza vincular
la igualdad de probabilidad de éxito con la
igualdad de las razones entre casos favo-
rables y desfavorables de ambas (FS2.1.1,
FS2.2.2). Ademas, la falta de justificacion o
de justificacion parcial se interpreta como la
ausencia de declaracion explicita de la regla
de correspondencia en determinadas funcio-
nes semidticas (FS1.1.1, FS1.2.1, FS1.1.4
en el primer problema; FS2.2.1 o FS2.2.2
en el segundo).

El mayor nivel de pertinencia logrado
por los estudiantes en el segundo problema
es que el primero contrasta con los resulta-
dos de investigaciones como las de Supply
et al. (2020, 2023) en las que observan que
los alumnos tienen mas dificultades con
problemas de valor faltante (donde aparece
un pensamiento aditivo incorrecto) que con
problemas de comparacion de razones en el
contexto probabilistico.

Ademés, los resultados, en lo que res-
peta al segundo problema son especialmen-
te novedosos, dada la escasez de trabajos de
reparto proporcional en el contexto probabi-
listico y lo original de la tarea con relacion a
otras de determinacion del espacio muestral
en contexto de urnas (Hernandez-Solis et
al.,2021a, 2021b, 2024).

Revelan dificultades que, hasta el
conocimiento de los autores, no han sido
identificadas en investigaciones previas so-
bre la resolucién de problemas de reparto
proporcional en el contexto probabilistico o
aritmético: 1) asumir que las dos cantidades
de totales han de ser la misma (en nuestro
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contexto, asignar una cantidad casos posi-
bles a la caja cuya razon de casos favorables
a desfavorables es conocida), 2) no identifi-
car de manera adecuada el todo unitario par-
cial conocida la razén de reparto (en nuestro
contexto, casos favorables a desfavorables).

Como limitaciones en nuestra investi-
gacion, consideramos que habria sido con-
veniente proponer a los alumnos tareas de
comparacion de razones, valor faltante y
reparto en un contexto aritmético, para va-
lorar la relacion con su nivel de desempefio
en este caso.

Aunque los tutores no indicaron en la
entrevista carencias al respecto en sus alum-
nos, como si lo hicieron sobre las nociones
basicas de probabilidad, indagar sobre estas
competencias nos hubiera permitido, por un
lado, comprender si los errores en la prime-
ra tarea se mantienen en un contexto deter-
minista y por otro, si tienen el mismo des-
empefio en tareas de reparto proporcional,
donde no se ha documentado la creencia de
que ambos espacios deban tener el mismo
todo o las mismas partes para el reparto.
También seria conveniente extender nuestra
investigacion a significados como el subje-
tivo o frecuencial, asi como a estudiantes de
secundaria, en los que la formacion sobre
razonamiento proporcional y probabilistico
adquiere niveles mas sofisticados.

Aunque durante la Educacion Prima-
ria se aborda el razonamiento proporcional
en tareas de reparto equitativo y mezclas,
son limitadas sus aplicaciones en situacio-
nes probabilisticas (Supply et al., 2023).
Puesto que las estrategias que emplean los
estudiantes para resolver un problema se
ven influenciadas por el contexto (Supply
et al., 2023) y la probabilidad promueve
una forma de razonar distinta a otras ramas
de las matematicas (Borovnick y Kapadia,
2014), es fundamental seguir explorando
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situaciones que permitan a los estudiantes
desarrollar su razonamiento proporcional en
el ambito de la probabilidad.
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