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Analisis de la demostracion mediante
dos herramientas: el modelo de Toulmin
y la configuracién ontosemiotica

Analyzing proof using two frameworks: Toulmin's model and the Onto-
Semiotic configuration

Analise da demonstracdo usando duas ferramentas: o modelo de Toulmin e a
configuragdo ontosemiotica.
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Resumen ()

En las investigaciones en educacion matematica se ha generado un creciente interés por analizar cémo
el estudiantado entiende la demostracion conforme avanzan en su formacion. Dicho analisis precisa de
herramientas tedricas especificas que guien tanto el disefio de tareas concretas como el reconocimiento y
gestion de los conocimientos del alumnado. [Objetive] El objetivo de este trabajo es ejemplificar el uso
articulado de dos herramientas para el estudio de la demostracién: el modelo de Toulmin ampliado y la
configuracion ontosemictica del enfoque ontosemiético. [Metodologia] Se realiza un estudio cualitativo,
descriptivo, basado en un estudio de casos con estudiantes de primer curso universitario cuando
demuestran propiedades aritméticas. La implementacién se realizo en tres momentos diferentes durante
el curso de Matematica Discreta en una universidad argentina en el 2023. [Resultados] Al inicio del curso,
la herramienta de andlisis revela las limitaciones en las argumentaciones propuestas por el estudiantado
para validar las proposiciones implicadas. Mediante argumentaciones inductivas y abductivas, concluyeron
con la formulacién de conjeturas, mostrando convencimiento sobre su veracidad. A medida que avanzaron
en su formacidn, los resultados mejoraron, pues recurrieron a argumentaciones deductivas para demostrar.
Aun asi, el analisis realizado permiti6 identificar dificultades durante el desarrollo de las demostraciones,
asociadas a los procesos que se necesitan transitar. [Conclusiones] Este trabajo revela la sinergia entre las
herramientas empleadas para caracterizar las estructuras argumentativas en el proceso de demostracién
sequido por el grupo de estudiantes y tomar conciencia de su complejidad como factor explicativo de las
dificultades en este proceso.

Palabras clave: demostracion matematica; argumentacion matematica; educacién universitaria;
configuracion ontosemidtica; modelo de Toulmin.
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Abstract

In mathematics education research, there has been a growing interest in analyzing how students
understand proof as they progress in their studies. This analysis requires specific theoretical tools that
guide both the design of concrete tasks and the recognition and management of students' knowledge.
[Objective] The objective of this paper is to exemplify the articulated use of two frameworks for studying
proof: the extended Toulmin's model and the Onto-Semiotic configuration of the Onto-Semiotic approach.
[Methodology] A qualitative, descriptive study is conducted, based on a case study with first-year
university students as they prove arithmetic properties. The study was implemented three different times
during the Discrete Mathematics course at an Argentinian university in 2023.[Results] At the beginning of
the course, the analysis tool revealed the limitations in the arguments proposed by the students to validate
the given propositions. Using inductive and abductive arguments, students formulated conjectures,
demonstrating conviction in their truth. As their studies advanced, results improved, since they resorted to
deductive arguments in their proofs. Nevertheless, the analysis revealed difficulties in the processes faced
when developing proofs. [Conclusions] This research highlights the synergy between the tools used to
characterize the argumentative structures in the students' proof process and underscores the importance of
recognizing its complexity as an explanatory factor for the difficulties encountered.

Keywords: mathematical proof; mathematical argumentation; university education; Onto-Semiotic
configuration; Toulmin's model.

Resumo

Nas pesquisas em educacdo matematica, tem havido um interesse crescente em analisar como os alunos
entendem a demonstracdo a medida que avancam em sua formacdo. Essa analise requer ferramentas
tedricas especificas para orientar tanto a elaboracéo de tarefas concretas quanto o reconhecimento e o
gerenciamento do conhecimento dos alunos. [Objetivo] O objetivo deste artigo é exemplificar o uso
articulado de duas ferramentas para o estudo da demonstragdo: o modelo estendido de Toulmin e a
configuracdo ontosemidtica da abordagem ontosemidtica. [Metodologia] Um estudo qualitativo,
descritivo e baseado em estudo de caso é realizado com alunos do primeiro ano da universidade ao
demonstrarem propriedades aritméticas. A implementagdo foi realizada em trés momentos diferentes
durante o curso de Matematica Discreta em uma universidade argentina em 2023. [Resultados] No
inicio do curso, a ferramenta de analise revela as limitagdes nos argumentos propostos pelos alunos para
validar as proposicdes envolvidas. Por meio de argumentacdes indutivas e abdutivas, eles concluiram com
a formulaco de conjecturas, demonstrando convicco sobre sua veracidade. A medida que avancavam
em sua formagdo, os resultados melhoravam, pois usavam argumentacdo dedutiva para demonstrar.
Mesmo assim, a analise realizada permitiu a identificacdo de dificuldades durante o desenvolvimento das
demonstragdes, associadas aos processos que precisam ser sequidos. [Conclusdes] Este trabalho revela
a sinergia entre as ferramentas utilizadas para caracterizar as estruturas argumentativas no processo de
demonstracdo sequido pelo grupo de alunos e para tomar consciéncia de sua complexidade como fator
explicativo das dificuldades nesse processo.

Palavras-chave: prova matematica; argumentacdo matematica; educacdo universitaria; configuracdo
ontosemidtica; modelo de Toulmin.

Bettina Milanesio « Maria Burgos

113

TOA VIDNHAIDINN

oN ‘6€

ID"BUN@RIDUIDIUNE)SIAAI -] « RIOUSIDIUN/ID DR BUN'SBISTAIMMM Hf » 77 Toquiada(q-Arenue( ‘gz-1 'dd 1


https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia?subject=
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=
https://publica2.una.ac.cr/revistas-2025/Uniciencia/39_1/MP3/Art-7-Ing-39_1.mp3
https://publica2.una.ac.cr/revistas-2025/Uniciencia/39_1/MP3/Art-7-Port-39_1.mp3

Introduccion

Cada vez es mas significativo el con-
senso en el campo de la Educacion Matema-
tica sobre la importancia de involucrar a las
personas estudiantes de diferentes niveles
educativos en los procesos de demostracion
(Sommerhof'y Ufer, 2019; Stylianides et al.,
2022). El papel central que la demostracion
desempeia en el compromiso de la pobla-
cion estudiantil con las matematicas lleva
a la necesidad de comprender como entien-
den la demostracion y cudles dificultades
enfrentan (Hernandez-Suarez et al., 2020).

En el origen de estas dificultades se
encuentra tanto en la escasez de oportuni-
dades del estudiantado de los niveles educa-
tivos de primaria y secundaria en practicas
que impliquen la demostracién, como que
cualquier tipo de argumentacion puede ser
aceptado en dichos niveles (Nagel et al.,
2018; Stylianides et al., 2022). Esto motiva
a que cuando el alumnado accede a cursos
universitarios en los cuales las matemati-
cas se convierten en un sistema axiomati-
co-deductivo, no reconocen qué constituye
una demostraciéon o por qué es necesaria
(Sommerhoff y Ufer, 2019). Estas personas
no disponen de las competencias necesarias
para desarrollar demostraciones validas o
con el nivel de formalidad esperado (Lew
y Mejia-Ramos, 2019; Nagel et al., 2018;
Stylianides et al., 2017).

Dado que en una demostracién se
debe producir un argumento a favor de una
afirmacion matematica, que sea matemati-
camente solido y siga un discurso aceptado
y conceptualmente accesible para la comu-
nidad de aula (Stylianides et al., 2017), di-
versos autores han abordado el estudio de
la demostraciéon a través de la caracteriza-
cion de los argumentos producidos en dicho
proceso (Arce y Conejo, 2019; Inglis et al.,
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2007; Knipping y Reid, 2019; Markiewicz
et al., 2021; Morales-Ramirez et al., 2021;
Molina y Samper, 2019; Molina et al., 2019;
Soler-Alvarez y Manrique, 2014). La mayo-
ria de estos estudios adoptaron el modelo de
Toulmin (2003) para clasificar los argumen-
tos, al observar un predominio de argumen-
tos que si bien son fundamentales en la ela-
boracion de conjeturas, no son suficientes
para validar el conocimiento matematico.
El modelo de Toulmin se considera una he-
rramienta potente que permite reconstruir in
situ los pasos involucrados en un proceso de
demostracion. Sin embargo, en diversas in-
vestigaciones se ha evidenciado que resulta
insuficiente para describir la estructura glo-
bal implicada en dicho proceso. Asi, autores
como Knipping y Reid (2019) ampliaron
dicho modelo con el objetivo de analizar es-
tructuras argumentativas mas complejas in-
volucradas en los procesos de demostracion
y revelar asi la estructura global.

Aunque todas estas investigaciones
ponen de manifiesto la complejidad que en-
trafia el estudio de la demostracion, muy po-
cas han analizado las practicas matematicas
implicadas o el origen de las dificultades en
términos de los objetos y procesos involu-
crados. Se observa un primer avance en esta
linea en trabajos como los de Markiewicz et
al. (2021), Milanesio y Markiewicz (2024),
Molina et al. (2019) o Morales-Ramirez et
al. (2021) que emplean las herramientas
teorico-metodologicas del enfoque ontose-
miotico (EOS) del conocimiento y la ins-
truccion matematicos (Godino et al., 2019)
para el estudio de la demostracion, tanto
desde un punto de vista epistémico como
cognitivo. De manera especifica, el uso del
constructo  configuracion ontosemidtica
(Godino et al., 2019) para analizar las prac-
ticas matematicas implicada en las demos-
traciones que proponen estudiantes de nivel
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medio (Markiewicz et al., 2021; Mora-
les-Ramirez et al., 2021) o desarrolladas en
el nivel superior (Milanesio y Markiewicz,
2024; Molina et al., 2019) en diversos con-
textos (aritmético, algebraico o geométri-
co), permite identificar disparidades entre
los significados personales e institucionales
pretendidos sobre la demostracion y reco-
nocer en la complejidad ontosemidtica de
dicha actividad un factor explicativo de las
dificultades que manifiesta el estudiantado
en la comprension y desarrollo de demos-
traciones en estos niveles educativos.

El objetivo de este trabajo es analizar
las posibilidades de articulacion del modelo
de Toulmin en el sentido ampliado que pro-
ponen Knipping y Reid (2019) y el modelo
de analisis de la actividad matematica pro-
puesto desde el EOS (Godino et al., 2019)
para desarrollar andlisis epistémicos y cog-
nitivos mas detallados de la actividad mate-
matica, y, en consecuencia, contribuir a la
comprension de los procesos de ensefianza
y aprendizaje de la demostracion.

Se ejemplifica su uso articulado para
analizar las practicas matematicas de estu-
diantes de primer curso universitario de una
universidad argentina, cuando resuelven
situaciones que requieren tanto el descu-
brimiento y la demostracion de conjeturas
como la demostracion de propiedades arit-
méticas dadas a priori. En un primer mo-
mento, el modelo de Toulmin se emplea
para “singularizar argumentos en el proceso
de demostracion” (Knipping y Reid, 2019,
p. 6); en un segundo momento, se amplia
con el objetivo de exponer la estructura glo-
bal involucrada en el proceso de demostra-
cioén (Knipping y Reid, 2019).

A continuacion, el analisis de los ob-
jetos y procesos implicados en las practicas
matematicas que desarrolla el estudianta-
do facilita una mirada microscopica de las
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estrategias argumentativas, al buscar el ori-
gen de las dificultades en la propia naturale-
za, uso y significado de la estructura mate-
matica implicada.

Fundamentacion teorica

En este apartado, se presentan los
elementos teoricos que fundamentan nues-
tra investigacion: la relacion entre demos-
tracion y argumentacion, el modelo de
Toulmin como herramienta para caracte-
rizar los distintos argumentos que pueden
estar implicados en cualquier proceso de
argumentacion y, finalmente, las nociones
de practica, objeto y proceso desarrolladas
en el EOS.

Demostracion y argumentacion

Aunque el término demostracion es
comunmente utilizado, no existe un acuer-
do compartido sobre cual es o deberia ser
su significado en el campo de la educa-
cion matematica (Alfaro-Carvajal y Fonse-
ca-Castro, 2024; Staples y Conner, 2022).
Si bien autores como Molina et al. (2024),
la definen como una cadena de “argumentos
deductivos aceptados por la comunidad de
matematicos y concatenados de una manera
aceptada por esa comunidad” (p. 167); una
definicion de demostracion en el contexto
escolar debe considerar no solo la necesidad
de que sea aceptable desde el punto de vista
de la propia disciplina matematica, sino que
también tenga sentido para sus estudiantes
(Stylianides et al., 2017).

Se considera la demostracion como
un tipo de argumentacion en matematicas
(Papadaki et al., 2019; Reuter, 2023) que
tiene las siguientes caracteristicas (Styliani-
des et al., 2017):
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1) Utiliza un conjunto de aserciones
aceptadas como verdaderas y dispo-
nibles para la comunidad de aula sin
mas justificacion (axiomas, propieda-
des y teoremas).

2)  Se usan modos de argumentacion va-
lidos y conocidos por la comunidad o
que estan dentro de su alcance con-
ceptual. Por ejemplo, reglas de infe-
rencia logico-deductivas, enumera-
cion sistematica de todos los casos a
los cuales se reduce una afirmacion,
construccion de contraejemplos, de-
sarrollo de razonamientos que pueden
llegar a una contradiccion, entre otros.

3) Se comunica con formas de expre-
sion apropiadas, conocidas o dentro
del alcance conceptual de la comuni-
dad de aula.

Stylianides et al. (2017) distinguen
entre la demostracion entendida como pro-
ducto; es decir, una secuencia conectada de
afirmaciones, y como proceso, la cual im-
plica acciones en la busqueda de una con-
clusion a favor o en contra de una afirma-
cion matematica. En estas acciones pueden
estar implicadas actividades precursoras de
la demostracion como conjeturar y generali-
zar mediante el uso de ejemplos, analogias,
razonamiento inductivo, abductivo, entre
otras (Stylianides et al., 2022).

Con estas caracteristicas la defini-
ciéon de demostracion previa respeta tanto
el papel de la comunidad de aula donde se
desarrolla la demostracion como la inte-
gridad matematica propia de la demostra-
cion (Lockwood et al., 2020). En efecto,
cuando un sujeto decide si un argumento
es una demostracion (entendida como pro-
ducto), debe no solo aceptarla, sino tam-
bién creer que es valida para la comunidad.
Ademas, mientras se consideran modos de
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argumentacion legitimos, los sustentados
por reglas légico-deductivas se excluyen,
por ejemplo, las formas de argumentacion
basadas en ejemplos que ofrecen una evi-
dencia incompleta sobre la veracidad de una
proposicion (Stylianides et al., 2017).
Atendiendo a esta definicion, una de-
mostracion es una argumentacion en mate-
maticas, pero no toda argumentacion es una
demostraciéon. La argumentacion aborda
otros aspectos de las matematicas, como la
abduccioén o la induccion, las cuales permi-
ten descubrir estructuras o patrones en la
formulacion de conjeturas (Reuter, 2023).

Modelo de Toulmin

Examinar estructuras argumentativas
se considera una practica relevante en el
contexto educativo, pues permite compren-
der mejor las formas en que cada docente
ensefa la demostracion y como el estudian-
tado llega a comprenderla (Knipping y Reid,
2019). En esta direccion, Toulmin plantea un
modelo para reconstruir los argumentos em-
pleados en cualquier proceso de argumen-
tacion. Para Toulmin (2003) un argumento
es un discurso oral o escrito producto de un
proceso compuesto por tres elementos ba-
sicos: la conclusion (afirmacién u opinion
cuyo valor se esta tratando de establecer), los
datos (permiten apoyar la afirmacion reali-
zada, la conclusion) y la garantia (posibilita
que el paso de los datos a la conclusion sea
legitimo, mediante una justificacion a partir
de inferencias basadas en reglas generales,
principios, etc.). También propone tres ele-
mentos auxiliares que permiten describir un
argumento: el respaldo (otras certezas que
soportan la garantia), el calificativo modal
(grado de fuerza conferido por la garantia
que acompaia a la conclusion) y las refuta-
ciones (condiciones de excepcion en las que
la garantia se podria anular).
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Aunque el modelo de Toulmin ha sido
ampliamente utilizado en diversas investi-
gaciones, rara vez se han empleado todos
los elementos (Rios-Cuesta, 2021). La ver-
sion reducida a datos, conclusion, garantia
y respaldo, considerada en este trabajo para
describir las argumentaciones abductivas,
inductivas, deductivas, deductivas por con-
traejemplo y por analogia, ha sido adopta-
da por autores como Arce y Conejo (2019),
Pedemonte y Reid (2011) o Soler-Alvarez y
Manrique (2014).

Los investigadores preocupados por
caracterizar la argumentacion abductiva
reconocen que esta tiene dos funciones di-
ferentes y que, dependiendo de esta, la es-
tructura de la argumentacion puede variar
(Papadaki et al., 2019). Cuando su funcion
es explicativa, la abduccion se utiliza para
razonar hacia atrds desde una conclusion
deseada hasta los datos necesarios para
deducirla. En cambio, cuando su funcidén
es exploratoria, se emplea para generar
una hipotesis, es decir, para descubrir algo
nuevo. Siguiendo el modelo de Toulmin,
cuando la abduccion se utiliza para explo-
rar, a partir de la observacion y organiza-
cion de casos particulares (datos) se deriva
una conjetura que acttia como conclusion
(Soler-Alvarez y Manrique, 2014) de for-
ma plausible (Pedemonte y Reid, 2011).
La garantia estd compuesta por patrones,
reglas, regularidades o propiedades que se
identifican en los datos (Soler-Alvarez y
Manrique, 2014) y estad respaldada por un
enunciado o teoria matematica de la cual
podria derivarse la garantia. El flujo de la
argumentacion es directo, desde los datos
observados hasta los posibles resultados, e
incluye calificativos modales para marcar
el valor epistémico de la inferencia (Papa-
daki et al., 2019). Si la abduccion se utili-
za para explicar, entonces a partir de una
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conclusion deseada, se propone una posi-
ble explicacion que la justifique a partir de
posibles datos, garantia y respaldo (Arce y
Conejo, 2019; Papadaki et al., 2019). En
este caso, el flujo de la argumentacion re-
trocede hacia la posible explicacion de la
conclusion (Papadaki et al., 2019).

En la argumentacion inductiva se
parte de una regla general o conjetura plan-
teada y se comprueba sobre ciertos casos
particulares para tratar de constatar si dicha
regla o conjetura es verdadera (Soler-Alva-
rez y Manrique, 2014). En el argumento que
surge en una argumentacion inductiva, los
datos corresponden a la proposicion (regla
o conjetura) formulada, la garantia est4 res-
paldada por la verificacion de dicha propo-
sicion mediante casos concretos, de la que
se deriva su aceptacion provisional como
verdadera, aunque es insuficiente para infe-
rir la validez de la conclusion (Soler-Alva-
rez y Manrique, 2014).

Aunque existen varias interpretacio-
nes en la literatura sobre la argumentacion
por analogia, para autores como Marraud
(2007) o Gascon (2020) en ese tipo de argu-
mentacion, un argumento (fuente) se trans-
fiere desde un campo a otro (argumento tér-
mino) que es analogo al anterior. Desde esta
perspectiva, se presenta un argumento simi-
lar a otro, en el sentido de que, si se acepta
aquel, entonces debe aceptarse el otro. Estos
dos argumentos se sostienen o sucumben en
conjunto porque comparten una garantia si-
milar; es decir, si se acepta la garantia de
uno entonces se deberia aceptar también
en el otro (Gascon, 2020). De acuerdo con
Marraud (2007), solo a partir del supuesto
de que el argumento fuente es aceptado por
la comunidad, puede interpretarse que el
enunciado “los campos argumentativos son
andlogos” certifica la aceptabilidad (respal-
do) del argumento término.
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En la argumentacion deductiva se
aplica una proposicion general conocida
(garantia) a unos datos dados para obte-
ner la conclusion (Molina et al., 2019). A
su vez, la garantia estd respaldada por una
teoria matematica que la hace valida. Las
argumentaciones deductivas se producen en
los procesos de demostracion de conjeturas,
siendo las Unicas que permiten validar el
conocimiento matematico, €l cual es irre-
futable a excepcion de que existan cambios
en el sistema axiomatico de partida (Arce y
Conejo, 2019).

El uso de contraejemplos se conside-
ra un tipo de argumentacion deductiva (In-
glis et al., 2007; Soler-Alvarez y Manrique,
2014). Los contraejemplos permiten gene-
rar nuevo conocimiento al ilustrar por qué
una conjetura matematica es falsa, lo cual
facilita la produccion de conjeturas mejora-
das (Komatsu y Jones, 2022). Siguiendo el
modelo de Toulmin, el dato del argumento
que surge se corresponde con el caso que
no se ajusta a la regla 3y: (P(y) A —~Q ()), la
garantia con la regla general Vx: (P (x) —
Q(x)), el respaldo con la equivalencia logica
Vx: (P (x) = O(x)) < —3y: (PO A =0 ()
y la conclusion corresponde al no cumpli-
miento de la regla general (Soler-Alvarez y
Manrique, 2014).

Para Knipping y Reid (2019), entre la
estructura global de la argumentacién (argu-
mento global) y el estado local de los pasos
en el proceso de argumentacion (argumen-
tos locales), segin el modelo de Toulmin, es
posible identificar un nivel intermedio (flujo
de la argumentacion) definido por las cone-
xiones entre los argumentos locales que per-
miten alcanzar la conclusion objetivo final.
En estas conexiones, se reconoce la posible
existencia de multiples datos y multiples
conclusiones, asi como que una misma de-
claracién pueda desempenar roles distintos
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(dato, conclusion, garantia) en diferentes pa-
sos de la argumentacion, de forma que una
afirmacion puede tener el estado de datos en
un momento concreto del flujo de argumen-
tacion, pero al mismo tiempo ser conclusion
de flujos de argumentacion anteriores.

Configuracion ontosemidtica

El EOS es un sistema tedrico que a
partir de presupuestos antropoldgicos y se-
miodticos sobre la naturaleza de las matema-
ticas proporciona herramientas para el ana-
lisis epistémico y cognitivo de la actividad
matematica (Godino et al., 2019).

Se considera practica matemdtica a
toda actuacion o expresion realizada por al-
guien para resolver problemas matematicos,
comunicar la solucion obtenida, validarla o
generalizarla a otros contextos (Godino et
al., 2019). En estas précticas intervienen
objetos matematicos primarios que se cla-
sifican segun su funcion y naturaleza en las
siguientes categorias: lenguajes (términos,
expresiones, notaciones y graficos) en sus
diversos registros (escrito, oral, gestual,
etc.), situaciones-problema (aplicaciones
extra-matematicas o intra-matematicas),
conceptos (introducidos mediante defini-
ciones), proposiciones (enunciados sobre
conceptos), procedimientos (algoritmos,
operaciones, técnicas de calculo) y argu-
mentos (enunciados usados para validar una
proposicion o respaldar un procedimiento)
(Godino et al., 2007).

Los objetos primarios pueden ser con-
siderados desde cinco dimensiones duales,
lo que lleva a la siguiente tipologia de obje-
tos secundarios (Godino et al., 2007):

. Ostensivos ~ (materiales,  percep-
tibles)-no  ostensivos  (abstractos,
ideales).
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. Extensivos  (particulares)-intensivos
(generales).

. Significantes (expresion)-significados
(contenido).

. Unitarios (objetos considerados como

un todo previamente conocido)-sisté-
micos (sistemas formados por distin-
tos componentes).

. Personales (relativos a sujetos indivi-
duales)-institucionales (compartidos
en una institucion).

Ademas de su “estructura” (los obje-
tos), la actividad matematica queda caracte-
rizada por su “funcionamiento” (cdmo inte-
ractiian los objetos), lo cual lleva a hablar de
procesos matematicos concediéndole una
perspectiva dindamica (Font et al., 2010).
Tanto los objetos primarios como los secun-
darios se pueden considerar desde la pers-
pectiva proceso-producto, lo cual permite
distinguir procesos matematicos primarios
(aquellos de los que emergen los

DOIL: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

embargo, desde una perspectiva sistémica,
un argumento como objeto secundario esta-
ria determinado por el sistema de practicas
(en las que intervienen otros objetos y pro-
cesos matematicos primarios), el cual actia
como ‘“conclusion mutuamente aceptable
acerca de la veracidad o falsedad de una
asercion” (Molina et al., 2019, p. 95). La ar-
gumentacion entonces desde esta perspec-
tiva sistémica (es decir, como proceso se-
cundario) puede implicar acciones propias
del quehacer matematico, como inducir,
proponer analogias, abducir propiedades
de hechos empiricos para la formulacion de
conjeturas, proveer pruebas deductivas de
hechos previamente conjeturados y comuni-
car los resultados (Molina y Samper, 2019).

El EOS interpreta el significado prag-
madtico de un objeto matematico (unitario o
sistémico) como sistema de practicas ope-
rativas y discursivas que se ponen en juego
ante laresolucion de situaciones-problemas

objetos primarios) y secundarios
(de los que surgen los objetos
secundarios). En consecuencia,
se tienen procesos primarios de
comunicacion, problematiza-
cion, definicion, enunciacidn,
algoritmizacion y argumenta-
cioén, y procesos secundarios de
materializacion-idealizacion,
particularizacién-generalizacion,
significacién-representacion,
descomposicion-reificacion 'y
personalizacidn-institucionaliza-
cion (Figura 1).

En particular, el argumento
como objeto primario emerge del
proceso (primario) de argumen-
tacion o secuencia de acciones

CONTENIDO PERSONAL

S,
S
54% Analitico
0

que da lugar a este discurso oral o

. . . Figura 1. Objetos y procesos matemadticos
escrito (Godino et al., 2019). Sin Fuente: extraido de Godino et al. (2020).
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en las cuales interviene dicho objeto, tan-
to por una persona (significado personal)
como por una institucién (significado insti-
tucional). Mientras que esta nocion de sig-
nificado permite un andlisis macroscopico
de la actividad matematica, la identifica-
cion de las configuraciones ontosemioticas
de practicas (personales o institucionales),
objetos y procesos garantiza un analisis
microscopico para anticipar dificultades y
reconocer errores, entendidos en el EOS
como conflictos semioticos; es decir, dis-
cordancias entre las practicas matematicas
que desarrolla la persona estudiante (sig-
nificado personal) y las establecidas como
adecuadas por la institucidon (significado
institucional) (Godino et al., 2019).

Metodologia

Se pretende contextualizar y mostrar
la utilidad de la articulacion del modelo de
Toulmin ampliado en el sentido de Knipping
y Reid (2019) y la configuracion ontosemio-
tica para analizar la actividad matematica
implicada en la demostracion. Con este ob-
jetivo, mediante un enfoque cualitativo des-
criptivo, se desarrolla un estudio de casos
con un grupo de 20 estudiantes de primer
curso universitario que compartian la asigna-
tura Matematica Discreta en una universidad
argentina (en el afo 2023). En esta asignatu-
ra, los y las estudiantes recibieron formacion
tedrico-practica sobre aspectos esenciales de
la 16gica proposicional, incluyendo la nocién
de proposicion, el uso de cuantificadores y de
simbolos logicos, la nocion de demostracion
y tipos de estrategias segin la forma logica
de su enunciado (generalizacion, existencial
y condicional). También sobre conjuntos nu-
méricos, en particular N y Z, el principio de
induccién matematica, las operaciones y re-
lacion de orden en N y sus propiedades, la
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relacion de divisibilidad en Z y sus propie-
dades, el algoritmo de la division entera y la
congruencia en Z.

La eleccion de esta asignatura se fun-
damenta en el papel de la demostracion y
las actividades asociadas, como la conjetu-
ra y la argumentacion, en el planteamiento
y desarrollo de la asignatura. De hecho, el
programa de la asignatura incluye objetivos
como “elaborar conjeturas y validarlas”,
“proponer demostraciones de proposiciones
matematicas”. La constante aplicacion de
estos conocimientos a lo largo de las uni-
dades de la asignatura permite explorar las
estrategias argumentativas que desarrollan
las personas estudiantes ante problemas que
buscan conjeturar y demostrar.

Para analizar la actividad matematica
desarrollada por las personas participantes
en la resolucion de los problemas aplica-
mos el andlisis de contenido (Cohen et al.,
2018) apoyado en los elementos del modelo
de Toulmin y el anélisis ontosemidtico del
EOS (Godino et al., 2019):

1)  Descomposicion de las respuestas es-
critas en unidades de analisis, determi-
nadas por practicas operativas o discur-
sivas elementales, en las que se puede
identificar una funcion e intencionalidad
en la actividad matematica analizada.

2)  Caracterizacion de los datos, conclu-
sion, garantia y respaldo en las practi-
cas demostrativas elementales.

3) Clasificacion del tipo de practica
demostrativa.

4)  Reconocimiento de los objetos y
procesos emergentes de las practicas
elementales.

En la Figura 2 presentamos los tres
problemas propuestos al estudiantado como
medio de evaluacion, que fueron acordados
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previamente con la docente de Matematica
Discreta. El problema 1 (preformacion) se
plante6 durante la primera clase de la asig-
natura; el problema 2, al finalizar la unidad
correspondiente al conjunto de los numeros
naturales y el problema 3, cuando acabaron
la asignatura.

Mientras que los problemas 1 y 3 in-
volucran actividades relacionadas con la
demostracién, como la busqueda de regu-
laridades en diferentes ejemplos, el plan-
teamiento de conjeturas y su validacion, el
problema 2 requiere de la demostracion de
una proposicion dada a priori, practica ha-
bitual en la educacion superior (Lew y Zaz-
kis, 2019). Los tres problemas persiguen la
puesta en juego de diversos objetos ma-
tematicos en el contexto de la asignatura:
conjunto de nimeros naturales, nimeros
naturales consecutivos, propiedades de las
operaciones en N, relacion de divisibilidad
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en N, conjunto de nimeros enteros, relacion
de divisibilidad en Z, propiedades de la di-
vision, resto de la division entera.

Resultados

En este apartado se describen los re-
sultados del analisis realizado a las respues-
tas de cada estudiante (E1, E2, ..., E20) a
los diferentes problemas. En primer lugar,
se mencionan cudles fueron los tipos de ar-
gumentaciones mas frecuentes y los errores
mas destacados. En segundo lugar, se selec-
cionaron respuestas representativas en cada
uno de los problemas para mostrar el anali-
sis detallado mediante el modelo de Toulmin
ampliado y la configuracion ontosemiotica:
se identificaron la estructura argumentativa
segun los datos, conclusion, garantia y res-
paldo y se reconocen los objetos y proce-
sos emergentes de las practicas elementales

Problema 1
En cada caso, justifica tu respuesta.

un multiplo de 3?
un multiplo de 5?

el resultado es multiplo de k?

Problema 2

Problema 3

En cada caso justifica tu respuesta.

a) ;(Cual es el resto de dividir 63 por 9?
b) ;Cual es el resto de dividir 132 por 9?
¢) (Cual es el resto de dividir 203 por 92

ponclusién.

a) Si se suman tres numeros naturales consecutivos cualesquiera, jel resultado es siempre
b) Si se suman cinco nimeros naturales consecutivos cualesquiera, ;el resultado es siempre

¢) (Cuando sera cierto que, si se suman k numeros naturales consecutivos cualesquiera,

Demuestra la siguiente proposicion ¥n € N: si n + 6 es multiplo de 9 entonces n es multiplo de 3.

d) Dado n un namero entero cualquiera, ;cuél es el resto de dividir n® por 9? Demuestra tu

Figura 2. Problemas

Fuente: Problema 1 extraido de Sessa (2005, p. 113). Problema 2 propuesto por la docente de la asignatura.
Problema 3 adaptado de Gonzalez-Gutiérrez (2004, p. 269).
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desarrolladas por los y las estudiantes. Nos
referimos a este analisis como andlisis on-
tosemiotico de la estructura argumentativa.

Analisis del problema 1

En las practicas matematicas que de-
sarrollaron las personas estudiantes para
responder a los tres items del problema 1,
se observan dificultades relacionadas, fun-
damentalmente, con el reconocimiento de
los elementos necesarios y suficientes para
elaborar una demostracion. Esto se evi-
dencia, por un lado, en el amplio uso de
argumentaciones que no logran validar las
proposiciones implicadas y, por otro, en la
propuesta de conjeturas sin argumentacion,
fundamentalmente en el item c).

De los 39 estudiantes que proporcio-
naron argumentacion a los items a) y b)
(solo uno no argumento su respuesta al item
a), 35 lo hicieron de forma no adecuada, ya
que no lograron demostrar las conjeturas
implicadas. Principalmente, recurrieron a
argumentaciones abductivas explicativas
(16 estudiantes) del tipo “esta afirmacion es
verdadera, porque 3 es un nimero primo”
(item a, E7), y argumentaciones inductivas
(15 estudiantes) como “‘si, porque ejemplo:
1+2+3=6;2+3+4=9;3+4+5=12,
etc.” (item a, E10). En menor medida, de-
sarrollaron argumentaciones abductivas ex-
ploratorias junto con inductivas en el item
a) (un estudiante, Figura 3), asi como analo-
gicas en el item b) (tres estudiantes, Figura
3). Por ultimo, solo cuatro estudiantes plan-
tearon argumentaciones adecuadas de tipo
deductivo, como E16 en el primer item:

Siempre que se sumen tres naturales
consecutivos, el resultado va a ser multiplo
de 3, pues a un nimero x le estamos agre-
gandox+1lyx+2,0oseax+(x+1)+(x+
2) = 3x + 3. En todos los casos el resultado
es multiplo de 3.
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En relacion con el item ¢), de las 18
personas participantes que respondieron,
nueve enunciaron conjeturas sin proporcio-
nar argumentacion. En algunos casos, estas
se apoyaron en los argumentos proporcio-
nados en a) y b). Por ejemplo, E13, que ha-
bia recurrido a una argumentacién abduc-
tiva explicativa para validar las conjeturas
emergentes en a) y b) (“si, siempre que se
sumen x cantidad de nimeros consecutivos
el resultado serd multiplo de x, siendo x un
nimero impar”), enuncid en c) “esto solo
sera cierto si k es un niamero impar”. Por
otro lado, ocho estudiantes emplearon ar-
gumentaciones abductivas exploratorias en
las cuales identificaron una regularidad en
uno o varios casos particulares (en algunos
incluyeron los ejemplos tomados en a y b,
Figura 6). Si bien este tipo de argumenta-
cioén ayudod a enunciar una conjetura, no fue
adecuada para demostrarla. Por ultimo, solo
un estudiante (E4) recurri6 a una argumen-
tacion deductiva en ¢) como ya habia hecho
en a) y b), si bien no tuvo éxito:

Siempre que k£ sea un numero impar,
porque si se suman k nimeros consecu-
tivos naturales (siempre que k sea im-
par), el resultado siempre sera: xk + (1+
todos los numeros naturales consecuti-
vos hasta k — 1), con x el primer numero
natural que tomemos en cuenta. Siempre
el resultado de xk y del paréntesis es un
multiplo de £.

En estas practicas, E4 se apoya impli-
citamente en que la suma de dos numeros
naturales multiplos de & es un multiplo de £.

En la Figura 3 se presenta la solucion
de E19 a los items a) y b), identificindose
el uso y la intencionalidad en las practicas
matematicas elementales.
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Practica elemental 1

Establecer la conjetura y mostrar
su validez (observable) en casos
particulares.

9)1'1 ResoLTADO DF 14 Surh DE Toes NUHEROS VATUPALLS
(CorLwiEry), SiEHPRE pa7n com Res/sia py yw toly PloDe
3. ESTo FS OBSERVADIF EN 125 S/6vi g TES ESEN Plos,

4 *H?:@ s ?f'fff:@ - Y45 rg:@
9+10+11=[37]

I AS Sver s/VAHEVTE | EL POP WE De Fsre FEnoMewe vole
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AVOTAR, Y E5 CoMSTANTE , E5 QVE FN LVALOUER SvMA DE
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e 3 9;;mm?!_n
DE 72

Practica elemental 2

Precisar la regularidad observada:

en la suma de tres niimeros naturales
consecutivos se suman dos multiplos de 3.

Practica elemental 3

Plantear una analogia con el argumento
propuesto en a) para argumentar una
nueva conjetura.

= o~ ¥ - ¢ Qe
L) vy <IMR o (4 REsoLdCi0h PEL PNTO D, FS O
PUED TEc| QUE SuMiyPy €/ MCO pMERyS\ MAT R LES

OVSECUT\ Vo5 § CnPPe DARY MVLTPLe PE 5. L3/
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Z+0t9+70 411 Z|J5]
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Figura 3. Practicas elementales e intencionalidad en la solucion de E19 al problema I a) y b)

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 4 se muestra el andlisis consecutivos dard como resultado un multi-

ID"BUN@ERIOUIDIUNE)SIAI [ « BIOUIIUN/ID DR BUN'SBISTAIIMMM ) « 5707 Toquuada(]-Arenue( ‘gz-1 *dd T *,N ‘6¢ '[OA VIDNAIDINN

ontosemiotico de la estructura argumenta-
tiva desarrollada por E19 en el apartado a)
del problema 1.

E19 considera cuatro casos particula-
res (proposiciones-datos P1, P2, P3, P4) que
involucran la suma de tres naturales conse-
cutivos y sus resultados, afirmando “y asi su-
cesivamente”. Con esta Ultima declaracion,
da cuenta de que la suma de tres naturales

plo de 3 (proposicion-conjetura P8). A conti-
nuacion, E19 reconoce que la comprobacion
en casos particulares no es suficiente para
argumentar la conjetura, al emplear califica-
tivos modales como “el porqué de este feno-
meno no lo s¢”. Como indican Inglis et al.
(2007), resulta fundamental prestar atencion
a los calificativos en las argumentaciones,
pues de otra manera solo se considerarian
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Conclusién
- — Conjetura P8: EL

El porqué de este fenémeno no lo s&, pero de que pasa es evidente resultado de la suma
de tres naturales

Particularizacidén-Materializacion

Datos
P1: 1+2+3=6

P2: 3+4+45=12
P3: 4+5+6=15

Generalizacion-ldealizacion

P4:9+10+11=30 [consecutivos]
I (cualquiera) siempre
['Lo tnico - = dara como resultado
Unitarizacién aus lsgo Garantia (implicita) un mitiplo de 3.
Significacién anotary P7: La suma de dos multiplos de
Enunciacién es 3 es maltiplo de 3.

constante )
es Argumentacién local/unitaria

. Respaldo
Garantia C2: multiplo

Dato I/ Conclusién
PS: En cualquier suma de tres [ T Aceptacion de PS5
naturales consecutivos hay si o si un Baricilarizacitn {"Garantia. como verdadera.
miiltiplo de 3 y los otros dos nimeros e B gl ! Laverificacién en un caso Generalizacion
R Materializacion i 7 i
al sumarlos da otro multiplo de 3. e e { particular asegura lavalidez }| |dealizacion
Significacion i
‘..de P5.
Argumentacion local/unitaria
g:?::::ros consecutivos fsapaldo
e P&: 3+4+5=12, con 3 y 4+5=9 multiplos de 3.
C2: maltiplo

Figura 4. Andlisis ontosemiotico de la estructura argumentativa de E19. Problema 1 a).

Argumentaciones: Abductiva exploratoria — Inductiva

Fuente: elaboracion propia.

argumentos con conclusiones absolutas. E19
lleva a cabo procesos de particularizacion y
materializacion en el sentido conclusion (P8)
- datos (P1, P2, P3, P4), y de generalizacion
e idealizacion en el sentido inverso. La unita-
rizacion y significacion de los datos (P1, P2,
P3,P4)llevan a E19 a enunciar la regularidad
P5. Por un lado, esta regularidad actia como
garantia de la argumentacion abductiva ex-
ploratoria que viene desarrollando E19, que
junto con P7 (garantia implicita), permitirian
el paso de los datos a la conclusion objetivo
P8 (conjetura). Estas garantias vienen respal-
dadas por las definiciones de los conceptos
implicados: nuimeros consecutivos (Cl) y
multiplo (C2) (procesos de argumentacion
local). Por otro lado, P5 actia como dato de
la argumentacion inductiva que E19 utiliza
a continuacion, al comprobar P5 en un caso
particular (respaldo P6).

Observemos que, a diferencia de la ar-
gumentacion abductiva exploratoria, aqui la
particularizacion y materializacion se produce

en el sentido dato (P5)-respaldo (P6), y la ge-
neralizacion que lleva a aceptar P5 como ver-
dadera, en el sentido respaldo-conclusion.

Como se refleja en la Figura 5, para ar-
gumentar la conjetura emergente en la solu-
cion al item b) (Figura 3), E19 se basa en el
argumento proporcionado en a), por lo que,
en la estructura argumentativa implicada, po-
demos observar la presencia de dos mega-ar-
gumentos: el fuente y el término. Aunque la
validez del argumento fuente proporcionado
por E19 en el item a) (Figura 3) alin estd en
discusion (Gascon, 2020), para E19, este ar-
gumento constituye una nueva entidad unita-
ria que actia como un conocimiento disponi-
ble (proceso de unitarizacidon) en este nuevo
paso. E19 debe reconocer (idealizacion, sig-
nificacion) que el dominio del argumento tér-
mino es andlogo al dominio del argumento
fuente, en el sentido de reconocer la estructu-
ra matematica comun que permita considerar
que en ambos valen las mismas relaciones
(Marraud, 2007).
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Asi, mediante la propuesta de tres
casos particulares que involucran la suma
de cinco consecutivos y sus resultados
(P9, P10, P11), E19 afirma que “también
se da esa constante del punto anterior,
pero ahora siendo multiplo de 5”. Con
esta afirmacion, refiere a la proposicion
P12, que junto con la garantia implicita
P13, permitirian llegar a la conclusién
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En el item c) (Figura 6), E19 asegura
que “a base de pruebas” la proposicion im-
plicada solo es cierta con numeros impares
(proposicion-conjetura P23). Esto sugiere que
la observacion y el andlisis de los casos par-
ticulares que propone (“como los ejemplos
del punto a y b”, P15, P18, P19) (datos), le
permitieron hallar regularidades (garantias) y
enunciar P23 (proposicion-conclusion) (argu-

P14 (conjetura). mentacion abductiva exploratoria, Figura 7).

Argumento fuente

Datos Conclusion
P1: 1+2+3=6 Conjetura P8: El

: - resultado de la suma
zg i:g::;:g I de tres naturales
P4: 9+10+11=30 [consecutivos]

P7: La suma de dos mdltiplos (cualquiera) siempre

de 3 es multiplo de 3. dard como resultado
| un multiplo de 3.

Garantia
P5: En cualquier suma de tres Respn'ld? =
naturales consecutivos hay si o siun C2: multiplo

multiplo de 3y los otros dos nimeros
al sumarlos da otro multiplo de 3.

Unitarizacion
Respaldo
C1: nimeros consecutivos

Garantia (implicita) ‘

C2: multiplo

Respaldo
Los campos
argumentativos
son analogos

Argumento término

Conclusién

Particularizacion-Materializacion

Datos Z Conjetura P14:

PO: 1+2+3+4+5=1 P

P10: 243 G5 Muy similar a la resolucion del punto a | | L@ Suma de cinco Mdeilizacidin
: es que puedo decir que numeros naturales ; :

Srrieher=2h consecutivos Sgiensin

P11:

Generalizacion-ldealizacion siempre dara
l multiplo de 5.

Garantia (implicita)
P13: La suma de dos multiplos
de 5 es miultiplo de 5.

7+8+9+10+11=45

Unitarizacién
Significacion
Enunciacion

| I Argumentacion local/unitaria

Garantia Respaldo
P12: En cualquier suma de cinco c2. %
naturales consecutivos hay si o si un

multiplo de § y los otros cuatro
numeros al sumarlos da otro
ultiplo de 5.

I Argumentacion local/unitaria
Respaldo C1;C2.

Figura 5. Andlisis ontosemiotico de la estructura argumentativa de E19. Problema 1 b).

Argumentacion analogica
Fuente: elaboracion propia.
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Practica elemental 1
Enunciar la conjetura a partir de la
exploracion

C)TEwiEwby Er ¢y EuTh BE Surne I vuMEReS IATVPALE!
WNSEc/Tiveos ;€7 PES yerhby SER UM MULTiPlo DE K.

ESn EXPRecom, a0 FISC DE FRVZBAS, FOPAA PECIE DUE

Sote £ ciEpry cov MYNEROS [MTPAFES ,(OK0 05 ESFAPLX
pEL P03y b E.D

A2 E-? SUPAR 2 NYAERps (OV5E CVT/VOS, Mo DA Yy Ple
DF 2

Practica elemental 2
Mostrar ejemplos que avalen la
conjetura

1424344 :f?@?-‘iﬁ"t?’ ¥ MVHERYDs  LOVSE uﬁ‘m}'/ My oA
Hulri Ple De (vpATEZ,

Z1247+YF5STE6+ F :-'?wM:,-?‘ FNOHMERD CotSCCuTi™
PA wmyiTiPle DE Z

Y 2SI EN efa caso.

Figura 6. Prdcticas elementales e intencionalidad en 119 al problema I c)
Fuente: elaboracion propia.

Datos
P1: 142+3=6 Particularizacién-Materializacién
P2: 3+4+5=12 . e
P3: 4454615 / Generalizacion-ldealizacion
P4:9+10+11=30 | T
P9: 142+3+4+5=15 | Significacion-idealizacién }
P10: 3+4+5+6+7=25 Garantia Garantia
P11: 748+9+10+11=45 P8: La suma de tres naturales P17: La cantidad de
P15: 142+3+4+5+6+7=28 consecutivos es multiplo de 3. sumandos 3, 5y 7 son
| P14: La suma de cinco naturales numeros impares. Conclusién
: - consecutivos es multiplo de 5. Argumentacion ] Conjetura P23: La
Unitarizacidn P16: La suma de siete naturales local/unitaria suma de k naturales
Significacion consecutivos es multiplo de 7. Respaldo consacutivos .
Enunciacién C3: ndmeros miultiplo de k solo si
IArgumantacibn lecallunitaria impares. k es impar.
| Respaldo. C1; C2. |
Generalizacion-ldealizacion
Datos ,( Particularizacidon-Materializacion
P18: 1+2=3
P19: 14243+4=10 / 1
L—’ Significacion Garantia
- Garantia Idealizacién | P22:Lacantidad de
Unitarizacién P20: La suma de dos naturales sumandos 2y 4 son
Significacion consecutivos no es multiplo de 2. ndmeros pares.
Enunciacién P21: La suma de cuatro naturales A b b
\conuculhfos no es multiplo de 4. ] FpUmAMACion ocatumitaria
Respaldo
I Argumentacién local/unitaria C4: ndmeros pares.
Respaldo. C1; C2.

Figura 7. Analisis ontosemiotico de la estructura argumentativa de E19. Problema 1 c).

Argumentacion abductiva exploratoria
Fuente: elaboracion propia.
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Como podemos observar en la Figu-
ra 7, E19 recurre a dos conjuntos de datos
en su argumentacion. Por un lado, reconoce
que si la cantidad de sumandos consecuti-
vos es 3, 5 o 7; es decir, nimeros impares
(proposicion-garantia P17), el resultado de
la suma es multiplo de 3, 5 o 7 respectiva-
mente (proposiciones-garantias P8, P14,
P16), utilizando las conjeturas emergentes
en a) y b) como conocimientos disponibles
(proceso de unitarizacion). Esto le permitio
conjeturar que “la suma de k naturales con-
secutivos es multiplo de & si k es impar ”.

Por otro lado, si se suman 2 0 4 nime-
ros consecutivos (numeros pares, garantia
P22) no se cumple que la suma sea multiplo
de 2 o 4, respectivamente (garantias P20,
P21). Esto le permite concluir que “la suma
de k naturales consecutivos es multiplo de
k solo si k es impar”. Por ultimo, con su ul-
tima afirmacion “y asi en cada caso”, E19
muestra su conviccion sobre la conjetura,
aceptando que seguird valiendo en cual-
quier caso que se considere.

El andlisis de las practicas de E19
muestra sus dificultades para desarrollar
una demostracion. E19 genera conjeturas
(afirmaciones matematicas sobre las cua-
les se necesita una accion adicional para su
aceptacion o rechazo, Stylianides, 2008),
en estas muestra convencimiento, a pesar
de que no las valida de manera general; se
sustenta en garantias que involucran regula-
ridades observadas en casos particulares o
en la comprobacion de dichas regularidades
en otros casos.

Analisis del problema 2

De las 18 personas participantes que
respondieron, nueve desarrollaron argu-
mentaciones apropiadas de tipo deducti-
vo, mientras que siete propusieron argu-
mentaciones inadecuadas, en su mayoria
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deductivas (seis estudiantes), si bien se ma-
nifestaron argumentaciones inductivas (un
estudiante). Por ultimo, dos participantes no
proporcionaron argumentacion.

Los nueve participantes que plantea-
ron argumentaciones deductivas correctas
aplicaron definiciones y propiedades de
manera adecuada para garantizar la validez
general de la proposicion dada a priori, tal
como se muestra en la Figura 7 con las préc-
ticas de E4. En la actividad matematica de
las seis personas estudiantes restantes que
propusieron argumentaciones deductivas,
se observan dificultades asociadas funda-
mentalmente a los procesos de idealizacion,
significacion y representacion. Por un lado,
aplicaron de manera inadecuada propieda-
des tanto logicas (contrarreciproco) como
aritméticas (propiedad asociativa) (cinco
estudiantes). Por otro lado, evidenciamos el
uso del mismo literal para valores paramé-
tricos distintos, con la intencidén de indicar
la relacion “multiplo de” (tres estudiantes,
de quienes dos hicieron un uso inadecuado
de propiedades). Por ejemplo, E15 parte de
la suposicion n + 6 = 9k (n + 6 es multiplo
de 9) y después obtiene n = 3k (n es multiplo
de 3). Reciprocamente, E5 parte de la ex-
presion n = 3k" y obtiene n + 6 = 9k’.

Por ultimo, el o la estudiante que em-
pled una argumentacion inductiva inade-
cuada verificd la proposicion en un caso
particular “le damos el valor de 3 al n y lle-
gamos a que 3 + 6 es multiplo de 9, y 3 es
multiplo de 3”, y los dos estudiantes que no
proporcionaron argumentacion, se limitaron
a traducir al lenguaje simbolico la proposi-
cion a demostrar. En particular, E10, al no
poder avanzar en la argumentacion de “n +
6 =9k — n =3k”, expresd de manera ade-
cuada el contrarreciproco de la misma “n #
3k — n + 6 # 9k”, aunque tampoco logrd
argumentarlo.
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En la Figura 8 presentamos la solu-
cion de E4 al problema 2. A continuacion,
en la Figura 9, incluimos el andlisis ontose-
miodtico de la estructura argumentativa glo-
bal de su demostracion.

E4 aplica la definicion de multiplo
para reescribir de manera simbolica la pro-
posicion dada, al recurrir al simbolo “—”
para representar la estructura del condicional
“si... entonces” (procesos de representacion
y materializacion). E4 reconoce la hipdtesis
(“supongo n + 6 =9k, con k € Z”) y la tesis
(“‘quiero probar que n = 3k", con k" € Z”) de
la proposicion reescrita, si bien no es del todo
adecuada, dado que al igual que k depende de
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n, k” depende de k. Para comenzar su demos-
tracion, reconoce el caracter intensivo del na-
tural, tomando un # concreto, pero arbitrario,
que satisface la hipotesis (P1).

Las practicas que siguen constituyen
una cadena de afirmaciones matematicas,
donde cada una se deduce de la precedente
sobre bases 16gicas y matematicas (Knipping
y Reid, 2019). De este modo, algunas afir-
maciones en su demostracion desempeiian
dos roles: como dato y como conclusion (P35,
P11). En esta secuencia de declaraciones, ob-
servamos el desarrollo de un calculo sintac-
tico hasta llegar a la tesis que E4 se propuso
demostrar (proposicion-conclusion P11).

Practica elemental 1

Expresar en lenguaje simbolico la proposicion dada. Reconocer la hipotesis y la tesis.

Yn W 5 nsbo e mjltpl de G eatonces n # m&ltplo de3
N16=Q = nzdy  ©n kk'€Z) yu dor (b moltih)

00 n 1{:50 paco cebitaco
SU?M%O n16=0k (a €]
q0Q. n=dk' cor W EZ

Practica elemental 2
Deducir a partir de la expresion de n+6 como multiplo de 9, la de » como multiplo de 3.

ntb= G .

J Ty
D n=01-6  mbo m omb
n: 3.3 - 2) Saca_foctoy ©mi 2

D h: 3.Y C(on V=%-2 , V€]

Practica elemental 3
Generalizar el resultado de la practica elemental 2 a todo natural.

[LI)GQD po T & 16 tenempns Qe W £IN: n16:=Q% = nz b
| o T
; (00 & k' €L

Figura 8. Prdcticas elementales e intencionalidad en la solucion de E4 al problema 2
Fuente: elaboracion propia.
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‘ Idealizacion -Calculo sintactico l
Dato Dato Dato
P1:.Sealn fijo pero Conclusién Conclusién
afb|trar’|o: talquen + P5: Sea n fijo pero P11: [Sea n fijo pero
6 es miltiplo de 9. Se arbitrario tal que 7t + 6 ,r’ f arbitrario: sin + 6 = 9k

tienen + 6 = 9k con
keET

es multiplo de 9. conk € Z] existe k' € Z tal
n=9k —6,conke il quen = 3k’

Descomposicion

N i Descomposicion
Significacién

Particularizacién Significacién

Garantia
P2:va,b,c€Z:a+b=c—a=c—b

Particularizacion

Garantia Va,b,c,q, k € Z:
Pé:ak-beZ

P7:c = gxaxk — bxq = ¢ = gx(ak — b)

Argumentacion local/unitaria I

l Argumentacion local/unitaria

Respaldo
P3: Elemento neutro de la sumaen Z

P4:Inversode lasumaenZ

Respaldo

P8: Propiedad distributivaen

P9: Ley de cierre del producto en &
P10: Leydecierredelarestaen E

Generalizacion

Unitarizacién

Garantia
P12: Teorema de la deduccién
P13: Introduccién del generalizador

Conclusién
P14:Yn € N,sin+ 6 =9k conk €
Z - [3k' € L) n=3k'

Smniﬂcacn’:n] Representacion

P15: Si n + 6 es multiplo de 9
entonces n es multiplo de 3

Figura 9. Andlisis ontosemiotico de la estructura argumentativa de E4. Problema 2.

Argumentacion deductiva
Fuente: elaboracion propia.

La descomposicion y la significacion
posibilitan un tratamiento sistémico de los
datos para su interpretacion, y la particula-
rizacion permite aplicar propiedades de las
operaciones en Z (proposiciones-garantias
P2, P6, P7) en casos concretos (PS5, P11).
Las garantias vienen respaldadas por pro-
posiciones dadas a priori (P3, P4, P§, P9,
P10) (procesos de argumentacion local). En
lo que sigue, E4 emplea dos reglas 16gicas:
el teorema de la deduccion (TD) que permi-
te inferir p — ¢ a partir de suponer p y obte-
ner g (con p y g proposiciones cualesquiera)
(P12) y la introduccioén del generalizador
(IG), que admite concluir la validez de una
proposicion para cualquier elemento, una
vez se muestra su validez en un elemento
concreto arbitrario (P13). Mediante el uso

de estas reglas, asegura la validez de la pro-
posicion Vn € N: n + 6 = 9k —[3k" € Z]
n =3k" (P14) (procesos de generalizacion).
Asi, E4 reconoce la proposicion demostrada
como una nueva entidad unitaria (proceso
de unitarizacion).

Por ultimo, de manera implicita, se
deduce la validez de la proposicion dada
en el enunciado (P15), mediante la aplica-
cion particular del concepto de multiplo y
de significar al simbolo — (procesos de
significacion).

Analisis del problema 3

Trece estudiantes resolvieron el
problema 3 (los siete restantes no se en-
contraban presentes). Los primeros items
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perseguian ayudar al estudiante a formular
una conjetura sobre los posibles restos de
dividir »* por 9. Centramos la atencion, por
tanto, en si lograron formular una conjetura
valida y demostrarla (apartado d). Seis es-
tudiantes conjeturaron de manera adecuada
y emplearon argumentaciones deductivas
para demostrar sus conjeturas, como es el
caso de E2 (figuras 10 y 12). Otros seis es-
tudiantes desarrollaron argumentaciones
inadecuadas de tipo abductivo exploratorio
(cuatro estudiantes) y deductivo (dos estu-
diantes). Finalmente, un estudiante respon-
di6 solo a los items a), b) y ¢).

En relacion con las argumentaciones
abductivas exploratorias desarrolladas en
este problema, por un lado, E18 y E20 con-
jeturaron “el resto de dividir »#° por 9, con n
€ Z,puede ser 0, 1 u8”y “el resto de dividir
n?* por 9 es 0 si n es divisible por 3, es 1 si
n es un multiplo de 3 mas 1, y es 8 si n es
un multiplo de 3 mas 2”, respectivamente, a
partir de la observacion de los casos particu-
lares de los items a), b) y ¢).

Por otro lado, E6, ademas de la obser-
vacion de los ejemplos en los tres primeros
items, propuso otros que involucran desde
el entero 3 hasta el entero 12 antes de plan-
tear su conjetura “pareciera que los restos
seran 0, 1 u 8”. Por ultimo, E3 recurri6 tam-
bién a una argumentacion abductiva explo-
ratoria, pero que podriamos denominar in-
completa, pues, desarrollo ideas intuitivas
a partir del andlisis de diversos ejemplos
(casos 2, 3, 4, 5), pero no lleg6 a declarar
una conjetura. Cuando E3 descubrié que el
resto de dividir 5 por 9 coincidia con el
resto de dividir 2° por 9, no sigui6é explo-
rando otros ejemplos, sino que finalizé su
resolucion. E3 podria haber reconocido la
regularidad, pero no la declaro.

Los dos estudiantes restantes que
elaboraron argumentaciones no adecuadas
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elaboraron conjeturas de manera incorrecta
y recurrieron a argumentaciones deductivas
para demostrarlas. E8 planted una argumen-
tacion deductiva para validar la propiedad
“en todos los casos, los restos de n® en la
division por 9 son 0, 1, 4 y 7”. En su préacti-
ca, observamos dificultades asociadas a los
procesos de célculo sintactico que desarro-
116 al elevar al cubo los naturales de la forma
9k mas los restos posibles en la division por
9. Por ejemplo, consider6 las expresiones
(9% + 2)° y 729K + 486k* + 108k +4 como
equivalentes, o las expresiones (9% + 4)° y
729k + 972k* + 432k +16; le llevo a obtener
en todos los casos posibles los restos 0, 1,
4y 7. Por su parte, E11 expres6 el nimero
entero de partida a partir de su division por
3, n=3q +r, y mediante una argumentacion
deductiva concluy6 »n® = 9k + 1. Sin embar-
go, considero restos mayores o iguales a 3
en la division por 3, lo que le llevo a obtener
de manera inapropiada los restos mayores
que 9 en la division de »® por 9. Expreso,
por ejemplo: “r =3, n* = 9%k +27” o “r = 4,
n* =9k +64”.

A continuacidén, mostramos la solu-
cion de E2. Dada la longitud de su produc-
cioén, la presentamos fragmentada en dos
partes: Figura 10 y Figura 12, al identificar
las practicas elementales y la intencionali-
dad de estas. En las figuras 11 y 13 se mues-
tra el analisis ontosemiotico de la estructura
argumentativa implicada en las figuras 10 y
12, respectivamente.

Para llegar a concluir que “los restos
[de dividir #* por 9] varian entre 0, 1 y 8”
(P14 en la Figura 10), E2 utiliza dos conjun-
tos de datos: por una parte, P1: 6°=216=9
x24+0,P2:13°=2197=9x244+1yP3:
20° = 8000 = 9 x 888 + 8, enunciadas como
parte de su resolucion de los apartados a), b)
y ¢), respectivamente. Por otra, P9 estable-
ce que los restos de dividir #* por 9 son los
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Practica elemental
1

Relacionar los restos
de dividir un nimero
por 9 y de dividir su
cubo por 9

Practica elemental

Conjeturar a partir
de la practica
elemental 1y

el teorema de la
division entera sobre
los posibles restos al
dividir el cubo de un
numero por 9

D
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Figura 10. Practicas elementales e intencionalidad en la primera parte de la solucion de
E2 al problema 3 d)

Fuente: elaboracion propia.
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mismos de dividir n por 9, elevados al cubo.
Es importante destacar que, aunque los restos
posibles de dividir cualquier nimero 7 entre
m siempre varian entre 0 y m — 1, E2 necesita
convencerse de ello, por lo que recurre a una
argumentacion deductiva para demostrarlo.
El flujo de la argumentacion abducti-
va exploratoria que va de P1, P2, P3 a P14
es directo, implicando procesos de generali-
zacion e idealizacion. E2 debe dotar de sig-
nificado a los componentes en los datos P1,
P2 y P3 para enunciar (como parte de la re-
solucion de a), b) y c¢) respectivamente) las
garantias (propiedades que se identifican en
los datos, Soler-Alvarez y Manrique, 2014):

P4: El resto [de dividir 6° por 9] es 0.
P5: El resto [de dividir 13° por 9] es 1.
P6: El resto [de dividir 20° por 9] es 8.

DOI: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

Reciprocamente, los procesos de par-
ticularizacion y materializacion en el senti-
do conclusion-datos permitirian considerar
P1, P2 y P3 como tres casos particulares de
la proposicion P14.

Por otro lado, la proposicion P9 cum-
ple un doble rol en la argumentacioén deduc-
tiva, ya que, ademas de actuar como dato en
el argumento que llega a P14, es la conclu-
sion en el argumento previo. En efecto, E2
declara todos los restos posibles de dividir
n por 9 (dato P7) y mediante la proposicion
P8 (garantia) que (implicitamente) aplica
de manera particular, concluye P9, que lo
lleva a calcular el cubo de todos los restos
posibles de dividir n por 9. Sin embargo,
al observar los resultados, reconoce que
no cumplen con la condicion del resto que

Datos

/ Particularizacién-Materializacién Generalizacién-Idealizacion

P1: 6°=216=9%24+0

c1

Respaldo
[ Propiedades de la multiplicaciénen Z

} Garantia

P2:137 =2197=9x 244 +1 |
P3:20° =8000=9x888+8 Garantia

T P4: El resto de dividir 6° por 9 es 0. P5: El resto de dividir

E i . 2
Significacion 13? por 9 es 1. P6: Elresto de dividir 20 polr_g es 8. ]
Enunclacién “Argumentacmn local/unitaria
Respaldo.
C1: Divisién entera. C2: Resto de la division entera. Conclusién
P14: Los
restos de
Baio / / Dato / dividir n® por
; Conclusion 9 varian entre
:?‘_d_l‘os 'e;los df P9: Los restos de dividir 0,1y 8.
g‘r; ;;:grﬁ ?sgn r= n? por 9 son los mismos
{0.1.2.3.4.5.6.7. ) — restos de dividir n por 9 Descomposicion Particulari-
Descomposicion Particulari elevados al cubo Significacion zacién
Significacion zacion I
Idealizacion- 1 Garantia

Garantia ignificacio I

P8:Sin=9 +r conk.r €L Va Signiticacion P12: Los restos de dividir n? por

existe k' € T conn® =9k + 73 Refutacién 9 cumplenque 0 <r <9

P10: Estos restos no P13:Sin=9k +r.conr =9y
Argumentacion local/unitaria I I cumplenque0 =7 <9 r=9%'+r,con0<sr'<9

Argumentacion\ entoncesn = 9(k + k') +r’
local/unitaria

I Argumentacion |
P11: Teorema de local/unitaria"Respaldo
ivisi6 : c1, c2; P11

la division entera

Figura 11. Andlisis ontosemiotico de la estructura argumentativa en la primera parte de la
solucion de E2. Argumentaciones: abductiva exploratoria (prdcticas elementales previas) -

deductiva (practicas elementales 1y 2)
Fuente: elaboracion propia.
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establece el teorema de la division entera buscando posibles explicaciones (datos)
(ver refutacion P10 de la conclusion P9 en que permitan derivarla (argumentacioén ab-
la Figura 10). Asi, a partir de P9, mediante ductiva explicativa).

las garantias P12 y P13 (implicita), E2 divi- En los datos (conjeturas emergentes
de los resultados previos por 9, para obtener en este tipo de argumentacion), E2 refiere
como Unicos restos posibles 0, 1 u 8 (P14). a tres relaciones entre los restos de dividir

En las practicas que siguen (Figu- n por 3 y los de dividir »* por 9 (P16, P18,
ra 12), E2 descompone la conclusion P14, P20), cuyas garantias (P15, P17, P19) se

Pract'lca elemental 3 Qoosmios onclfe Gue  toatGufor NONERO CLEVATD ML WD QvE &5
Relacionar la expresion | ofvfofoo Qow A, sc pueden eoce?ePe Pelar CoORTAY i 5 00
v ZE5TCE De DAV ILIE
3 g 5
de n yn® seglin los .®=2.g40 LB q-g .Paqrs w néaveo qoe 2, e D
restos al dividirlos por d0=3-q'vo’ 2Kz3eq b7 >323-g42} 2 eotves penfeces (On i)
2 Y <% eredaTIDS AL tweo AL
3 Yy por 9 S »urcw'\‘)? ©,1,2 Moy bae (o :
fesToY be Q(0,1.5)vetfeonvad
Practica elemental 4 \=1¢q +0
Obtener la expresionde |
. - B = b
n® cuando n tiene resto | © lfzf-i.*f )
0 al dividirlo por 3 3= (2q¥s 360+ 32 ol
1 ?
\"-I): J.T?C‘{ A0 +0 a0
\ 2 L2 -fT' |
=9 qac ( (i‘—_ B> ‘1.'&2’ [ee Let ve (Su=ee b (wo> ~7)
a i ; 2 VR
Practica elemental 5 023
Obtener la expresionde |
. O, | = \
n® cuando n tiene resto | V7 =4
1 al dividirlo por 3 e (e 2V | e 2 (2ep)e 12 4 2
= Lol =Wl - .
] + 9 (JL. 3
0= q (([ + _-.rl" AR
AR A (?’-_,rg_'_ g Lg pE i ¢ A
i T i LONN )1
Practica elemental 6 02 g2
Obtener la expresion de ‘ -
n’ cuando 7 tiene resto Wz (agea)
2 al dividirlo por 3 0= Cag\y 2(3q) 12 + (2 2
| 1 T
Os 2%q7 > 1 e2gr +2¢ > ¢
Wiz 9 {-':.‘_ > 1§ * \‘
N'z Q. +% ti L;"'J'. &r?+zr q Le e L
€

Figura 12. Practicas elementales e intencionalidad en la segunda parte de la solucion de
E2 al problema 3 d)

Fuente: elaboracion propia.
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basan en lo expuesto por E2 en su solucion
“los restos de dividir un ntimero por 3 tiene
3 restos posibles (0, 1, 2), y si elevamos al
cubo al 0, 1, 2 nos dan los restos de 9 (0, 1,
8) respectivamente”. Mediante la unitariza-
cién en el sentido datos- conclusion, se re-
conoceria P14 como una nueva entidad uni-
taria. Finalmente, E2 emplea un calificativo
modal que muestra su falta de conviccion
en la validez de estas explicaciones “;esto
sera verdad?”.
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Si bien inicialmente observamos di-
ficultades en las practicas de E2 al repre-
sentar las proposiciones P16, P18 y P20
(practica elemental 3 en Figura 12), en las
argumentaciones deductivas que propone a
continuacion (practicas elementales 4, 5y 6
en Figura 12), lo hace de manera adecuada.
En cada una de estas tres argumentaciones,
E2 desarrolla célculos sintacticos a partir
de los datos iniciales (proposiciones P21,
P26 y P28) hasta obtener las conclusiones

Conclusién
P14: Los restos de dividirn®
por 9varian entre 0,1y 8.

Descomposicion

Unitarizacién

Garantia

P15:Si elresto de dividir un
nimero por 3 es 0, al elevarlo —
al cubo, obtengo el resto de

dividir n® por 9, es decir, 0

Garantia ™
P17: Si el resto de dividir un
numero por 3 es 1, al elevarlo
al cubo, obtengo el resto de
dividir n® por 9 , es decir, 1

Garantia
P13: Si elresto de dividir un
nimero por 3es 2, al elevarlo
al cubo, obtengo el resto de
dividir n* por 9, es decir, 8

| ¢Esto serd verdad?

Dato

Dato

Conclusién

Conclusién

Conjetura emergente P16:
[WVneZ]Sin=3q+0[cong €
Z) - [3¢ € ] n*=9q' + 0°

Conjetura emergente P18:

Unitarizacion
Generalizacion

Dato

Conclusién

Conjetura emergente P20:
[\_mEZ]'SIn=33+1[,coan [vneZISin=23q+2[cong €
Z] =3¢ € Z] n*=9¢" + 1° T - [3g' € T] n3=9q" + 23

Unitarizacién
Generalizacién

Unitarizacidn
Generalizacion

P27: [Sea n fijo pero

Dato Dato
Conclusién Conclusién
P25: [Sea n fijo pero
arbitrario]: si n=3g+0,
con g € Z existe q' € Z tal :
que n*=9¢'+0 tal que n’=9¢" +1
!

arbitrario]: sin = 3g + 1,
con gEZ existe g €L

Dato

Conclusién

P29: [Sea n fljo pero
arbitraric]: sin=3q + 2,
con qEL existe ¢ €Z
talque n*=9q¢' +8

I Particularizacion Panicularizaciénf
; Garantia b ¥ .
Particularizacion P22:VabcE® a=h—at =ht Idealizacion
Idealizacién P23:¥a,h,c € T: (a+bh)* =a* +3a’b + 3ab® + H* Célculo sintactico
Céleulo sintactico Za \P24:Va,b,c € T:axbyc = aX{b¥c),conbxc €L
Descomposicion
Significacion
Respaldo ;
Propiedades de lasumay productoenZ | Descomposicion
Clausura del producto en Z Significacion

P26: [Sea n fijo pero arbitrario

n*=27¢*+27¢° + 99 +1,

Dato Dato

P21: [Sea n fijo pero

arbitrario tal que] tal gue]

n = 3q + 0, entonces n = 3q + 1, entonces
n®=27¢"+0

[con g € E] [con g € F)

Dato

P28: [Sea n fijo pero arbitrario
tal que] n = 3g + 2, entonces
n® =27¢% + 162q° + 72q + 8,
[con g € E)

Figura 13. Analisis ontosemiotico de la estructura argumentativa en la segunda parte de la
solucion de E2. Problema 3. Argumentaciones: abductiva explicativa (practica elemental
3) - deductiva (prdcticas elementales 4, 5 y 6)

Fuente: elaboracion propia.
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(proposiciones P25, P27 y P29, respectiva-
mente). Cada una de las afirmaciones que
se derivan a partir de los datos iniciales,
actian como conclusion del dato previo,
y como dato para la conclusion siguiente.
Mediante la descomposicion y significa-
cion, E2 interpreta los datos recurriendo a
propiedades generales de las operaciones
con nimeros enteros que aplica de manera
particular (garantias P22, P23 y P24 en la
Figura 13). Finalmente, debe reconocer el
caracter general de las proposiciones, al pa-
sar del “entero fijo pero arbitrario” a “cual-
quier entero” en las conjeturas halladas P16,
P18 y P20, para asegurar la validez de estas,
y por tanto, concluir P14 como una nueva
entidad unitaria (implicito).

Discusion y conclusiones

Comprender coémo el estudiantado
progresa en actividades relacionadas con
la demostracion como elaborar conjeturas,
determinar la veracidad o falsedad de una
proposicion y justificar la respuesta, demos-
trar una proposicion dada, entre otras, resul-
ta esencial para integrar con éxito este tipo
de practicas en los procesos de ensefianza
y aprendizaje (Lew y Zazkis, 2019). En
este trabajo, se propuso mostrar la utilidad
de emplear de manera articulada el mode-
lo de Toulmin ampliado (Knipping y Reid,
2019) y la configuraciéon ontosemidtica del
EOS (Godino et al., 2019) para analizar,
mediante un estudio de casos, la actividad
argumentativa desarrollada por estudiantes
de primer curso de una universidad argenti-
na conforme avanzan en su formacion. Para
ello, propusimos tres problemas que involu-
cran la demostracion, en diferentes momen-
tos durante el desarrollo de la asignatura
Matematica Discreta en el afio 2023.

DOIL: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

En el primer problema (preformacion),
la alta frecuencia de argumentaciones basa-
das en la corroboracion en casos particulares
(argumentaciones inductivas), en el hallazgo
de regularidades a partir del analisis de casos
particulares (abductivas exploratorias) o en la
propuesta de posibles explicaciones (abducti-
vas explicativas) pone en evidencia las limita-
ciones del alumnado para validar proposicio-
nes matematicas de manera general.

El andlisis realizado a una solucion
concreta (E19) posibilité un estudio por-
menorizado de las practicas matematicas
implicadas en algunos de estos tipos de ar-
gumentaciones y, en consecuencia, de las
mencionadas limitaciones (Figura 4). En
particular, la identificacion de relaciones
entre los elementos involucrados en las es-
tructuras argumentativas ayudé a reconocer
el origen de las dificultades del estudiantado
en la propia naturaleza de dichas estructu-
ras. Por ejemplo, la garantia en una argu-
mentacion inductiva queda respaldada por
la comprobacién en casos particulares, a la
cual se llega mediante procesos de particu-
larizacion y materializacion a partir de los
datos (proposicion general). En el proceso
de generalizacion e idealizacion que se pro-
duce desde la garantia hacia la conclusion
(aceptacion de la proposicion como verda-
dera), se observa la falta de comprension de
los elementos necesarios y suficientes para
construir una demostracion de una proposi-
cion. Esta carencia también se evidencia en
las argumentaciones abductivas explorato-
rias en las cuales, mediante la unitarizacion
y significaciéon de los datos (casos parti-
culares) se identifica una regularidad (ga-
rantia) que permite plantear una conjetura
(conclusion). En estas, los procesos de par-
ticularizacion y materializacion en el sen-
tido conclusion-datos permiten considerar
casos particulares de la conjetura, y los de
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generalizacion e idealizacion en el sentido
inverso, enunciar y aceptar dicha conjetura.

Asi, el analisis realizado explica, en
términos de procesos, tanto las conexiones
entre los elementos datos, garantia, respal-
do, conclusion, como la dificultad segun,
por ejemplo, si la garantia se basa en la
comprobacion o en la identificacion de re-
gularidades en casos particulares.

En los problemas 2 y 3, las personas
estudiantes emplearon de forma mayorita-
ria argumentaciones deductivas. Los andlisis
efectuados a la actividad matematica desa-
rrollada en las soluciones escogidas (E4, E2)
permitieron llevar a cabo un estudio detallado
de sus practicas y comprender, en particular,
el funcionamiento del tipo de argumentacion
que rige las demostraciones (figuras 9, 13). En
estas, a diferencia de otras argumentaciones
como inductivas o abductivas exploratorias,
se plantearon procesos de descomposicion y
significacion en el sentido dato (proposicion
particular) —garantia (proposicion general) o
de particularizacion en la direccion garantia—;
dato del siguiente argumento. También identi-
ficamos procesos de calculo sintactico e idea-
lizacion desde los datos hacia la conclusion
o de generalizacion y unitarizacion desde el
ultimo dato hacia la conclusion objetivo final
(proposicion emergente).

Estas relaciones permiten identificar
nuevos tipos de dificultades, por ejemplo, las
relacionadas con el desarrollo de un célculo
sintactico, a los procesos de significacion en
el uso incorrecto de propiedades verdaderas,
a los de generalizacion en la formulacion de
propiedades falsas, entre otras.

El tipo de andlisis que mostramos en
este trabajo evidencia la potencialidad de
la articulacion de las dos herramientas teo-
ricas. El uso del modelo de Toulmin am-
pliado nos permitid esquematizar diversas
posibilidades que ocurren usualmente en las
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argumentaciones que proponen los estudian-
tes, y que muchas veces permanecen ocultas
en sus practicas. Por ejemplo, el uso de va-
rios conjuntos de datos, la interpretacion de
una misma declaracion como elemento con
distinta funcionalidad en dos pasos distintos
de una argumentacion, la conduccidén a mas
de una conclusion, etc. Esto facilita la dispo-
sicion de distintos argumentos en un mismo
esquema y revela las relaciones entre estos.
Ademas, el andlisis de objetos (la estructura)
y los procesos (la funcionalidad) realizado
sobre estas estructuras argumentativas nos
permitié alcanzar una vision microscopica
de la actividad matematica implicada en las
argumentaciones y demostraciones propues-
tas, al lograr una mayor comprension de sus
logros y dificultades (Godino et al., 2016) in-
cluso después de haber recibido formacion.
Asi, los esquemas desarrollados en este tra-
bajo constituyen una concrecion de la inte-
gracion del modelo de Toulmin con la confi-
guracion ontosemiotica del EOS.
Investigaciones previas han analizado
la actividad argumentativa desarrollada por
estudiantes al combinar los objetos del EOS
con el modelo reducido de Toulmin (Molina
etal., 2019) o con los esquemas de argumen-
tacion (empirico, analitico, factico y simboli-
co) (Morales-Ramirez et al., 2021). Por otro
lado, Arce y Conejo (2019) han articulado el
modelo reducido de Toulmin con los esque-
mas de prueba (conviccidn externa, empirico,
analitico). Con nuestro trabajo, complemen-
tamos estos estudios integrando el modelo de
Toulmin ampliado con la configuracion de
objetos y procesos del EOS para analizar la
actividad argumentativa (epistémica o cogni-
tiva). El uso en conjunto de estas herramien-
tas posibilita una comprension mas profunda
del funcionamiento de los distintos tipos de
argumentaciones, el cual centra la atencion
en las conexiones entre los elementos del
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modelo de Toulmin (datos, garantia, respaldo
y conclusion) segun los procesos del EOS.
A su vez, permite explicar el origen de las
dificultades que enfrenta el estudiantado con
la demostracion, en términos de la propia na-
turaleza, uso y significado de las estructuras
argumentativas implicadas.

De cara a futuras investigaciones, se-
ria interesante refinar las relaciones halla-
das, investigando si la mirada de los proce-
sos en los flujos de argumentacidon permite
una nueva forma para categorizar/clasificar
tipos de argumentaciones, asi como profun-
dizar en las posibilidades de articulacion de
nuestra propuesta con otros esquemas de
demostracioén o argumentacion.

Ademas, seria conveniente ampliar el
rango de practicas demostrativas, asi como
el contexto en que estas se desarrollen (no
solo con personas estudiantes universitarias).
Pensamos que disponer de esta informacion
podria ayudar en el disefio de acciones for-
mativas para mejorar la ensefianza y apren-
dizaje de la demostracion atendiendo a las
necesidades especificas de cada estudiante.

Consentimiento informado

Las personas participantes fueron in-
formadas de la finalidad de la investigacion
y dieron su consentimiento.

Conflicto de intereses

Las personas autoras declaran no te-
ner algun conflicto de interés.

Declaracion de la contribucion
de las personas autoras

Todas las personas autoras afirmamos
que se leyo y aprobo la version final de este
articulo.

DOIL: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

Los roles de las personas autoras se-
gun CRediT fue: B. M.: recopilacion y ana-
lisis de datos; redaccion del borrador ori-
ginal. M. B.: andlisis de datos; revision del
borrador original; validacion.

El porcentaje total de contribucion de
este articulo fue el siguiente: B. M. 50 % y
M. B. 50 %.

Declaracion de disponibilidad
de los datos

Los datos que respaldan los resultados
de este estudio seran puestos a disposicion
por el autor correspondiente [B. M.], previa
solicitud razonable.

Preprint

Una version preprint de este articu-
lo fue depositada en: https://zenodo.org/
doi/10.5281/zenodo.13338328

Referencias

Alfaro-Carvajal, C. y Fonseca-Castro, J. (2024).
Specialized Knowledge of Prospective Ma-
thematics Teachers on the Concept of Mathe-
matical Proof. Uniciencia 38(1), 1-16. https://
doi.org/10.15359/ru.38-1.5

Arce, M. y Conejo, L. (2019). Razonamientos y
esquemas de prueba evidenciados por estu-
diantes para maestro: relaciones con el cono-
cimiento matematico. En J. M. Marban, M.
Arce, A. Maroto, J. M. Mufioz y A. Alsina
(Eds.), Investigacion en educacion matema-
tica XXIII (pp. 163-172). SEIEM. https://
funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/ra-
zonamientos-y-esquemas-de-prueba-eviden-
ciados-por-estudiantes-para-maestro-relacio-
nes-con-el-conocimiento-matematico/

Cohen, L., Manion, L. y Morrison, K. (2018). Re-
search methods in education. Routledge. ht-
tps://doi.org/10.4324/9781315456539

Bettina Milanesio « Maria Burgos

137

ID"BUN@RDUIDIUNE)SIA -] « IOUSDIUN/ID DR BUN'SRISTAIMMM ) » 5707 Toquiadaq-Arenue( “gz-1 *dd T " N ‘6¢ ‘[OA VIDONAIDIN


https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia?subject=
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=
https://zenodo.org/doi/10.5281/zenodo.13338328
https://zenodo.org/doi/10.5281/zenodo.13338328
https://doi.org/10.15359/ru.38-1.5
https://doi.org/10.15359/ru.38-1.5
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/razonamientos-y-esquemas-de-prueba-evidenciados-por-estudiantes-para-maestro-relaciones-con-el-conocimiento-matematico/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/razonamientos-y-esquemas-de-prueba-evidenciados-por-estudiantes-para-maestro-relaciones-con-el-conocimiento-matematico/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/razonamientos-y-esquemas-de-prueba-evidenciados-por-estudiantes-para-maestro-relaciones-con-el-conocimiento-matematico/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/razonamientos-y-esquemas-de-prueba-evidenciados-por-estudiantes-para-maestro-relaciones-con-el-conocimiento-matematico/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/razonamientos-y-esquemas-de-prueba-evidenciados-por-estudiantes-para-maestro-relaciones-con-el-conocimiento-matematico/
https://doi.org/10.4324/9781315456539
https://doi.org/10.4324/9781315456539

Font, V.,Planas,N.yGodino,J.D.(2010). Modelopara
el analisis didactico en educacion matemati-
ca. Infancia y Aprendizaje, 33(1), 89-105. ht-
tps://doi.org/10.1174/021037010790317243

Gascon, J. A. (2020). How to argue with coherence.
An International Journal for Theory, History
and Foundations of Science, 35(3), 327-344.
https://doi.org/10.1387/theoria.20435

Godino, J. D. Batanero, C. y Font, V. (2007). The
onto-semiotic approach to research in mathe-
matics education. ZDM, 39(1-2), 127-135. ht-
tps://doi.org/10.1007/s11858-006-0004-1

Godino, J. D., Batanero, C. y Font, V. (2019). The
ontosemiotic approach: Implications for the
prescriptive character of didactics. For the
Learning of Mathematics, 39(1), 38-43. ht-
tps://www.jstor.org/stable/26742011

Godino, J. D., Batanero, C. y Font, V. (2020). El en-
foque ontosemiodtico: Implicaciones sobre el
caracter prescriptivo de la didactica. Revista
Chilena de Educacion Matemadtica, 12(2),
3-15. https://doi.org/10.46219/rechiem.
v12i2.25

Godino, J. D., Wihelmi, M. R., Blanco, T. F., Contre-
ras, A. y Giacomone, B. (2016). Analisis de
la actividad matematica mediante dos herra-
mientas tedricas: registros de representacion
semiodtica y configuracion ontosemiotica.
AIEM, 10,91-110. https://doi.org/10.35763/
aiem.v0i110.144

Gonzalez-Gutiérrez, F. (2004). Apuntes de Matema-
tica Discreta. Universidad de Cadiz. https://
www.didacticamultimedia.com/registro/ma-
tematica/7/documentos/algoritmodivision.
pdf

Hernindez-Suarez, C. A., Prada-Nufiez, R., Para-
da-Carrillo, D. A. y Pumarejo-Garcia, L. D.
(2020). La comprension de las demostra-
ciones matematicas. Un estudio de revision.
Eco Matematico, 11(2), 100-110. https://doi.
org/10.22463/17948231.3201

Inglis, M., Mejia-Ramos, J. P. y Simpson, A. (2007).
Modelling mathematical argumentation: The
importance of qualification. Educational Stu-
dies in Mathematics, 66, 3-21. https://doi.
org/10.1007/s10649-006-9059-8

Knipping, C. y Reid, D. A. (2019). Argumentation
analysis for early career researchers. En G.
Kaiser y N. Presmeg (Eds.), Compendium
for early career researchers in mathematics
education (pp. 3-31). Springer. https://doi.
org/10.1007/978-3-030-15636-7 1

DOIL: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

Komatsu, K. y Jones, K. (2022). Generating mathema-
tical knowledge in the classroom through proof,
refutation, and abductive reasoning. Educatio-
nal Studies in Mathematics, 109(3), 567-591.
https://doi.org/10.1007/s10649-021-10086-5

Lew, K. y Mejia Ramos, J. P. (2019). Linguistic
conventions of mathematical proof wri-
ting at the undergraduate level: Mathema-
ticians’ and students’ perspectives. Journal
for Research in Mathematics Education,
50(2), 121-155. https://doi.org/10.5951/
jresematheduc.50.2.0121

Lew, K. y Zazkis, D. (2019). Undergraduate ma-
thematics students’ at-home exploration of
a prove-or-disprove task. Journal of Mathe-
matical Behavior, 54, 100674. https://doi.or-
g/10.1016/j.jmathb.2018.09.003

Lockwood, E., Caughman, J. S. y Weber, K. (2020).
An essay on proof, conviction, and explana-
tion: multiple representation systems in com-
binatorics. Educational Studies in Mathema-
tics, 103(2), 173-189. https://doi.org/10.1007/
$10649-020-09933-8

Markiewicz, M. E., Etchegaray, S. y Milanesio, B.
(2021). Analisis ontosemiotico de procesos
de validacion en estudiantes del ultimo afio de
la escuela secundaria. Revista Iberoamerica-
na de Educacion Matematica, 17(62), 1-21.
https://revistaunion.org.fespm.es/index.php/
UNION/article/view/232

Marraud, H. (2007). La analogia como transferencia
argumentativa. Revista de Teoria, Historia y
Fundamentos de la Ciencia, 22(2), 167-188.
https://doi.org/10.1387/theoria.466

Milanesio, B. y Markiewicz, M. E. (2024). La
complejidad ontosemidtica de demostra-
ciones matematicas que se proponen en la
entrada a la universidad. Revista De Educa-
cion Matematica, 39(1), 29-56. https://doi.
org/10.33044/revem.44897

Molina, O., Camargo, L., Vargas, C., Samper, C. y
Perry, P. (2024). Una propuesta para la for-
macion de profesores de matematicas: el
caso de la argumentacion matematica. RIME,
1(1), 151-185.  https://doi.org/10.32735/
S2810-7187202400013356

Molina, O., Font, V. y Pino-Fan, L. (2019). Estructu-
ra y dinamica de argumentos analogicos, ab-
ductivos y deductivos: un curso de geometria
del espacio como contexto de reflexion. Ense-
fianza de las Ciencias, 37(1), 93-116. https://
doi.org/10.5565/rev/ensciencias.2484

Bettina Milanesio « Maria Burgos

138

I BUN@ERIOUIDIUNEISIAI [ « BIOUIIUN/ID DR BUN'SBISTAIIMMM ) « 5707 Toquuada(]-Arenue( ‘gz-1 *dd T N ‘6€ '[0A VIDNAIDINN


https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia?subject=
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=
https://doi.org/10.1174/021037010790317243
https://doi.org/10.1174/021037010790317243
https://doi.org/10.1387/theoria.20435
https://doi.org/10.1007/s11858-006-0004-1
https://doi.org/10.1007/s11858-006-0004-1
https://www.jstor.org/stable/26742011
https://www.jstor.org/stable/26742011
https://doi.org/10.46219/rechiem.v12i2.25
https://doi.org/10.46219/rechiem.v12i2.25
https://doi.org/10.35763/aiem.v0i10.144
https://doi.org/10.35763/aiem.v0i10.144
https://www.didacticamultimedia.com/registro/matematica/7/documentos/algoritmodivision.pdf
https://www.didacticamultimedia.com/registro/matematica/7/documentos/algoritmodivision.pdf
https://www.didacticamultimedia.com/registro/matematica/7/documentos/algoritmodivision.pdf
https://www.didacticamultimedia.com/registro/matematica/7/documentos/algoritmodivision.pdf
https://doi.org/10.22463/17948231.3201
https://doi.org/10.22463/17948231.3201
https://doi.org/10.1007/s10649-006-9059-8
https://doi.org/10.1007/s10649-006-9059-8
https://doi.org/10.1007/978-3-030-15636-7_1
https://doi.org/10.1007/978-3-030-15636-7_1
https://doi.org/10.1007/s10649-021-10086-5
https://doi.org/10.5951/jresematheduc.50.2.0121
https://doi.org/10.5951/jresematheduc.50.2.0121
https://doi.org/10.1016/j.jmathb.2018.09.003
https://doi.org/10.1016/j.jmathb.2018.09.003
https://doi.org/10.1007/s10649-020-09933-8
https://doi.org/10.1007/s10649-020-09933-8
https://revistaunion.org.fespm.es/index.php/UNION/article/view/232
https://revistaunion.org.fespm.es/index.php/UNION/article/view/232
https://doi.org/10.1387/theoria.466
https://doi.org/10.33044/revem.44897
https://doi.org/10.33044/revem.44897
https://doi.org/10.32735/S2810-7187202400013356
https://doi.org/10.32735/S2810-7187202400013356
https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.2484
https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.2484

Molina, O. y Samper, C. (2019). Tipos de proble-
mas que provocan la generacion de argu-
mentos inductivos, abductivos y deducti-
vos. Bolema, 33(63), 109-134. https://doi.
org/10.1590/1980-4415v33n63a06

Morales-Ramirez, G., Rubio-Goycochea, N. y
Larios-Osorio, V. (2021). Tipificacion de
argumentos producidos por las practicas
matematicas de alumnos del nivel me-
dio en ambientes de geometria dinami-
ca. Bolema, 35(70), 664-689. https://doi.
org/10.1590/1980-4415v35n70a06

Nagel, K., Schyma, S., Cardona, A. y Reiss, K.
(2018). Analisis de la argumentaciéon mate-
matica de estudiantes de primer afo. Pen-
samiento Educativo, 55(1), 1-12. https://doi.
org/10.7764/PEL.55.1.2018.10

Papadaki, C., Reid, D. y Knipping, C. (2019). Ab-
duction in argumentation: Two representa-
tions that reveal its different functions. En T.
Jankvist, M. Heuvel-Panhuizen y M. Veldhuis
(Eds.), Eleventh congress of the european so-
ciety for research in mathematics education
(pp. 310-317). Utrecht University. https://hal.
science/hal-02398497v1

Pedemonte, B. y Reid, D. (2011). The role of abduc-
tion in proving processes. Educational Stu-
dies in Mathematics, 76, 281-303. https://doi.
org/10.1007/s10649-010-9275-0

Reuter, F. (2023). Explorative mathematical ar-
gumentation: A theoretical framework for
identifying and analyzing argumentation pro-
cesses in early mathematics learning. Educa-
tional Studies in Mathematics, 112, 415-435.
https://doi.org/10.1007/s10649-022-10199-5

Rios-Cuesta, W. (2021). Argumentacion en educa-
cién matematica: elementos para el disefio de
estudios desde la revision bibliografica. Ama-
zonia Investiga, 10(41), 96-105. https://doi.
org/10.34069/A1/2021.41.05.9

Sessa, C. (2005). Iniciacion al estudio didactico del dlge-
bra.Librosdelzorzal.https://delzorzal.com/libro/
iniciacion-al-estudio-didactico-del-algebra/

DOIL: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

Soler-Alvarez, M. y Manrique, V. (2014). El proceso
de descubrimiento en la clase de matemati-
cas: los razonamientos abductivo, inducti-
vo y deductivo. Enserianza de las Ciencias,
32(2), 191-219. https://doi.org/10.5565/rev/
ensciencias.1026

Sommerhof, D. y Ufer, S. (2019). Acceptance cri-
teria for validating mathematical proofs used
by school students, university students, and
mathematicians in the context of teaching.
ZDM, 51, 717-730. https://doi.org/10.1007/
s11858-019-01039-7

Staples, M. y Conner, A. (2022). Introduction: Con-
ceptualizing argumentation, justification,
and proof in mathematics education. En K.
Bieda, A. Conner, K. Kosko y M. Staples
(Eds.), Conceptions and consequences of
mathematical argumentation, justification,
and proof (pp. 1-10). Springer. https://doi.
org/10.1007/978-3-030-80008-6

Stylianides, G. J. (2008). An analytic framework of
reasoning-and-proving. For the Learning of
Mathematics, 28(1), 9-16. https://www.jstor.
org/stable/40248592

Stylianides, A. J., Komatsu, K., Weber, K. y Stylia-
nides, G. J. (2022). Teaching and learning
authentic mathematics: The case of proving.
En M. Danesi (Ed.), Handbook of cognitive
mathematics (pp. 727-761). Springer. https://
doi.org/10.1007/978-3-030-44982-7 9-1

Stylianides, G. J., Stylianides, A. J. y Weber, K.
(2017). Research on the teaching and learning
of proof: Taking stock and moving forward.
En J. Cai (Ed.), Compendium for research in
mathematics education (pp. 237-266). Na-
tional Council of Teachers of Mathematics.
https://sites.math.rutgers.edu/~jpmejia/files/
Stylianides Weber (Compedium).pdf

Toulmin, S. (2003). The Uses of Arguments. Cambri-
dge University Press. https://doi.org/10.1017/
CB09780511840005

Andlisis de la demostracion mediante dos herramientas: el modelo de Toulmin y la configu-
racion ontosemiotica (Bettina Milanesio « Maria Burgos) Uniciencia is protected
by Attribution-NonCommercial-NoDerivs 3.0 Unported (CC BY-NC-ND 3.0)

Bettina Milanesio « Maria Burgos

139

I BUN@ERIOUIDIUNEISIAI [ « BIOUIIUN/ID DR BUN'SBISTAIIMMM ) « 5707 Toquuada(]-Arenue( ‘gz-1 *dd T N ‘6€ '[0A VIDNAIDINN


https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia?subject=
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=
https://doi.org/10.1590/1980-4415v33n63a06
https://doi.org/10.1590/1980-4415v33n63a06
https://doi.org/10.1590/1980-4415v35n70a06
https://doi.org/10.1590/1980-4415v35n70a06
https://doi.org/10.7764/PEL.55.1.2018.10
https://doi.org/10.7764/PEL.55.1.2018.10
https://hal.science/hal-02398497v1
https://hal.science/hal-02398497v1
https://doi.org/10.1007/s10649-022-10199-5
https://doi.org/10.34069/AI/2021.41.05.9
https://doi.org/10.34069/AI/2021.41.05.9
https://delzorzal.com/libro/iniciacion-al-estudio-didactico-del-algebra/
https://delzorzal.com/libro/iniciacion-al-estudio-didactico-del-algebra/
https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.1026
https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.1026
https://doi.org/10.1007/s11858-019-01039-7
https://doi.org/10.1007/s11858-019-01039-7
https://doi.org/10.1007/978-3-030-80008-6
https://doi.org/10.1007/978-3-030-80008-6
https://www.jstor.org/stable/40248592
https://www.jstor.org/stable/40248592
https://doi.org/10.1007/978-3-030-44982-7_9-1
https://doi.org/10.1007/978-3-030-44982-7_9-1
https://sites.math.rutgers.edu/~jpmejia/files/Stylianides_Weber_(Compedium).pdf
https://sites.math.rutgers.edu/~jpmejia/files/Stylianides_Weber_(Compedium).pdf
https://doi.org/10.1017/CBO9780511840005
https://doi.org/10.1017/CBO9780511840005
https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en

	Análisis de la demostración mediante dos herramientas: el modelo de Toulmin y la configuración ontos
	Introducción
	Fundamentación teórica
	Figura 1. Objetos y procesos matemáticos

	Metodología
	Figura 2. Problemas

	Resultados
	Figura 3. Prácticas elementales e intencionalidad en la solución de E19 al problema 1 a) y b)
	Figura 4. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa de E19. Problema 1 a). Argumentacion
	Figura 5. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa de E19. Problema 1 b). Argumentación
	Figura 6. Prácticas elementales e intencionalidad en la solución de E19 al problema 1 c)
	Figura 7. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa de E19. Problema 1 c). Argumentación
	Figura 8. Prácticas elementales e intencionalidad en la solución de E4 al problema 2
	Figura 9. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa de E4. Problema 2. Argumentación ded
	Figura 10. Prácticas elementales e intencionalidad en la primera parte de la solución de E2 al probl
	Figura 11. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa en la primera parte de la solución 
	Figura 12. Prácticas elementales e intencionalidad en la segunda parte de la solución de E2 al probl
	Figura 13. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa en la segunda parte de la solución 

	Discusión y conclusiones
	Consentimiento informado
	Conflicto de intereses
	Declaración de la contribución de las personas autoras
	Declaración de disponibilidad de los datos
	Preprint
	Referencias


	Button 3: 
	Página 1: 

	Button 4: 
	Página 1: 



