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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo general analizar, clasificar e interpretar los errores algebraicos que presenta 
un grupo de 38 estudiantes matriculados en el curso Matemática General de la Universidad Nacional en 
Costa Rica, que se oferta a diversas carreras. En este estudio, que constituye una réplica de investigación, 
empleamos un cuestionario centrado en el uso de las letras con diferentes significados, desde etiquetas a 
variables. Se desarrolló desde el enfoque cuantitativo durante el periodo 2018-2019. Como resultado del 
análisis se ha detectado que los errores más frecuentes en las respuestas de los ítems responden al uso 
de la letra como incógnita de valor específico, letra como número generalizado o en el manejo de la letra 
como variable.

Palabras clave: Errores; dificultades; tareas algebraicas; uso de letras; estudiantes universitarios; álgebra, 
educación superior; educación matemática.

Abstract

This investigation has as general objective to analyze, classify and interpret the algebraic errors presented 
by a group of 38 students enrolled in the General Mathematics course of Universidad Nacional in Costa Rica, 
which is offered to different majors. In this study, that constitutes a research replica, we use a questionnaire 
focused on the use of letters with different meanings, from labels to variables. It was developed from the 
quantitative approach during the 2018-2019 period. As a result of the analysis, it has been detected that 
the most frequent errors in the answers of the items respond to the use of the letters as unknown specific 
value, letter as generalized number, or in the use of the letter as variable.

Keywords: Errors; difficulties; algebraic tasks; use of letters; university students; algebra; higher 
education, Mathematics education.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo geral analisar, classificar e interpretar os erros algébricos apresentados 
por um grupo de 38 estudantes matriculados no curso de Matemática Geral oferecido a várias carreiras 
da Universidade Nacional da Costa Rica. Neste estudo, que constitui uma réplica da pesquisa, utilizamos 
um questionário focado no uso de letras com significados diferentes, desde rótulos até variáveis. Foi 
desenvolvido a partir do enfoque quantitativo durante o período 2018-2019. Como resultado da análise, 
detectou-se que os erros mais frequentes nas respostas dos itens respondem ao uso da letra como incógnita 
de um valor específico, letra como um número generalizado ou no manejo da letra como uma variável.

Palavras-chave: Erros; dificuldades; tarefas algébricas; uso de letras; estudantes universitários; álgebra, 
ensino superior; educação matemática.

Introducción

Los estudios acerca del aprendizaje, 
la comprensión o los errores que evidencian 
los estudiantes en su formación universita-
ria son objeto de indagación sistemática en 
la educación matemática (Camacho-Ma-
chín, Alfonso, Socas & Depool, 2014; Sa-
glam & Dost, 2016; Stravou, 2014). Al 
concretar el contenido matemático en el ál-
gebra, las investigaciones también son fre-
cuentes (Adu-Gyamfi, Bossé, & Chandler, 
2015; García, Segovia, & Lupiáñez, 2014). 
La investigación también ha constatado que 
gran parte de las dificultades de estudiantes 
de niveles superiores para resolver tareas al-
gebraicas puede provenir de un apego muy 
sólido a habilidades puramente aritméticas 
(García, Segovia y Lupiáñez, 2014; Ursi-
ni, Escareño, Montes y Trigueros, 2005), 
al aprendizaje desarrollado en el álgebra 
escolar en los niveles básicos (Ursini y Tri-
gueros, 2006) e, incluso, a creencias fuerte-
mente asentadas sobre ese contenido mate-
mático (Schlöglmann, 2011). Los estudios 
con niveles específicos o parcelas del álge-
bra concretas son muy numerosos.

Godino, Castro, Aké y Wilhelmi 
(2012) mencionan que una de las dificul-
tades del álgebra es la forma en la que se 

introduce la aritmética y la matemática ele-
mental en los primeros años de formación, ya 
que las competencias algebraicas de carácter 
simbólico son el resultado de un proceso de 
maduración. Socas (1997) destaca aspectos 
relevantes en torno a las dificultades, obstá-
culos y errores que presentan el alumnado en 
la construcción del álgebra escolar.

Vega, Molina y Castro (2012) describen 
una investigación realizada con estudiantes 
de 16 a 18 años, cuyo objetivo fue analizar el 
sentido estructural que ponen de manifiesto 
al trabajar con expresiones algebraicas. En su 
estudio, destacan las dificultades de este gru-
po de estudiantes cuando resuelven tareas que 
involucran igualdades notables.

Por otro lado, Pochulu (2009) anali-
za los patrones de error que presentan estu-
diantes que inician estudios universitarios, 
y el provecho que se pueden obtener de esos 
errores como instrumento de motivación y 
como punto de partida para exploraciones 
matemáticas creativas de los alumnos.

Ursini y Trigueros (2006) estudian 
si la comprensión del concepto de variable 
mejora cuando los estudiantes cursan ma-
temáticas avanzadas. Estas autoras cons-
tatan que el concepto de variable es difícil 
para los alumnos de distintas edades, y que 
en los diversos niveles educativos tienen 
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dificultades para comprender los usos y as-
pectos que lo caracterizan. Concluyen que 
los estudiantes usan con mayor flexibilidad 
estos aspectos conforme avanzan en los 
cursos de matemáticas, aunque señalan que 
su pensamiento algebraico no se desarrolla 
como se esperaría.

Escalante y Cuesta (2012) realizan un 
estudio con estudiantes universitarios, con el 
objetivo de analizar las dificultades en la com-
prensión del concepto de variable, cuando re-
suelven problemas, donde se establece una re-
lación del lenguaje algebraico con el lenguaje 
geométrico, el natural y el aritmético.

García, Segovia y Lupiáñez (2014) 
investigan los errores más comunes que 
los alumnos de primer semestre de univer-
sidad presentan al operar con los distintos 
significados que pueden tener las letras en 
álgebra. Con base en los resultados obte-
nidos, establecen la clasificación de los 
estudiantes dentro de alguna de las cua-
tro categorías de entendimiento en el uso 
y significado de las letras en álgebra que 
propone Küchemann (1980).

García (2016) estudia, analiza y ca-
racteriza los errores en los que incurren los 
estudiantes al resolver tareas algebraicas 
con el fin de proponer un conjunto de suge-
rencias dirigidas a implementar estrategias 
de enseñanza del álgebra. Este estudio se 
toma como referencia principal para la pre-
sente investigación.

En este artículo presentamos un estu-
dio centrado en el proceso de enseñanza y 
aprendizaje del álgebra a nivel universita-
rio. Específicamente se realiza un análisis 
como un primer acercamiento en el abor-
daje del álgebra, tomando como base la 
aplicación del instrumento The Concepts 
in Secondary Mathematics and Science 
Project (CSMS), el cual fue diseñado por 
Küchemann (1980) para caracterizar la 

forma de interpretación de los símbolos li-
terales en el tema de álgebra y fue concre-
tado y aplicado por García (2016).

El problema de investigación que 
abordaremos tiene como objetivo general 
analizar, clasificar e interpretar los erro-
res algebraicos que presenta un grupo de 
estudiantes del curso Matemática General 
de la Universidad Nacional en Costa Rica. 
De este, se desprenden los siguientes ob-
jetivos específicos:

1. Identificar, organizar y caracterizar los 
errores que presenta un grupo de estu-
diantes del curso Matemática General, 
cuando resuelven tareas algebraicas, a 
partir del instrumento de García (2016).

2. Clasificar a los estudiantes según dife-
rentes niveles de entendimiento en el 
manejo de las letras.

3. Analizar la dificultad de los ítems del 
cuestionario en términos de los signifi-
cados de las letras.

La selección del curso Matemática 
General se debe a diversos criterios: este es 
introductorio y requisito para cursos avan-
zados, lo cual nos permite conocer el nivel 
del estudiante al ingresar a la educación su-
perior. Según Castillo, Gamboa e Hidalgo 
(2018), el porcentaje de aprobación de di-
cho curso es relativamente bajo, así como 
los porcentajes de deserción y reprobación 
que también son preocupantes. En este con-
texto, es importante reflexionar por qué se 
dan estos resultados en el curso, lo que nos 
lleva a cuestionar el aprendizaje que los 
estudiantes traen desde secundaria en el ál-
gebra, pues se considera su base. Además, 
también resulta importante analizar si los 
estudiantes poseen las habilidades y destre-
zas matemáticas necesarias para el desarro-
llo completo de su formación universitaria.
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Aunado a lo anterior, Castillo-Sán-
chez, Gamboa-Araya e Hidalgo-Mora (2020) 
agregan que uno de los motivos para la re-
probación en dicho curso es la deficiencia en 
conocimientos previos, así mismo aseguran 
que uno de los factores para la reprobación 
es el bajo rendimiento académico en el pri-
mer examen parcial, en este se evalúa el tema 
de algebra y vuelve a salir como factor de la 
reprobación la deficiencia en conocimientos 
previos. Por otra parte, Zamora-Araya (2020) 
realiza un estudio en un contexto muy simi-
lar, la educación secundaria, en el cual obtie-
ne que la confianza en sí mismos, al aprender 
matemática, incide en el rendimiento acadé-
mico de los estudiantes.

Esta investigación forma parte de un 
estudio más amplio (Bolaños, 2019), que 
replica en este contexto costarricense el tra-
bajo de García (2016), realizado con estu-
diantes universitarios mexicanos.

Marco teórico

Dado el propósito de este trabajo de 
analizar, clasificar e interpretar los errores 
algebraicos que presenta un grupo de es-
tudiantes, consideramos que los elementos 
que fundamentan el marco teórico de la in-
vestigación son: la concepción del álgebra, 
la noción de error algebraico, y la comple-
jidad asociada a los ejercicios algebraicos.

La concepción del álgebra

El estudio del álgebra comprende el 
desarrollo de un pensamiento algebraico 
que tiene un amplio campo de aplicación en 
matemáticas. En esta disciplina, el álgebra 
es una herramienta para la resolución de 
problemas y la modelización de situacio-
nes, que incluye desde plantear una ecua-
ción hasta modelizar mediante funciones. El 

álgebra es un lenguaje para comunicar ideas 
matemáticas, expresar generalizaciones por 
medio de los símbolos y, además, es una he-
rramienta para resolver problemas y diseñar 
modelos matemáticos (Serres, 2011).

Vergel (2015) define el pensamiento 
algebraico como una forma particular de 
reflexionar matemáticamente y destaca que, 
desde las consideraciones filosóficas, ese 
pensamiento involucra un conjunto de pro-
cesos corporizados de acción y de reflexión 
constituidos histórica y culturalmente.

De acuerdo con Godino y Font (2003), 
el razonamiento algebraico implica repre-
sentar, generalizar, y formalizar patrones y 
regularidades, donde el uso de símbolos y 
expresiones literales permite progresar en 
un uso adecuado del lenguaje y del simbo-
lismo necesario para comunicar el pensa-
miento algebraico.

Ursini y Trigueros (2006) agregan que 
se debe ayudar al estudiantado a desarrollar 
el pensamiento algebraico, pero hay que 
darles oportunidades para reflexionar en los 
distintos tipos de problemas, de manera que 
se logre profundizar en la comprensión de 
las variables hasta llegar a utilizarlas de ma-
nera autónoma.

La concepción del álgebra se rela-
ciona con la aritmética y la aritmética ge-
neralizada, lo cual presenta dificultades de 
comprensión respecto a los cambios en el 
significado de los símbolos entre la aritmé-
tica y el álgebra (Serres, 2011).

Küchemann (1980) identifica seis for-
mas de interpretar los símbolos literales. La 
letra evaluada se entiende como la letra a la 
que se le asigna un valor numérico. La le-
tra ignorada es la letra no utilizada o aque-
lla cuya existencia es reconocida, pero a la 
que no se le atribuye ningún significado. A 
la letra como objeto se la considera como 
una abreviatura del nombre de un objeto o 
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incluso como a un objeto en sí mismo. La 
letra como incógnita específica represen-
ta un número particular, pero desconocido 
para que los estudiantes puedan operar di-
rectamente sobre ella. La letra como núme-
ro generalizado, en este caso es vista como 
una incógnita que puede tomar varios valo-
res. Finalmente, la letra como variable re-
presenta un rango de valores no especifica-
dos, mediante una relación sistemática entre 
dos conjuntos de valores de este tipo.

Para ejemplificar las formas de inter-
pretar los símbolos literales en la siguiente 
figura se muestra los ítems 7a y 7b donde se 
usa la letra como letra evaluada, el ítem 7c 
hace uso de las letras como objeto e implica 
el manejo de las letras como valores desco-
nocidos, finalmente el ítem 7d hace uso de 
las letras como número generalizado. 

En su estudio, Küchemann (1980) lo-
gra identificar estos usos de letras en las ac-
tuaciones de los sujetos y los caracteriza en 
cuatro niveles de entendimiento en relación 
con el significado y uso de estas.  

• Nivel 1: En el primer nivel, los es-
tudiantes son capaces de resolver 
ejercicios numéricos o que tienen 
una estructura algebraica simple, por 
ejemplo, sustituciones numéricas 

Figura 1. Ejemplo del uso de las letras. 
Fuente propia de la investigación.

directas en expresiones algebraicas en 
donde las letras no tiene coeficiente, 
multiplicación de datos numéricos, 
simplificación de términos semejantes 
que involucran una sola letra como in-
cógnita. Los estudiantes en este nivel 
deben ser capaces de resolver el ítem 
mediante el uso de letra como objeto 
o sin hacer uso de la letra.

• Nivel 2: Este nivel es muy similar al 
anterior; la diferencia consiste en que 
el estudiante es capaz de resolver ejer-
cicios un poco más complejos, con una 
estructura aritmética mayor. En este 
nivel existe una mayor disposición 
para aceptar respuestas incompletas 
o ambiguas. Los estudiantes podrían 
resolver los ejercicios mediante el uso 
de las letras como letra evaluada, letra 
como objeto y letra ignorada.

• Nivel 3: En este nivel los estudiantes 
deben resolver ejercicios que presen-
tan una estructura algebraica simple 
mediante la interpretación de las letras 
como incógnitas de valor específico, 
números generalizados y variables.

• Nivel 4: El estudiante en este nivel 
debe resolver ejercicios más abstrac-
tos y con una estructura compleja. Se 
requiere como mínimo que las letras 
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sean consideradas como incógnitas 
específicas, pero donde hay una ten-
dencia a tratar las letras como objetos. 
El estudiante debe ser capaz de dis-
tinguir que las letras no son etiquetas 
de las características propias de los 
objetos y argumentar que la expresión 
formulada puede representar distintos 
valores. Además, debe poder expresar 
y justificar la respuesta de manera ge-
neralizada y no limitarse a la evalua-
ción de solo algunos valores numéri-
cos que satisfagan la expresión.

Para ejemplificar los niveles retoma-
remos el ejercicio de la Figura 1, los ítems 
7a y 7b son categorizados como nivel I, 
esto, debido a que son sustituciones direc-
tas; por otra parte, el ítem 7c se ubica en el 
nivel II, ya que el estudiante debe ser capaz 
de resolver un ejercicio con mayor nivel de 
dificultad respecto al nivel anterior. Final-
mente, el ítem 7d se ubica en el nivel IV, 
esto se debe a que el estudiante debe poder 
expresar y justificar la respuesta de manera 
generalizada.

Para el logro de los objetivos de la 
presente investigación, replicamos el traba-
jo de García (2016), basado en el modelo de 
Küchemann (1980).

La noción de error algebraico y la 
complejidad asociada a los ejerci-
cios algebraicos

Escalante y Cuesta (2012) analizan 
la comprensión de los diferentes aspectos 
que caracterizan la variable y su relación 
funcional en situaciones contextualizadas. 
Estos autores mencionan que se presenta 
complejidad para trasladar las ideas expre-
sadas en lenguaje natural al lenguaje alge-
braico. Además, constatan la existencia de 
dificultades para generalizar los resultados 

de operaciones aritméticas y para manipular 
operaciones algebraicas, lo cual puede emer-
ger del contexto de representación de los 
problemas que se le plantean al estudiante.

De acuerdo con Godino, Castro, Aké y 
Wilhelmi (2012), el álgebra puede entenderse 
como un lenguaje simbólico, que se orienta 
básicamente a la resolución de ecuaciones y 
al estudio de los polinomios, sin continuidad 
con los temas de aritmética, medida y geome-
tría tratados en niveles inferiores. Según estos 
autores, el álgebra aparece de manera abrupta 
en muchas ocasiones en el proceso educativo, 
y eso puede ocasionar distorsiones en la for-
mación matemática de estudiantes, pues no 
disponen de un proceso de maduración de los 
conceptos algebraicos.

Escalante y Cuesta (2012) mencio-
nan que la incomprensión del concepto de 
variable se mantiene igual desde la secun-
daria hasta la universidad; los estudiantes 
continúan evitando cualquier acercamien-
to algebraico y retornan a procedimientos 
aritméticos, en especial cuando el proble-
ma implica cierto nivel de razonamiento, 
ya que esto les implica un grado de difi-
cultades mayor. Estos autores destacan que 
el estudiante que logra realizar una lectu-
ra analítica de los enunciados verbales, y 
puede trabajar la traducción entre los len-
guajes natural, aritmético y geométrico al 
lenguaje algebraico, ha desarrollado con 
solidez su pensamiento algebraico y esto le 
permite comprender el concepto de varia-
ble, sus diferentes aspectos y usos.

Socas (1997) presenta una reflexión 
general acerca del origen de las dificultades 
que presentan los estudiantes en el apren-
dizaje de las matemáticas y las clasifican 
en cinco categorías. Las dos primeras tie-
nen relación con la disciplina: la compleji-
dad de los objetos matemáticos por un lado 
y los procesos de pensamiento matemático 
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por otro. La tercera categoría se centra en 
el proceso de enseñanza desarrollado para 
el aprendizaje de las matemáticas, y tiene 
relación con los materiales curriculares, 
los recursos y los estilos de enseñanza. La 
cuarta categoría se asocia al proceso del 
desarrollo cognitivo del estudiante, en el 
cual se toman en consideración varios en-
foques de aprendizaje. Finalmente, existe 
un grupo de dificultades asociadas a actitu-
des afectivas y emocionales hacia la mate-
mática, las cuales se vinculan con la ansie-
dad y el miedo hacia la asignatura.

Esta revisión confirma que existen 
varias causas que pueden llegar a generar 
dificultades en el proceso de aprendizaje 
del álgebra. El tener información sobre la 
naturaleza de los procesos de aprendizaje y 
del conocimiento del desarrollo intelectual 
de estudiantes permite conocer el nivel de 
dificultad que se les presenta (Socas, 1997).

Las dificultades pueden abordarse 
desde varias perspectivas: el desarrollo cog-
nitivo de los alumnos, el propio currículo de 
matemáticas y los métodos de enseñanza. 
Socas (1997) señala que las dificultades se 
conectan en la práctica en forma de obstá-
culo y se manifiestan en el error del alumno. 
Además, agrega que el error se da por un 
esquema cognitivo inadecuado.

Mulhern (1989) menciona que en mu-
chas ocasiones el estudiante desarrolla cier-
ta resistencia al dejar de cometer el error: 
es decir, la corrección de los errores impli-
ca, en ocasiones, corregir un conocimiento 
aprendido erróneamente. Además, agrega 
que los errores pueden generarse por una 
comprensión equivocada, que el estudian-
te considera correcta o errores al azar, que 
reflejan falta de cuidado. Es decir, cuando 
un contenido matemático no es significativo 
para el estudiante y carece de sentido para 
él, en ocasiones, se puede evidenciar en los 

errores que presenta el estudiante al resol-
ver ejercicios matemáticos.

Socas (1997) plantea que los errores 
en el aprendizaje de las matemáticas tie-
nen origen en tres ejes; en su obstáculo, en 
una ausencia de significado y en actitudes 
afectivas y emocionales. Asimismo, señala, 
que algunos errores son producto de la ex-
periencia previa y del desarrollo interno de 
esas experiencias del estudiante.

Según Rach, Ufer y Heinze (2013), los 
errores pueden considerarse como oportuni-
dades de aprendizaje, aunque no está claro 
qué aspectos de la instrucción matemática 
son relevantes para convertir esto en algo 
beneficioso, pero sí resalta este como un 
factor importante en los procesos de ense-
ñanza y aprendizaje que los docentes deben 
considerar en el planeamiento de la clase.

Este marco de referencia sobre el álge-
bra escolar y los errores en su aprendizaje nos 
permiten fundamentar el trabajo de investiga-
ción y orientar el análisis de los resultados.

Metodología

El presente estudio constituye una répli-
ca de investigación desde la perspectiva meto-
dológica. Esta metodología se concibe como:

Un mecanismo de verificación de expe-
riencias empíricas y de exploración de 
conocimiento nuevo para enriquecer los 
abordajes de una problemática particu-
lar. Así, la realización de réplicas no es 
solo un proceso de sustitución a partir 
de un examen conceptual y metodoló-
gico que adapta o reorganiza diseños 
originales a un contexto particular, sino 
que también un espacio de aprendizaje 
y formación científica para anclar al es-
tudiante al proceso investigativo. (Ordo-
ñez, 2014, p. 10)
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El trabajo de García (2016) nos per-
mite realizar dicho estudio en el contexto 
costarricense, llevando a cabo la aplicación 
del instrumento propuesto originalmente 
por Küchemann (1980) y aplicado por Gar-
cía para la categorización de los distintos 
usos de las letras.

La investigación se aborda desde el 
enfoque cuantitativo, lo cual permite re-
coger los datos a partir del instrumento de 
evaluación para conocer el rendimiento al-
gebraico en un grupo de estudiantes univer-
sitarios y detectar el tipo de error que pre-
sentan cuando se enfrentan a la resolución 
de tareas algebraicas. Esto hace que nuestro 
estudio sea de naturaleza diagnóstico-des-
criptiva (Johnson y Christensen, 2008).

Muestra

La selección de la muestra es a con-
veniencia de la investigación, ya que una de 
las investigadoras tiene una importante ex-
periencia impartiendo el curso de Matemá-
tica General en la Universidad Nacional de 
Costa Rica. En el curso 2018-2019 se traba-
jó con 38 estudiantes que cursan varias ca-
rreras, como las licenciaturas en Economía, 
Administración, Ingeniería en Agronomía 
y Biología, y las diplomaturas en Ciencias 
Geográficas, Cartografía Digital, Comercio 
y Negocios Internacionales e Ingeniería en 
Gestión Ambiental.

La muestra que se le aplica el instru-
mento son 22 hombres y 16 mujeres. En su 
mayoría son de primer ingreso.

El curso de Matemática General (MAT-
001) se imparte en el primer año, este es in-
troductorio y requisito para cursos avanzados. 
Este se describe de la siguiente manera.

En este curso se estudian los conceptos 
fundamentales del álgebra, funciones, 
ecuaciones y trigonometría para que el 

estudiante pueda aplicarlos en su ca-
rrera. Además, se prepara al estudiante 
para que sea capaz de analizar, interpre-
tar y resolver problemas de aplicación 
de la Matemática, con la finalidad de 
que desarrolle las habilidades y destre-
zas necesarias para enfrentar con éxito 
su desempeño profesional. (Escuela de 
Matemática, 2017b, p. 1)

Es importante aclarar que la pobla-
ción que se consideró en el estudio de Gar-
cía (2016), realizado en México (194 estu-
diantes), es superior a la población de Costa 
Rica (38 estudiantes). Sin embargo, el estu-
dio se realiza en el mismo nivel educativo.

Las edades son similares en ambos 
estudios, en el caso de México las edades 
van desde los 17 hasta los 29 años, la más 
frecuente entre 17 y 19 años. En Costa Rica 
las edades de los estudiantes oscilan entre 
17 y 24 años, las más frecuentes entre los 
19 y los 20 años.

Instrumento

El instrumento utilizado es tomado 
del proyecto The Concepts in Secondary 
Mathematics and Science Project (CSMS), 
que se basa en la categorización de los dis-
tintos usos de las letras propuestos por Kü-
chemann (1980).

Se trata de un cuestionario diseñado 
por Küchemann, Brown y Blaskeley (Kü-
chemann, 1980, p. 16), el cual está confor-
mado por 22 ejercicios, algunos de estos 
ejercicios se subdividen en ítems, en total se 
cuentan con 53 ítems que tratan contenidos 
algebraicos cómo: sustitución formal, sim-
plificación, generalización y formulación, 
interpretación y solución de ecuaciones. 
Es importante aclarar que dichos temas son 
conocimiento adquirido en secundaria en el 
contexto costarricense.
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Cada ejercicio planteado en dicho 
instrumento está en función de la respues-
ta esperada, es decir, el estudiante tenía 
que interpretar las letras en cada ítem como 
valores evaluados, objetos, incógnitas con 
valor específico, números generalizados y 
variables. La evaluación del instrumento 
fue organizada de acuerdo con los niveles 
de entendimiento en el manejo de las letras 
propuesto por el autor. García (2016) apli-
có este cuestionario con una muestra de 194 
estudiantes del Centro Universitario de la 
Costa Sur, México.

Análisis y resultados

La información recolectada con el 
instrumento se codificó y se organizó de 
manera sistemática en una base de datos, 
resaltando algunos criterios de interés y uti-
lizando fórmulas condicionales para conta-
bilizar algunos ítems.

Los resultados principales de di-
cha investigación se describen a partir de 
la complejidad de los ítems, agrupada por 
los niveles de entendimiento propuestos 
por Küchemann y considerados por García 
(2016). La complejidad es medida según el 
porcentaje de aciertos y errores. Además, 
se analiza el rendimiento de los estudiantes 
por el nivel de entendimiento.

Tabla 1
Cantidad de estudiantes por nivel de 

entendimiento
Cantidad de estudiantes

Nivel I 6
Nivel II 11
Nivel III 20
Nivel IV 1
Total 38

Nota: Fuente propia de la investigación.

Se puede evidenciar que la mayoría 
de estudiantes participantes se ubica en el 
nivel III de entendimiento. Es importante 
mencionar que los temas que se abordaron 
en el instrumento eran conocimiento de se-
cundaria, lo cual podría suponer que la po-
blación participante debería lograr resolver 
los ítems planteados en el instrumento sin 
ningún problema. Sin embargo, solo 1 es-
tudiante logra ubicarse en el nivel más alto 
de entendimiento. Esto quiere decir que de-
muestra un adecuado dominio en la com-
prensión y manejo del uso y significado de 
las letras en diferentes tareas algebraicas.

En la revisión de ítems se han eviden-
ciado errores en ítems donde se presentan le-
tras distintas en la expresión, lo que eviden-
cia un mal manejo de las letras algebraicas 
por parte del estudiante. En general no logra 
justificar o expresar de manera generaliza-
da su respuesta y esto ha representado una 
complejidad para la población participante.

Los ítems del instrumento aplicado 
que presentaron mayor complejidad para 
los estudiantes corresponden a los ejercicios 
de los niveles de entendimiento más altos. 
Estos son los que están relacionados con el 
manejo de las letras como números genera-
lizados y como variable, donde se requiere, 
como mínimo, tratar las letras como objeto.

En el siguiente ejemplo se muestra 
el ítem con mayor porcentaje de errores, 
pues la mayoría de la población partici-
pante no fue capaz de resolverlo correc-
tamente (Figura 2). En este caso, un estu-
diante aplica incorrectamente la fórmula 
del cubo de una suma.
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la figura 3. El estudiante tiende a resolver 
mentalmente sin razonar si el procedimien-
to o el resultado son correctos. 

También se ha detectado que el es-
tudiante recurre a procedimientos arit-
méticos para interpretar problemas. En 
el siguiente ejemplo se muestra el ítem 
22, donde el estudiante no logra expre-
sar algebraicamente el planteamiento del 
enunciado (Figura 4), pero sí resuelve el 
problema dando la respuesta a partir de 
procedimientos aritméticos.

También se evidencia la tendencia 
de recurrir al procedimiento aritmético, 
por ejemplo, en el ítem 17 (figura 5). Se ha 
comprobado que el estudiante es capaz de 
resolver el ítem 17b recurriendo a la arit-
mética, pero que es incapaz de plantear una 
ecuación correcta que represente el plantea-
miento del problema.

Figura 3. Ejemplo de error por uso de la letra como objeto. 
Fuente propia de la investigación.

Figura 4. Ejemplo de error por uso de la letra como objeto. 
Fuente propia de la investigación.

Figura 5. Primer ejemplo de error por uso de la letra como objeto (etiqueta). 
Fuente propia de la investigación.

Circunstancias similares se encon-
traron en el estudio realizado por García 
(2016); este ítem obtiene un 4.1 % de res-
puestas correctas, lo que equivale 8 aciertos 
de los 194 participantes.

En nuestro estudio este ítem de la fi-
gura 1 obtiene el número más alto de res-
puestas en blanco. Esto puede significar 
que, en general, el estudiante no tiene el 
conocimiento suficiente para realizar opera-
ciones algebraicas ni para trabajar con nú-
meros racionales, ni sabe cómo aplicar las 
reglas algebraicas.

Otro ejemplo de error frecuente es el 
ítem 3 que evalúa las competencias en el 
manejo de las letras como números genera-
lizados, y en el que se ha obtenido un 78.95 
% de respuestas incorrectas. La mayoría 
de estudiantes logran indicar que la expre-
sión que representa el más grande es 2n; sin 
embargo, no es capaz de justificar apropia-
damente su respuesta, tal y como muestra 

Figura 2. Ejemplo de error por uso de la letra como incógnita de valor desconocido. 
Fuente propia de la investigación.
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Con frecuencia se ha detectado tam-
bién el error en el manejo de letra como 
objeto. Existe por parte de los estudiantes 
una fuerte tendencia a relacionar las letras 
como etiquetas en las que sustituyen el 
significado abstracto de las letras por algo 
más concreto.

Al igual que el ejemplo anterior, en la 
Figura 6 el estudiante recurre a las etiquetas 

para expresar una situación específica en 
matemáticas a través del álgebra.

Estos ítems demandan un cierto ra-
zonamiento algebraico, debido al grado 
de complejidad que representa la tarea. 
En nuestro caso, ha sido evidente que al 
estudiante universitario aún le falta madu-
rez algebraica. De acuerdo con Escalante 
y Cuesta (2012), es importante la lectura 
analítica de los enunciados verbales, para 

Figura 6. Segundo ejemplo de error por uso de la letra como objeto (etiqueta). 
Fuente propia de la investigación.

la figura 3. El estudiante tiende a resolver 
mentalmente sin razonar si el procedimien-
to o el resultado son correctos. 

También se ha detectado que el es-
tudiante recurre a procedimientos arit-
méticos para interpretar problemas. En 
el siguiente ejemplo se muestra el ítem 
22, donde el estudiante no logra expre-
sar algebraicamente el planteamiento del 
enunciado (Figura 4), pero sí resuelve el 
problema dando la respuesta a partir de 
procedimientos aritméticos.

También se evidencia la tendencia 
de recurrir al procedimiento aritmético, 
por ejemplo, en el ítem 17 (figura 5). Se ha 
comprobado que el estudiante es capaz de 
resolver el ítem 17b recurriendo a la arit-
mética, pero que es incapaz de plantear una 
ecuación correcta que represente el plantea-
miento del problema.

Figura 3. Ejemplo de error por uso de la letra como objeto. 
Fuente propia de la investigación.

Figura 4. Ejemplo de error por uso de la letra como objeto. 
Fuente propia de la investigación.

Figura 5. Primer ejemplo de error por uso de la letra como objeto (etiqueta). 
Fuente propia de la investigación.
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permitir reflexionar y traducir los lengua-
jes natural, aritmético y geométrico al len-
guaje algebraico.

Por otra parte, el ítem de mayor nú-
mero de aciertos con 98.5 % en el estudio 
realizado por García (2016), similar al con-
texto costarricense obtiene un alto porcen-
taje de respuestas correctas, se muestra en 
la Figura 7. En este caso, los conocimientos 
requeridos para su solución son operacio-
nes aritméticas como la suma, sustituciones 
simples y el concepto geométrico de perí-
metro. El ítem consistía en sumar la longi-
tud de los lados de la figura geométrica para 
obtener el perímetro.

De manera global, al analizar los 
38 cuestionarios, se obtiene que el ítem 
de mayor número de aciertos obtuvo un 
100 % de respuestas correctas (Figura 7), 
mientras que el ítem de menor número de 
aciertos fue de 10.53 % lo que equivale a 4 
respuestas correctas (Figura 1). Además, el 
promedio de respuestas correcta por ítem 
fue de 25 aciertos.

Los errores más frecuentes encontra-
dos en las respuestas de los ítems responden 
al uso de la letra como incógnita de valor 
específico, letra como número generalizado 
o en el manejo de la letra como variable. Es-
tos usos requieren un mayor nivel cognitivo 

Figura 7. Ejemplo del uso de la letra es como objeto. 
Fuente propia de la investigación.

y este resultado también ha sido evidente en 
la investigación de García (2016).

A continuación, se describen algu-
nas de las situaciones que han conllevado 
al error algebraico, a partir del análisis de 
las respuestas del cuestionario aplicado a 
los estudiantes.

Se refleja un notable desempeño en 
una matemática memorística, mediante la 
cual se recuerdan fórmulas, pero se tienen 
visibles dificultades para aplicarlas. Esto 
se ha presentado, por ejemplo, en los ítems 
donde se pide calcular el área o el períme-
tro donde el estudiante no logra identificar 
correctamente datos necesarios para aplicar 
determinadas fórmulas.

Por otro lado, cuando el estudiante se 
enfrenta a tareas matemáticas recurre a los 
conocimientos aritméticos que sí domina, 
pero no logra expresar en términos algebrai-
cos lo que se le pide en el ejercicio. También 
se evidencia con frecuencia que el estudian-
te aplica operaciones aritméticas incorrectas 
o da respuestas incompletas.

Al mismo tiempo, se ha comprobado 
que el estudiante no es capaz de reflexionar 
su respuesta, con lo cual evidencia caren-
cia de habilidades propias del pensamiento 
matemático. Esto se deriva del análisis de 
los ítems donde el estudiante comete errores 
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por descuido o simplemente no es capaz de 
sacar conclusiones a partir de las hipótesis.

Asimismo, se concluye que la falta de 
comprensión de lectura en los enunciados 
conlleva a determinados errores. Se obser-
vó que el estudiante tiende a relacionar los 
enunciados de los problemas con las letras 
iníciales de los objetos, pero el uso de las le-
tras como etiqueta suele conducir a errores, 
debido a una mala interpretación algebraica 
de la situación dada.

Al comparar la aplicación del instru-
mento en México y su réplica en Costa Rica 
nos permite identificar algunas regularida-
des y algunas diferencias.

En la investigación realizada en Mé-
xico, logran abordar el error con mayor 
profundidad al aplicar la técnica de la entre-
vista y esto permite explicar las causas de 
los errores con mayor precisión; en nuestro 

caso no se profundiza en las causas que in-
ciden en el error, dejando abierta la posibili-
dad de ahondar más adelante.

Además, se observan también diferen-
cias en los resultados obtenidos en la dificul-
tad de los ítems de acuerdo con los niveles 
de entendimiento. Por ejemplo, el ítem 13h 
(Figura 8) tuvo un 84.21 % de respuestas 
correctas en nuestro caso y se ubicaría en 
un nivel menor a diferencia del estudio rea-
lizado en México. Es decir, en nuestro caso 
pasaría de un nivel III a un nivel II.

Otra diferencia se presenta en el ítem 
16 (Figura 9) con un 26.32 % de respuestas 
correctas. En este caso, el ítem obtiene un 
porcentaje equiparable con la dificultad pre-
sentada con las tareas del nivel IV, es decir, 
pasaría de un nivel III a un nivel IV.

En la figura anterior se muestra un 
ítem para evaluar la letra como número 

Figura 8. Ítem 13h. 
Fuente propia de la investigación.

Figura 9. Ítem 16. 
Fuente propia de la investigación.
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generalizado, es decir, para su solución es 
necesario considerar un conjunto de valores 
que hagan válida la expresión algebraica. Sin 
embargo, se obtiene que el estudiante es ca-
paz de calcular un valor específico que hace 
verdadera una expresión, pero no comprende 
el uso de la letra como número generalizado.

Esto se considera una debilidad teó-
rica del instrumento visto a nivel general, 
por tanto, es cierto que la concreción a un 
grupo modifica los resultados obtenidos en 
el análisis. Consideramos que encontrar di-
ferencias en los niveles de utilización prác-
tica de las letras en tareas algebraicas pone 
de manifiesto cierta debilidad en el instru-
mento utilizado. Es cierto que la validación 
proviene de una muestra de sujetos especí-
fica, pero su capacidad de generalización 
debe ser amplia. Si las respuestas a algún 
ítem categorizan a los sujetos en diferentes 
niveles, reduce sensiblemente la fiabilidad 
de esos ítems.

Al comparar ambos estudios es rele-
vante mencionar que los errores encontra-
dos son similares. El uso de la letra como 
objeto o etiqueta se presenta como causa de 
errores. También se puede señalar que cuan-
do el estudiante se enfrenta a tareas que no 
sabe resolver algebraicamente, recurre a los 
conocimientos aritméticos y evalúa las ex-
presiones sin razonar la respuesta dada. Se 
refleja una matemática memorística en el 
análisis de las respuestas dadas.

La falta de comprensión de lectura en 
los enunciados conlleva al error, es decir, el 
estudiante no es capaz de interpretar y razo-
nar la información. Finalmente, se concluye 
que en el manejo y el uso de las letras en los 
distintos contextos no se obtienen los resul-
tados esperados, pues la población partici-
pante son estudiantes universitarios y cuen-
ta supuestamente con una formación previa 
en matemática.

Los ítems de mayor dificultad en am-
bas investigaciones responden al uso de la 
letra como incógnita de valor específico, 
letra como número generalizado o en el ma-
nejo de la letra como variable donde estas 
requieren un mayor nivel cognitivo.

Conclusiones

Al considerar el rendimiento acadé-
mico en el curso de Matemática General 
se reafirma de acuerdo con los datos obte-
nidos. El estudiante en el nivel IV de en-
tendimiento aprueba el curso sin ningún 
problema, con una nota de 92.5 sobre 100. 
Sin embargo, el promedio de notas de los 
estudiantes que se ubican en el nivel I de 
entendimiento fue de 51.25, por lo que exis-
te una clara relación entre el rendimiento 
académico y el nivel de entendimiento. Se 
considera que el estudiante que se ubica en 
los niveles más bajos tiende a cometer más 
errores algebraicos.

Como resultado de la aplicación del 
instrumento se identificó una mayor com-
plejidad en los ítems que se relacionan con 
el manejo de rango de valores para hacer 
válidas las ecuaciones algebraicas, genera-
lizaciones de resultados, planteamiento de 
ecuaciones a partir de la contextualización 
de problemas, en la manipulación de rango 
de valores desconocidos, análisis de rela-
ción entre cantidades, así como en el mane-
jo de operaciones con estructuras algebrai-
cas abstractas.

Adu, Bossé y Chandler (2015) mani-
fiestan que en una situación de lingüística 
del álgebra “los estudiantes deben interpre-
tar la historia de portada, extraer y redu-
cir claves información y discriminar entre 
información relevante e irrelevante. Esto 
requiere que interpretan combinaciones o 
configuraciones de caracteres en el registro 
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verbal para discernir relaciones codifica-
das” (p. 19). Situación que no se evidencia 
como resultado de esta investigación, a los 
estudiantes les falta adquirir un pensamien-
to algebraico mucho mayor de acuerdo con 
el nivel educativo.

Ursini y Trigueros (2006) afirman que 
cuando los estudiantes logran integrar los 
diferentes usos de la variable y diferenciar-
los es porque han alcanzado un adecuado 
pensamiento algebraico. Sin embargo, el 
concepto de variable es difícil para los es-
tudiantes en general, los estudiantes de ni-
veles educativos más avanzados lo utilizan 
con mayor flexibilidad, aunque su pensa-
miento algebraico en muchas ocasiones no 
se desarrolla como se debería.

En el presente estudio, los estudiantes 
se ubican mayoritariamente en el III nivel 
de entendimiento, es decir, son capaces de 
manejar las incógnitas que presentan estruc-
turas algebraicas simples; en este nivel las 
letras son usadas como incógnitas de va-
lor específico, que representan números en 
lugar de objetos. Además, logran hacer la 
reducción de términos semejantes de letras 
distintas dentro de la expresión algebraica.

Por otra parte, es interesante indicar 
que no hubo mayor diferencia entre los erro-
res detectados por los estudiantes repitentes 
que participaron en el estudio y los que no. 
Sin embargo, se debe resaltar que sí se iden-
tificó un mayor porcentaje de estudiantes que 
lo cursan por primera vez en el III y IV nivel 
de entendimiento. Por lo tanto, se puede ma-
nifestar que el curso, como tal, no brinda las 
bases en el tema de álgebra, pues se parte de 
que este contenido debe ser adquirido previa-
mente a la formación universitaria.

A partir de esta hipótesis no se deben 
presentar gran cantidad de errores, sin em-
bargo, se evidencian vacíos conceptuales y 
procedimentales y, esta podría ser una causa 

de los altos índices de deserción y repitencia 
en los cursos introductorios de matemática 
en el contexto costarricense a nivel univer-
sitario. Lo anterior se corrobora en el estu-
dio realizado en el 2017 por la propia Uni-
versidad, donde se manifiesta que una de las 
causas de los altos índices de repitencia es 
la carencia de conocimientos previos (Es-
cuela de Matemática, 2017a).

Además, Schlöglmann (2011) mani-
fiesta que el aprendizaje de las matemáticas 
no solo se puede ver desde la perspectiva 
de la cognición, sino que los factores afecti-
vos también tienen una fuerte influencia en 
el aprendizaje de las matemáticas. El ner-
viosismo a la hora de realizar las pruebas 
podría ser parte de estos factores, aspecto 
que ha sido señalado por Castillo, Gamboa 
y Hidalgo (2019) como una de las raíces del 
abandono y del bajo rendimiento académico 
en el curso Matemática General. Se podría 
suponer que el nervosismo puede causar en 
el estudiante respuestas erróneas al resolver 
ejercicios matemáticos.

Al reflexionar acerca de los errores co-
metidos por los estudiantes, se considera im-
portante que el docente planifique y enseñe 
desde esos errores. Este es un nuevo reto que 
se debe asumir. Sin señalar que no posee las 
bases para el nivel que se cursa, el reto que 
se debe enfrentar como docente a nivel su-
perior es lograr formar matemáticamente al 
estudiante que posee conceptos previos, así 
como solventar la ausencia de estos.

Reconocimientos

Esta investigación se enmarca en las 
actividades del programa de Máster en Di-
dáctica de la Matemática, específicamen-
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“Didáctica de la Matemática: Pensamiento 
Numérico” de la Universidad de Granada, 
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