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Resumen

Se presenta en detalle el desarrollo de la interpolacion tridimensional para campos escalares,
que consiste en generar informaciéon en cualquier punto del espacio, sobre alguna variable
dependiente de las tres coordenadas cartesianas, en algun volumen definido. Esto a partir de
un conjunto discreto de datos que representan el valor de la variable dependiente en puntos
especificos del espacio.

Se desarrolla un método de interpolacion tridimensional basado en obtener las coordenadas de
todos los vecinos del punto de interés. Para luego asignar un peso relativo a cada uno de estos
puntos, en funcion de la proximidad con el lugar donde se busca un nuevo valor de la variable
dependiente. Este procedimiento se presenta en forma de diagrama de flujo, para que pueda
ser desarrollado en cualquier lenguaje de programacion.

El método propuesto es implementado en un cédigo en software comercial y a la vez es validado
al confrontar sus resultados con los que genera una funcion propia del software Matlab. Dicha
funcion es detallada a profundidad para facilitar a cualquier usuario su utilizacion, estableciendo
ademas las limitaciones vy diferencias entre el uso de esta funcion y la implementacion del
método propuesto en un cédigo computacional.

Se encuentra que el método propuesto es altamente confiable y que a su vez permite,
eventualmente, adaptarse a condiciones donde la distribucion de informacion en el espacio
sea irregular o no se disponga de algun dato dentro de una matriz estructurada de mediciones.
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Abstract

Development of three-dimensional interpolation for scalar fields, which consists of generating
information from some three Cartesian coordinates dependent variable in any point of space, in
a defined volume, is introduced. This is achieved from a discrete set of data representing the
value of the dependent variable at specific points in space.

A three-dimensional interpolation method is created based in obtaining the coordinates of all the
neighbors of the point of interest, and assigning a relative weight to each of these points, as a
function of the proximity to the place where a new value of the dependent variable is looked for.
This procedure is represented as a flowchart, so that it can be implemented in any computer
language.

The proposed method is implemented in a commercial software and it is simultaneously validated
with results of an embedded function of Matlab software. The above mentioned function is
detailed in depth to guarantee ease of use, establishing as well, the limitations and differences
between the use of this function and the implementation of the proposed method.

It is found that the proposed method is highly reliable and that it has the capability of eventually
being adapted to conditions where the information distribution in the space is irregular or there
is not data within a structured measurement matrix.
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Introducciéon

En ingenieria, es comun conocer un conjunto de datos discretos, obtenidos a través de
mediciones de algun fenémeno, como los campos escalares de temperaturas o presiones en
un espacio determinado y en puntos definidos. Para conocer los valores de las variables en
puntos intermedios, la interpolacion es un método ampliamente usado. Hoy dia los métodos de
interpolacion proveen de herramientas que pueden ser utilizadas en areas muy diversas como
lo son las imagenes médicas [1], métodos de renderizado tridimensional [2] y modelado en
geologia [3], entre otros. De modo que la interpolacién permite generar informaciéon nueva a
partir de la estimacion sobre datos conocidos. Vale resaltar la diferencia entre la interpolacion
y la regresion, siendo la primera una técnica que genera una funcion Unica que contiene
estrictamente todos los datos medidos y se emplea cuando estos se conocen con elevada
precision; mientras que la segunda entrega una funcién que representa la tendencia de los
datos, sin contenerlos necesariamente, y se emplea en casos que el error experimental sea
significativo [4].

En cuanto a la interpolacion, la version en una dimension busca encontrar los valores
intermedios a partir de muestras discretas, cuando se estudia un fendémeno que depende de
una sola variable. El valor buscado estara encerrado entre dos puntos, los cuales incidiran en
el valor buscado [5]. Por ejemplo, si en un sistema se monitorean los niveles de temperatura
cada hora, y se sabe el valor a las 2:00 pm y a las 3:00 pm, pero se desea saber el valor de la
variable a las 2:20 pm se puede recurrir a interpolar para estimarla.

La interpolacion en dos dimensiones es un método utilizado para obtener los valores no
medidos 0 no conocidos en un fendmeno que dependa de dos variables. Un ejemplo es la
estimacion de los niveles de contaminacion en una region geogréfica, donde las muestras
se toman en los vértices de una cuadricula en la vista de planta de la region [6]. Entonces, el
nivel de contaminacion por estimar en cualquier punto desconocido, estaré influenciado por los
valores en los cuatro vértices de las muestras que 10 rodean. Por tanto, en este caso el grado
de contaminacion dependera de dos variables. (Dos coordenadas espaciales en la region
geografica, en la vista de planta, a un nivel de altura previamente definido).

La interpolacion en tres dimensiones trata con fendmenos que dependan de tres variables. Por
ejemplo, en una habitacion donde se quiere saber la humedad en algun punto especifico. Para
ubicar este punto son necesarias tres coordenadas en el espacio. Las muestras tomadas de
humedad en la habitacion se pueden ubicar en una malla cubica, en donde cada punto tiene
un valor de humedad asociado. Entonces, los valores desconocidos estaran encerrados por 10s
8 vértices de un cubo dentro de la malla.

A diferencia de los métodos en una y dos dimensiones, en cuanto a interpolacién en tres
dimensiones la literatura no brinda mucha informacion. Se indica que se puede derivar de los
metodos anteriores, pero no se explicita ningun procedimiento 0 ejemplo para resolver este tipo
de problemas [4].

En el caso de soluciones por software, Matlab de MathWorks Inc., posee una funcion llamada
interp3la cual permite solucionar el problema de interpolar en tres dimensiones [7]. Esta funcion
requiere como entrada una matriz cubica que posea los valores de la variable de interés en
cada vértice, ademas, solicita lIos puntos en los cuales se desea encontrar el valor en cuestion.
Con estos datos, la funcion entrega el valor interpolado en las coordenadas requeridas. No
obstante, sus ventajas en velocidad de calculo y simplicidad de aplicacion, tiene la limitacion
de que la malla de entrada debe ser perfectamente cubica y es indispensable conocer el valor
de la variable dependiente en todos los vértices de dicha malla. Ademas, el usuario no tiene
posibilidad de conocer en detalle o modificar el funcionamiento interno de la funcién, por lo que
no es posible desarrollar ajustes para casos especiales, por ejemplo, adaptaciones necesarias
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para mallas no cubicas o espacios no isotrépicos donde la velocidad de propagacion del
fendmeno sea dependiente de la direccion de propagacion.

Con este panorama, en el presente estudio se detalla el algoritmo de la interpolacion
tridimensional en campos escalares, de modo que sea posible conocer el valor de una variable
en un campo continuo, a partir de valores medidos en el espacio de manera discreta.

Metodologia

El método propuesto para interpolacion tridimensional se plantea con una malla tridimensional
cubica. De modo que cualquier punto posee ocho vecinos ubicados en los vértices, como
se muestra en la figura 1. Cada vértice representa un valor dado, lo que permite interpolar.
El método toma en cuenta el acercamiento con los puntos conocidos, es decir, un punto que
se encuentre mas cerca del punto de interés tendra mayor influencia en el resultado de la
interpolacion.

A
L 1
Y+D
010 110
011 111
|
Y-D X-D X+D
7Z-D »X
000 100
Z+D
001 101

Figura 1. Ubicacion de un punto cualquiera (cuadrado) y sus puntos vecinos (circulos).

La identificacion de los puntos vecinos en la figura 1 se realiza de dos maneras. La primera es

N

en forma binaria, de manera que el primer, segundo y tercer nimero representan al eje “x”, "y
y “Z” respectivamente. El nimero O representa que la coordenada esta por detras del punto de
interés y el numero 1 indica que esta por delante. También se utiliza la nomenclatura con una
diferencia D; cuando D se suma representa 1o mismo que un 1, y cuando se resta representa un

0. Por ejemplo, el punto 010 esta ubicado en las coordenadas (X - D, Y + D, Z-D).

Suponiendo que se tienen una cantidad finita de puntos, y que cada uno tiene asignado un valor
para cierta variable A; si se deseara conocer el valor de A en un lugar cualquiera (X, Y, Z) que
difiera de los puntos conocidos, entonces, se debe realizar una interpolacion tridimensional y
obtener asi A(XY2).

Para esto, se deben ubicar los ocho puntos mas cercanos al sitio requerido y aplicar la ecuacion
(1), donde; por ejemplo, las coordenadas del punto 111 son X1, Y1y Z1 y las coordenadas del
punto 010 son X0, Y1y Z0, de modo similar el resto de puntos [8].
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En la ecuacion anterior, el valor de A en cada uno de los ocho puntos es multiplicado por un
factor que es el que da el valor de proximidad relativa con el punto (X, Y, Z) de estudio. Ese
valor esta en el rango entre 0 y 1. Por la estructura propuesta, se garantiza que la contribucion
relativa de todos los puntos complete la unidad.

La generalizacion del método se implementa mediante codigo, en particular desarrollado en
Matlab. EI método funciona segun se detalla en la figura 2. Se presenta en forma de diagrama
de flujo, para que pueda ser implementado en cualquier lenguaje de programacion.

En la figura 2 se explica el codigo de manera gréfica, el cual empieza con una lectura de los
datos ingresados por el usuario. Posteriormente se hace un ordenamiento de los datos en X, Y,
Z y el valor del campo escalar A.

El usuario ingresa los valores de las coordenadas donde desea conocer el valor de A. El codigo
realiza un filtrado en todos los puntos que existan para encontrar los 8 puntos mas cercanos al
punto (X, Y, Z) ingresado por el usuario.

Dicho filtrado busca primero el punto (X1, Y1, Z1) asociados al valor A(111), luego el valor
A(000) encontrado en el punto (X0, YO, Z0), y a partir de estos, se pueden realizar mas filtrados
para llegar a los otros 6 valores y sus respectivos valores asignados.

En el filtrado se debe considerar la distancia entre los puntos. Es decir, la distancia “L” del
cubo. Para ello se aplica la ecuacion (2), de este modo se encuentra el punto inmediatamente
posterior a cada uno de los valores del punto requerido (X, Y, Z). Para esta ecuacion; X1 es el
valor superior que se debe encontrar segun sea el filtrado correspondiente y L es la medida de
la arista del cubo de la figura 1. Las dobles lineas en la fraccion indican que se toma la parte
entera de la division. La expresion para Y1y Z1 es totalmente anéloga.
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Figura 2. Logica del codigo implementado.

Xl=1L |£||+1. )

L

En la figura 2 se detalla la realizacion del filtrado. Lo primero es encontrar X1, para esto, es
necesario buscar en la lista de valores en X todos aquellos que sean iguales a X1 aplicando
la ecuacion (2). Ese es el valor de X1, sin embargo, en este nivel del cédigo hay una gran
cantidad de puntos que cumplen con tener la coordenada X1, por lo tanto es necesario realizar
un segundo filtrado para encontrar el punto Y1. De los puntos seleccionados mediante X1, se
realiza la busqueda de todos los valores en Y que sean iguales a Y1 considerando la ecuacion
(2), pero reemplazando las X por Y. De esta manera se reducen los puntos, sin embargo,
resulta necesario un filtro adicional para encontrar el valor Z1. Se realiza una ultima busqueda
de manera analoga, pero esta vez en Z. Esto da como resultado el primer punto (X1, Y1, Z1), el
cual tiene asociado el valor A(111).

Luego se realiza el mismo filtrado, pero, para encontrar el punto (X0, YO y Z0). El proceso se
realiza segun se explico anteriormente, pero se utiliza la ecuacion (3) para encontrar el valor de
X0, que corresponde al punto inmediatamente inferior al requerido, los valores de YO y Z0 se
encuentran de forma analoga reemplazando la X por Y o Z segun corresponda.

xo=c7]
I 3)
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Con esto se obtiene el punto (X0, YO, Z0), el cual tiene un valor asociado A(000). A partir de
estos dos puntos se pueden obtener los restantes, por ejemplo, para encontrar el valor de
A(010) es necesario el punto (X0, Y1, Z0). De esta manera, se encuentran los otros seis valores:
A(001), A(010), A(011), A(100), A(101) y A(110), asociados cada uno a un vértice distinto del
cubo que encierra al punto de interés.

Con esta informacion, se aplica la ecuacion (1) del método propuesto y tal como se menciond
anteriormente, se obtiene el valor interpolado. En la seccion de aplicacion se presenta un
ejemplo para una mejor comprension del método.

Aplicacion
Para aplicar la solucion propuesta se plantea un ejemplo de ingenieria que permite visualizar

el uso de la interpolacion tridimensional en campos escalares [9]. El problema planteado y la
solucion se presentan a continuacion.

Se tiene, en una ciudad, una corriente de viento con un perfil de velocidad incidente u, como
el que se muestra en la figura 3. Cuando el flujo pasa alrededor de algun edificio, este se
distorsiona y su perfil se convierte en u, en los alrededores del edificio de interés.

El factor de concentracion, denotado como C, (equivalente a A en la seccion de metodologia,
donde se explica el método propuesto), permite cuantificar la concentracion de flujo y se define
segun se muestra en la ecuacion (4):

C=1y, (4)

u

El problema de ingenieria por resolver es lograr conocer el valor de C, en un punto cualquiera
(X,Y, Z), dentro de un dominio tridimensional. En el caso particular es un volumen cubico de 20
m de arista, con el sistema de coordenadas ubicado como se muestra en la figura 3.

Figura 3. Concentracion de flujo y sistema de coordenadas sobre el edificio de interés.

Para conocer el valor del Cfen las coordenadas (X, Y, Z), es necesario realizar la interpolacion
tridimensional en campos escalares que se propone en este articulo. Usando como datos de
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entrada la magnitud de la velocidad del viento dentro del dominio de interés. La aplicacion de
la solucién se implementa, tal como se indico anteriormente, en un codigo en Matlab.

En el ejemplo que se desarrolla, L = 1 m, por lo que se tienen 212 = 9261 puntos de medicion,
cada uno con un valor C, asociado.

Dado el valor de L, se buscara en los vectores de cada eje coordenado valores iguales a la
parte entera de cada una de las coordenadas dadas por el usuario, mas una unidad, y con
esto se obtiene (X1, Y1, Z1). Para definir el punto (X0, YO, Z0) entonces se realizara con la parte
entera Unicamente, sin sumar la unidad. Esto segun las ecuaciones (2) y (3) respectivamente.

Un ejemplo concreto de lo anterior es tener como coordenadas de interpolacion el punto (6,92,
-8,56, 0,87). Entonces la parte entera mas la unidad (7, -8, 1) es igual a (X1, Y1, Z1). De forma
similar la parte entera (6, -9, 0) corresponde a (X0, YO, Z0). Con esta informacion se construye la
tabla 1, que muestra las 8 posibles permutaciones, para cada una de ellas existe un Unico valor
de C,, el cual en este caso es tomado de un conjunto de datos que se emplearan posteriormente
para validar el método propuesto.

Con la informacion del cuadro 1y la ecuacion (1) del método propuesto, se obtiene para el
punto de interés el factor de concentracion, C, = 0,4576.

Cuadro 1. Ejemplo de los ocho puntos vecinos de (6,92, -8,56, 0,87).

Punto Coordenadas (X, Y, Z) C,
000 (6, -9, 0) 0,000
001 (6,-9, 1) 0,579
010 (6, -8, 0) 0,000
011 (6, -8, 1) 0,449
100 (7,-9,0) 0,000
101 (7,-9, 1) 0,580
110 (7,-8,0) 0,000
111 (7,-8, 1) 0,458

Validacion

El método propuesto se valida mediante la funcion de Matlab interp3. En la cual se deben
ingresar 7 entradas: las primeras 3 son los vectores en los ejes “x”, “y” y “z” detallados en el
cuadro 2, que contienen todas las posiciones cartesianas de los puntos donde se conocen los
valores posibles para el campo escalar de interés, en el ejemplo en cuestion, el campo C.. Las

ultimas 3 entradas son las coordenadas del punto donde se quiere conocer el valor interpolado.

La cuarta entrada requiere de especial atencion, es propiamente una matriz de tres indices,
con los valores del campo escalar, en el caso particular C,. Esta matriz es de tamano n por m

por p, donde cada una de estas letras representa la cantidad de puntos en los ejes “y”, “X” y
“z” respectivamente. Vale destacar que en esta matriz hay tres restricciones importantes: i) Se

W ,m W ,n

intercambian las coordenadas “y” y “X” respecto de lo acostumbrado, es decir, el primer indice
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se refiere al eje “y” y el segundo indice al eje “x”. ii) Debe existir estrictamente un valor para
cada espacio en el arreglo, de modo que la ausencia de alguna medicion en los vértices de
la malla imposibilita utilizar esta funcién. iii) La malla de datos debe tener un espaciamiento
uniforme, en caso de una distribucién de datos irregular, la funcion interp3 no puede emplearse.

Esta ultima caracteristica también la posee el cédigo propuesto. Sin embargo, dado que el
codigo esta desarrollado de forma explicita, es posible modificarlo y adecuarlo para otro tipo
de mallas con cualquier tipo de forma o estructura.

En la matriz tridimensional C,, cada entrada es propiamente un valor del campo de concentracion
de flujo, y tal como se indicd anteriormente, cada uno de sus indices hace referencia a cada
una de las coordenadas “x”, “y” y “z” del punto. Para el caso particular en estudio, el cuadro 2
presenta los rangos y coordenadas en cada uno de los ejes cartesianos.

De modo que, en el caso en estudio, el valor de C, (5, 10, 10) sera el valor de C, en el punto con
las coordenadas cartesianas (4, -1, 9). Asi, se almacena la informacién de manera compacta,
pues para 21 posiciones de datos por eje, se tienen entonces tres vectores de 21 entradas y una
matriz de 21x21x21 = 9261 datos, en lugar de asignar cada punto de manera independiente en
vectores, lo que implicaria generar 4 vectores de 9261 entradas cada uno.

Una vez ingresados los datos de entrada a la funcion interp3, se hace un ciclo de pruebas con
1000 puntos, elegidos de forma aleatoria, dentro de los rangos de interés, para validar el valor
de C, que entrega el método propuesto, frente al que arroja la funcion interp3 de Matlab. La
figura 4 muestra el valor del error absoluto de estos 1000 ensayos.

Cuadro 2. Rangos de valores en cada eje de coordenadas.

Posicion rango x rango y rango z
1 0 -10 0
2 1 -9 1
3 2 -8 2
4 8 -7 3
5 4 -6 4
6 5 -5 5
7 6 -4 6
8 7 -3 7
9 8 -2 8
10 9 -1 9
11 10 0 10
12 11 1 11
13 12 2 12
14 13 3 13
15 14 4 14
16 15 5 15
17 16 6 16
18 17 7 17
19 18 8 18
20 19 9 19
21 20 10 20
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Figura 4. Error absoluto de 1000 ensayos con puntos aleatorios.

El promedio del error de los 1000 ensayos de la figura 4 es 6,9575 x 10" y el épsilon del
computado empleado es 2,22 x 1076, Dado lo anterior y que el error maximo es del orden de
107'%, se puede asegurar la confiablidad del método propuesto, pues las diferencias encontradas
son atribuibles a la precision finita de la aritmética del computador y no al método propuesto.

Conclusiones

Al desarrollar e implementar un método para resolver el problema de la interpolacion
tridimensional en un campo escalar, se encuentran las siguientes conclusiones:

La utilizacion de una matriz de tres indices, para el almacenamiento de la informacion de
un campo escalar en tres dimensiones, resulta sumamente compacta e implica un ahorro
significativo en memoria computacional.

El método propuesto de interpolacion tridimensional puede generalizarse a una malla que
no sea uniforme, lo cual lo hace mas flexible que las funciones existentes en los programas
comerciales de simulacion numérica.

El método desarrollado concuerda, de manera confiable, con los resultados entregados por
Matlab.

Estas conclusiones garantizan la validez del método propuesto y a la vez abren nuevas
oportunidades de desarrollo e investigacion, como o es la extension de esta solucion a
volumenes irregulares o dependientes del tiempo, asi como modelos no lineales u otros tipos,
aplicables a espacios no isotropicos.
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