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100 C. CRUZ-TORRES

Resumen

El modelo GARCH (modelo autorregresivo condicional heteroceddstico gene-
ralizado) es un modelo estadistico para series de tiempo usado para describir
la varianza del error como una funcién de los errores al cuadrado pasados y de
las varianzas. Estos modelos GARCH son usados para modelar la volatilidad
variando en el tiempo y los clusters de volatilidad. Si ademaés el efecto de
la varianza es incluido en las observaciones para predecir la media, se tiene un
GARCH-M (GARCH en media). En este articulo, se analizan estos
modelos en un contexto bayesiano para series de tiempo bivariadas, donde
las observaciones son asumidas de comportarse como un modelo
VAR-GARCH-M. Una aplicacién del modelo bivariado es ajustado para
medir el efecto de la variabilidad de la inflacién y crecimiento del producto
en la media de la inflacién y crecimiento del producto.

Palabras clave: modelos bivariados GARCH-M; inferencia bayesiana; Monte Carlo Hamil-
toniano; inflacién y crecimiento del producto.

Abstract

The generalized autoregressive conditional heteroskedasticity (GARCH)
model is a statistical model for time series used to describes the variance of
the current error as a function of past squared errors terms and previous var-
iances. These GARCH models are commonly used in modeling time varying
volatility and volatility clustering. If, in addition, the effect of the variance
is included in the observations to predict the mean, we have the GARCH-M
(GARCH in mean) models. In this paper, the above issues are analyzed in
a bayesian approach to modeling a bivariate time series, where the observa-
tions is assumed to behave as a VAR-GARCH-M model. An application of
a bivariate model is fitted to measure the effects of inflation variability and
uncertainty growth on inflation and output growth mean.

Keywords: bivariate GARCH-M models; bayesian inference; Hamiltonian Monte Carlo;
inflation and output growth.

Mathematics Subject Classification: Primarios: 62H12, 62M10. Secundarios: 62F15.

1 Introduccion

La volatilidad es un indicador de riesgo que es definido como la desviacién
estandar condicional del retorno de un activo. La volatilidad se refiere al nivel
de incerteza o el riesgo asociado con el tamano de las variaciones de un va-
lor y muestra cuan grandes fluctian los valores de un activo alrededor del pre-
cio medio. Un valor alto en la volatilidad indica que el valor de una inversién
potencialmente puede distribuirse en un rango mas amplio de valores. Por tanto,
se puede concluir que para tomar una decisién de inversién es importante conocer
la volatilidad y comparar frente a una cartera de referencia, favoreciendo aquellas
de menor volatilidad.

Modelar y predecir correctamente la volatilidad es por tanto -critico.
Ademsés, el modelado de la volatilidad de una serie temporal puede aumentar

Rev.Mate. Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 31(1): 99-126, Ene — Jun 2024



ESTIMACION BAYESIANA DE UN MODELO GARCH-M BIVARIADO 101

la eficiencia de la estimacion de los pardmetros y la precision de los intervalos de
prediccién. La premisa de que la volatilidad no es directamente observable es una
de sus caracteristicas distintivas. Las observaciones en series de retornos semanales
y de mayor frecuencia de activos econémicos y financieros no son independientes.
A pesar del hecho de que las observaciones en estas series casi no estan correlacio-
nadas, existe una dependencia de orden superior en la serie.

Algunas caracteristicas que muestran las series con volatilidad es que suelen
presentarse en cluster (es decir, volatilidad que puede ser alta en ciertos periodos y
baja en otros). En segundo lugar, la volatilidad evoluciona continuamente; los picos
de volatilidad son poco comunes. Tercero, la volatilidad no diverge hacia el infinito;
fluctia dentro de un rango dado, lo que implica que la volatilidad es frecuentemente
estacionaria. En cuarto lugar, el efecto de apalancamiento describe cémo reacciona
la volatilidad ante un aumento o disminucién importante de la volatilidad. Estas
caracteristicas son esenciales en el desarrollo de modelos de volatilidad [37].

En la literatura se encuentran diferentes tipos de modelos de volatilidad, el
primer articulo que se puede mencionar es el modelo ARCH (“autoregressive con-
ditional heteroskedasticity”) de [9]. También tenemos el modelo GARCH (“general-
ized autoregressive conditional heteroskedasticity”) [5] y sus extensiones, como ser
el IGARCH (“integrated GARCH”) [29], EGARCH (“exponential GARCH?”) [30],
GARCH - M (“GARCH in mean”) [19] y TGARCH (“Threshold GARCH?) [43]
por mencionar algunos. Por otro lado, existe otra familia de modelos donde es asu-
mido que la ecuacién de la volatilidad posee un choque con componente aleatoria,
estos modelos son conocidos como modelos de volatilidad estocéstica (SV) [22].

En una literatura mas reciente, [10] introduce el GARCH extendido
(GARCH - X)), el cual incluye a la varianza como una variable exdgena en la ecua-
cién de volatilidad y [40] demuestra el poder predictivo de un modelo GARCH(1,1)
con los indices de retornos de Standard & Poor’s (S& P500). Para estimar la vola-
tilidad de los precios de las opciones del indice bursétil de Taiwén, [38] integra un
modelo EGARCH y una red neuronal, mientras [41] estudia una regresién cuan-
tilica para un modelo GARCH lineal utilizando una representaciéon ARCH(o0) de
las volatilidades. Ademds, [36] implementé un wavelet junto con un modelo au-
torregresivo con medias méviles integrado (ARIMA) y el modelo GARCH para
predecir precios futuros.

Asimismo, [26] caracteriza el comportamiento asintGtico de las volatilidades en
un modelo GARCH(1,1) no estacionario; [35] utiliz6 una aproximacién racional
para la funcién de volatilidad en el modelo GARCH como una técnica de aproxi-
macién mas prometedora en comparacioén con la aproximacion polinomial utilizada
en otros modelos de tipo ARCH y [18] investigé los efectos indirectos de la crisis
financiera mundial en los mercados bursatiles asiaticos emergentes. Los modelos
GARCH BEKK bivariados confirmaron la presencia de efectos indirectos de NYSE
en las economias emergentes en los tres casos (es decir, antes, durante y después
de la crisis financiera). Sumado a lo anterior, [42] propusieron el modelo GARCH-

Rev.Mate. Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 31(1): 99-126, Ene — Jun 2024
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MIDAS basado en cuantiles para examinar la influencia de la incertidumbre de la
politica econémica mensual en el valor en riesgo diario en los mercados del petrdleo
crudo de West Texas Intermediate. En particular, se descubrié que un aumento en
la incertidumbre de la politica econémica genera un mayor riesgo de mercado del
petréleo crudo. Finalmente, [39] hace un andlisis de volatilidad basado en modelos
tipo GARCH para encontrar evidencia del mercado bursatil chino.

El modelo ARCH es un modelo de series de tiempo que expresa la varianza
del término de error actual o innovacién en funcién del valor actual del error
y de los términos de error de periodos anteriores; la varianza esta frecuentemente
relacionada con los cuadrados de las innovaciones pasadas. El modelo ARCH es
apropiado cuando la varianza del error sigue un modelo autorregresivo (AR). Si
se asume un modelo autorregresivo con medias méviles (ARMA) para la varianza
del error, tenemos un modelo GARCH.

Los modelos GARCH se emplean comtnmente en el modelado de series de
tiempo que exhiben volatilidad variable en el tiempo y cluster de volatilidad.
Los modelos tipo GARCH son frecuentemente clasificados incorrectamente como
modelos de volatilidad estocéstica (SV), esto es erréneo porque la volatilidad en el
tiempo t estd totalmente predeterminada (determinista) con base a valores previos.
Debido a su eficacia para simular la rentabilidad de los activos y la inflacién, los mo-
delos GARCH se emplean ampliamente en economia y finanzas. Intentan reducir
los errores de pronéstico teniendo en cuenta los anteriores y mejorando la calidad
de las predicciones en curso.

El objetivo de este trabajo es proponer una metodologia para ajustar un mo-
delo VAR-GARCH-M bivariado en un contexto bayesiano, donde se implementa
el Monte Carlo hamiltoniano como método de estimacién. Esta implementacién se
hace suponiendo choques Normales y t-Student, donde en esta ultima se estima
asumiendo que las observaciones poseen distintos grados de libertad. Finalmente,
se aplica este modelo para analizar el comportamiento de dos variables econémicas
como ser inflacién y el crecimiento del producto para dos economias.

El articulo es organizado de la siguiente manera: en la seccién 2 se revisa las
técnicas de estimacién de estadistica Bayesiana. La seccién 3 explica la metodologia
econométrica para modelos GARCH univariados y multivariados. En la seccién
4, se presenta un ejemplo de simulacién para validar la metodologia explicada.
La seccion 5, presenta una aplicacion para datos reales con resultados de estimacion
de ajuste para un modelo GARCH-M bivariado. Finalmente, la secciéon 6 ofrece
las principales conclusiones.

2 Estadistica bayesiana

La estadistica bayesiana se basa en la probabilidad subjetiva, trabaja con la
actualizacién de la evidencia considerando el conocimiento adquirido previo a una
investigacion, més la evidencia obtenida de los datos. El teorema de Bayes se utiliza
para calcular y actualizar las probabilidades después de obtener nuevos datos.
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ESTIMACION BAYESIANA DE UN MODELO GARCH-M BIVARIADO 103

El teorema de Bayes define la probabilidad condicional de una ocurrencia basada en
datos e informacion previa o creencias sobre el evento o las condiciones asociadas.

2.1 Regla de Bayes

El paradigma bayesiano se construye en funcién del teorema de Bayes, el cual es
un mecanismo que permite conocer sobre los parametros a ser actualizados cuando
nuevos datos son presentados. En forma general, sea 6 un vector que contiene todos
los parametros de interés, sea y todos los datos hasta el tiempo presente. Si una
distribucién a priori p(6) es dada y una funcién de verosimilitud L(6;y) puede
ser propuesta, la actualizacién de los pardmetros puede ser hecha a través de la
siguiente ecuacién:

py01O)p®) _ _prOIO)PO) _  L6;y)p)
pr(y) [ pr(10)pO)do [ L(6;y)p(©)do

ply) = o L(6; y)p(6). (2.1)

Dado que y es conocido, el denominador de (2.1) es una constante de propor-
cionalidad, el cual es util para asegurar que la distribucién a posteriori es propia.
En muchos casos, py(y) no puede ser calculada de forma explicita, justificando el
uso de algoritmos de Monte Carlo via cadenas de Markov (MCMC) [16].

2.2 Monte Carlo hamiltoniano

El método de Monte Carlo hamiltoniano (HMC) [28] es un algoritmo de
Metrépolis-Hastings, con una evolucién dindmica hamiltoniana simulada utilizan-
do un integrador numérico reversible en el tiempo y que conserva el volumen
(generalmente el integrador de salto) para proponer un movimiento a un nue-
vo punto en el espacio de estado. En comparacién con el algoritmo Metrépolis-
Hastings, que suele utilizar un paseo aleatorio gaussiano o una distribucién de
propuesta independiente, el Monte Carlo hamiltoniano reduce la correlacién entre
estados muestreados sucesivos al proponer movimientos a estados distantes que
tienen una alta probabilidad de aceptacién debido a la energia aproximada, con-
servando las propiedades de la dindmica hamiltoniana simulada cuando se usa un
integrador simpléctico.

Suponga que la distribucién objetivo es f(x) y una cadena de muestras
Xo, X1, X3, ... es requerida. Las ecuaciones de Hamilton son

@_GH @_ OH

a opn Y dr T ow

donde x; y p; son la i—esima componente de la posicién y el vector de momento
respectivamente y H es el hamiltoniano. Sea M la matriz de masa, que es simétrica
y definida positiva, entonces el hamiltoniano es
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Loro
H(x,p) = U) + 5p"M™'p,

donde U(x) es la energia potencial, la cual esta dada por U(x) = —In f(x).

El algoritmo requiere un nimero entero positivo para el nimero de pasos de
salto de rana L y un niimero positivo para el tamano del salto At. Suponga la cadena
en X,, = x,, sea x,(0) = x,,. Un momento aleatorio Gaussiano p,(0) es generado de
la N(0, M). Luego, la particula sera corrida bajo la dindmica hamiltoniana para el
tiempo LAt, esto sera hecho resolviendo la ecuacién de Hamilton numéricamente
usando el algoritmo de salto de rana. La posicién y vector de momento después
del tiempo At usando el algoritmo de salto de rana es

At At
pn(t + 7) = pn(t) - ?VU(-X)I)C:)C,,U)’ (22)
At
Xt + A = x,(0)+ AtM 7 p,(t + 7), (2.3)
At At
pat+ A1) = put+ 7) - TVU(xNx:xn(H—Az) (2.4)

Estas ecuaciones son aplicadas a x,(0) y p,(0) L veces para obtener x,(LAt) y
pn(LAY). Debido a que el algoritmo de salto de rana es un método numérico y no
resuelve exactamente las ecuaciones de Hamilton, se utiliza un paso de Metrépolis-
Hastings. La transiciéon de X,, = x,, a X,41 es

Xn+1|Xn =Xp =

)

x,(LAt), con probabilidad a(x,(0), x,,(LA?))
x,(0), otro caso

donde

(2.5)

(2, (0). x,(LAD) = ml’n(l eXP[—H(xn(LAt),Pn(LAt))])

exp[—H (x,(0), p,(0))]
Esto es repetido para obtener X1, Xy42, - .. ([4]).

La dinamica hamiltoniana tiene una interpretacion fisica que puede proporcio-
nar intuiciones tutiles. En dos dimensiones, podemos visualizar la dindmica como
la de un disco sin friccion que se desliza sobre un superficie de altura variable.
El estado del sistema consiste de la posicion del disco, dado por un vector ¢, y el
momento del disco (su masa por su velocidad), es dado por el vector p. La energia
potencial, U(g), del disco es proporcional a la altura de la superficie en su posicién
actual, y su energfa cinética, K(p), es igual a |p[>/(2m), donde m es la masa del
disco. En la parte nivelada de la superficie, el disco se mueve a una velocidad cons-
tante, igual a p/m. Si encuentra una pendiente ascendente, el impulso del disco le
permite continuar, con una disminucién de su energia cinética y un aumento de su
energia potencial, hasta que la energia cinética (y, por tanto, p) sea cero, en cuyo
punto volverd a deslizarse hacia abajo (con la energfa cinética aumentando y la
energia potencial disminuyendo).
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ESTIMACION BAYESIANA DE UN MODELO GARCH-M BIVARIADO 105

En aplicaciones no fisicas de la dindmica hamiltoniana, la posicién correspon-
derd a las variables de interés. La energia potencial serd el negativo del logaritmo
de la densidad de probabilidad para estas variables. Las variables de momento,
una para cada variable de posicién, se introducirdn artificialmente [28].

Por ejemplo, una intuicién econémica podria ser que el conjunto de pardmetros
a estimar representan diferentes activos en un mercado financiero. Cada combina-
ciéon de valores de parametros corresponde a una cartera de inversiones en ese
mercado, los momentos en el HMC se pueden relacionar con la velocidad de cam-
bio en el mercado. La dindmica hamiltoniana se asemeja a céomo los precios de
los activos y el valor de las carteras cambian con el tiempo debido a factores
economicos y financieros, esto puede incluir noticias, datos econémicos, tasas de
interés, etc.

Varias propiedades de la dindmica hamiltoniana son cruciales para su uso en
la construccién de las actualizaciones del MCMC. En primer lugar, la dindmica
hamiltoniana es reversible, la reversibilidad de la esta es importante para mostrar
que las actualizaciones de MCMC dejan invariable la distribucién deseada. Una
segunda propiedad de la dindmica es que mantiene el invariante hamiltoniano (es
decir, conservado), para las actualizaciones de Metrépolis utilizando una propuesta
encontrada por la dindmica hamiltoniana, la probabilidad de aceptacién es 1 si H
se mantiene invariable. Una tercera propiedad fundamental es que conserva el
volumen en el espacio (x, p) (un resultado conocido como el teorema de Liouville),
la importancia de la conservacion del volumen para MCMC es que no necesitamos
tener en cuenta ningin cambio en el volumen en la probabilidad de aceptacién de
las actualizaciones de Metrépolis.

La principal ventaja del HMC es muestrear mucho mas eficientemente que los
métodos simples como el paseo aleatorio de Metrépolis, esto se debe a que podemos
evitar el paseo aleatorio. Un beneficio adicional del HMC es su mejor escalado con
la dimensionalidad que los métodos de Metrépolis.

Un impedimento practico para el uso del HMC es la necesidad de seleccionar
valores adecuados para el tamano de paso de salto, Af, y el nimero de pasos de
salto de rana, L, que juntos determinan la longitud de la trayectoria en un tiempo
ficticio, LAt. Otra limitacién es que solo se aplica a partir de variables continuas
con densidades diferenciables. Si algunas de las variables son discretas o tienen
densidades no diferenciables, entonces podemos usar movimientos HMC solo en
un subconjunto de las variables.

El “No U-Turn Sampler” (NUTS) [21] es una extensién para controlar L au-
tomdticamente. Sintonizar L es critico, si L es muy grande, la particula oscilara
y esto incrementard el costo computacional, para L muy pequeno, la particula se
comportard como una caminata aleatoria. NUTS ejecuta la dindmica hamiltoniana
tanto hacia delante como hacia atras en el tiempo de forma aleatoria hasta que
se satisface la condicién de giro “U-Turn”. Cuando eso sucede, se elige un punto
aleatorio de la ruta para la muestra de MCMC y el proceso se repite desde ese
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nuevo punto. En detalle, se construye un arbol binario para rastrear la ruta de los
pasos de salto de rana. Para producir una muestra de MCMC, se lleva a cabo un
procedimiento iterativo. Una variable U, ~ U(0, exp(-H[x,(0), p,(0)])) es generada.
Sea x;! y p, la posicién y el momento de la particula delantera respectivamente.
Similarmente, X, y p,, para la particula trasera. En cada iteracién, el arbol binario
selecciona aleatoriamente de manera uniforme para mover la particula delantera
hacia adelante o la particula trasera hacia atrds en el tiempo. Ademads, para cada
iteracion, el nimero de pasos de salto de rana aumenta en un factor de 2.

El proceso iterativo continua hasta que la condicién “U-Turn” es satisfecha,
esto es
xr-x)p,<0 o xX\—-x,)-pr<0
o cuando el hamiltoniano se vuelve inexacto

exp|[-HEX,pH)+6]<U, o exp[-H(X,,p,)+6]<U,.

n

Una vez la condiciéon “U-Turn” es satisfecha, la siguiente muestra del MCMC, x,,,1,
se obtiene muestreando uniformemente la ruta de salto trazada por el arbol binario
{x,,..., X, (A1), X,(0), X, (A1), ..., X"} el cual satisface

U, < exp[—H(Xn+1, Pn+1)] -

3 Metodologia econométrica

Sea y, el valor observado de una variable considerada estacionaria. La suposicién
principal detrds de un estudio de la volatilidad es que mientras el momento de
primer orden de la serie no estd serialmente correlacionado o tiene una correlacién
serial de orden inferior, el momento de segundo orden de la variable exhibe algin
tipo de correlacién serial.

Para poner los modelos de volatilidad en contexto, considere la media condi-
cional y la varianza de y, dado el conjunto de informacién, D,_;. Los primeros dos
momentos son definidos como, y; = E(y|D;—1) y 02 = var(y|D,-1). D,- consiste
tipicamente de todas las funciones lineales de los valores observados pasados de
esta variable. Generalmente, u, es asumido de ser un modelo estacionario con una
estructura ARMA(p, q).

3.1 Modelos univariados ARMA-GARCH-M

El modelo autorregresivo de orden p y media mévil de orden g y heterocedas-
ticidad condicional autorregresiva generalizada de orden k es dada por

p q k
y,=,u+Zgbjy,_j+ZGju,_j+Z(//jht_j+u,, (31)
j=1 j=1 j=1
donde u; ~ N(O,h,), t=p+1,...,N y h; es definida como
h=w+ Zﬁjht_j + Z ajulz_j (32)
j=1 j=1

Rev.Mate. Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 31(1): 99-126, Ene — Jun 2024



ESTIMACION BAYESIANA DE UN MODELO GARCH-M BIVARIADO 107

con la restriccién ¥ a; + X' B; < | para garantizar estacionariedad.

Sin perdida de generalidad considere u = 0 y w = 0. Sean las observaciones

Yo = (1,...,¥p) conocidas y sea up = Up_1 = ... = Upg = Up_g1 =0, cong<py
k < p. La ecuacién (3.1) puede ser reescrita como
y=X¢p+A0+Hy +u, (3.3)

donde y = (Vpsts---sIN)s & = (@1,...,0p) s w = (Ups1,...,uy), 6 = (01,...,6,),
=W )y

Yp Yp-1 e Y1 up cee Upgyl
Ypr1. Yp o oo 2 Uprl .. Up—ge2
X=| . . .|, A=
YN-1 YN-2 .- YN-p UN-1 ... UN—q
y
P
- hprt oo g
H= )
hy-1 ... hy-g
De la ecuacién (3.1) podemos definir u,, para t = p+ 1,..., N recursivamente por

p q k
U =y — Z Gjyi-j — Z Oju—j — Z Y ihy-j.
=1 =1 =1

Por tanto, la funcién de verosimilitud es dada por
1 - .
L(¢. 6.9 | X, A, Y, yo) o |H[""* exp {—5<y - X¢—Ag - HYYH™'(y — X¢p — Af - Hw} . (34)

donde H = diag(hp1, ..., hy). Esta funcién de verosimilitud L es proporcional con
la distribucién normal.

3.2 Modelo GARCH-M bivariado

La volatilidad en las variables pueden estar relacionada en muchas circuns-
tancias, cuando los impactos de los choques contemporaneos estan correlacionados
entre si. Los modelos GARCH multivariados intentan estimar las volatilidades con-
dicionales de las variables en el mismo instante de tiempo. Ademaés, estos modelos
pueden ser especialmente relevantes en la investigaciéon que involucra decisiones
de asignacién de cartera que estan influenciadas por el grado de covarianza de los
precios de las acciones o la correlacién en las volatilidades de un valor que sigue a
un choque.

Considere la serie bivariada y, indexada en tiempo discreto ¢ € N, de dimensién
2, un modelo estacionario VARMA(p, ¢)-GARCH(r, 5)-M(k) es dado por [33]

2k

Y=p +ZZ:Zp:¢lmy§"]+ZZGI’" mo4 Z MH S+ u, (3.5)

m=1 j=1 m=1 j=1 m=1 j=0
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108 C. CRUZ-TORRES

donde u! ~ N(0,h!), parat=p+1,...,N,[=1,2y

2 r s
Wo=ol+ 3 OB+ e, ) (3.6)
m=1 j=1 j=1

con la restriccién an:I(Z‘;:l a/é.m + 20 ﬁlj’”) < 1, donde todos los coeficientes
son positivos.

Una estructura especial del modelo GARCH bivariado en notacién matricial,
se denomina como representacién BEKK, es dada en [11]:

s r
u; ~ N(O,Ht); H, = 3630 + Z B,'(u,,ku;_kBk + Z CI/H,,ICI. (37)
k=1 I=1

Este es un modelo paramétrico con restriccion de precisién positiva, proporcio-
nando asi un modelo para modelar la volatilidad. El modelo (3.7) asegura que
la matriz H; es simétrica y definida positiva, mientras que también usa los valo-
res pasados de u, y H,, imitando la estructura del modelo GARCH univariado.
Dado que By no multiplica ningin otro factor que no sea el mismo, debe ser trian-
gular para que los pardmetros sean identificables.

Engle y Kroner demostraron que esta representacion es suficientemente gene-
ral ya que incluye todas las representaciones diagonales definidas positivas y las
representaciones vech. Si bien este modelo supera una gran debilidad de la repre-
sentacién vech, atin involucra la cantidad de pardmetros (1 +r+ s)m?> = O(m?), para
nuestro caso bivariado, m = 2 [20]. Esto limita severamente la aplicabilidad del
modelo BEKK a escenarios con un pequeno ntimero de variables. Las versiones
escalar y diagonal del modelo BEKK también se propusieron como formulaciones
mas manejables del modelo BEKK. Una desventaja de la formulacion BEKK es
que los parametros no pueden interpretarse facilmente y se pierde la intuiciéon de
los efectos sobre los pardametros [15].

Proponer un modelo de regresién que incluya tanto la influencia de los datos
rezagados como la matriz de covarianza en el vector de medias seria una extension
natural de esto. Como resultado, la nueva estructura de un VAR(p)-M(1) serd

P
yi=Ao+ ) A+ Gvech(Hy) + uy, (3.8)

J=1

donde u, tiene la estructura de (3.7). De esta forma todos los pardmetros
estan identificados.

Este enfoque se usard para modelar dos variables observables y! y y2,
v = (¥,¥%). Se adopta el enfoque VAR-GARCH-M para tener en cuenta la po-
sible influencia de la incertidumbre de las dos variables en la media de ambas.
Los efectos de la incertidumbre sobre las dos variables observables o premio del
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riesgo son captados por los elementos de la matriz G. En este caso, los elementos
de la matriz G representan el premio de riesgo que la volatilidad de cada variable
ejerce sobre la media de cada variable, adicionalmente se mide el impacto de la
covarianza entre las volatilidades sobre la media de cada variable.

En esta formulacién en orden de establecer el enlace entre el modelo (3.5)-(3.6)
y el modelo (3.7)-(3.8). Note que

1 11 12 11 (1,2) 12
i ¢ b . vy Y v
Ag = , A= R =1,....,p; G= 0 0
S [fﬁj‘ ¢§-2,] TRt w o e

En esta formulacién, no estamos considerando el bloque del efecto de la media
movil. El modelo propuesto tiene en cuenta la posible no diagonalidad en las es-
tructuras de covarianza, que es una distincion esencial entre los enfoques utilizados
aqui. {2y y&b I coeficiente de 1 ianza h{"? da ob i6

qui. ¥, y ¥, son el coeficiente de la covarianza h, ™ para cada observacion.

Para los demas parametros

hl
htl L2 (ltz) ) o w2
H{ = [ h;l’z) ;ztz’ N Vech(H,) = ht 5 N B()BO = (/_)(1’2) wz N
ht
donde By conk=1,...,syCyconl=1,...,r son matrices cuadradas de dimension

2. Note que, el modelo (3.7)-(3.8) es mas general que (3.5)-(3.6), porque toma en
cuenta el efecto de la covarianza de la matriz H; en la media de las observaciones
(3.8) y en las volatilidades (3.7).

El modelo se estimara utilizando la media posteriori, siendo H; una matriz de
covarianza condicional definida positiva.

3.3 Modelo VAR-GARCH-M t-Student con multiples grados de
libertad

En vista de la formulacién anterior, se propone el modelo GARCH t-Student
condicional generalizada, reemplazando el supuesto de normalidad condicional del
error por la distribucion t-Student condicional generalizada. La forma asumida por
este modelo es [8]

Vi = Ao+ X1 A+ Gvech(Hy) +us; w|Hy, A, ~ NO, A, H A,

AP = diag)? 0 Aulv ~ 1GR9, j= 1,2 (3.9)

H; = 3630 + 22:1 B,’(u,_ku;_kBk + Z;:l C;Hl_lcl.

Téngase en cuenta que, en lugar de usar una sola variable de mezcla en el modelo,
se propone usar méas de una variable de mezcla, una para cada elemento diagonal
en la matriz de covarianza H,. La matriz All/th/\tl/2 y H, tienen la misma matriz
de correlacion, pero la mezcla de variables por componente puede ser ttil para
detectar cambios estructurales en la ecuacion de las observaciones.
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Ademas, nétese que cuando H, es diagonal, el modelo general se reduce a distri-
buciones t-Student independientes univariadas con diferentes grados de libertad,
que cuando se integra el pardmetro 4, en la formulacién normal-gamma en el caso
de la diagonal, se obtiene la distribucién t-Student con v; grados de libertad para

u! con funcién de densidad [2], [6]

I'((v;+1)/2)

((v; = 2)EH™ 121 + ﬂ)-“z(w” 1=1,2 (3.10)
rv;/2) 7 ' ’ o '

!
) = v - D]

Una versién manejable del GARCH bivariado es aplicable cuando se usa una
distribucién que permite multiples grados de libertad y es condicionalmente nor-
mal. La matriz H, ya no representa la covarianza en su totalidad, pero puede
tomarse como una matriz de escala. La matriz A]’> es de menor importancia ya
que solo esta presente para permitir una distribucién de probabilidad condicional-
mente normal.

3.4 Distribuciones a priori

Siguiendo [25], para A; con j = 1,...,p, la distribucién a priori escogida para
todos los parametros en la matriz es N(0, 1) independiente en cada uno. Dado que
esta priori se centra en 0, se tiene la suposicién de que la influencia de los valores
rezagados es inexistente, favoreciendo un modelo més simple. Ademads, el hecho de
que sea ideal dejar que los datos determinen la estructura de dependencia sugiere
que los prioris sean independientes. Finalmente, una varianza de 1 deberia permitir
dar més peso a los datos en la distribucién posterior, pero, por otro lado, asegura
la condicién de estacionariedad.

La matriz de pardmetros G es uno de los factores mas esenciales en un contexto
inferencial ya que determina el impacto de la volatilidad de cada factor en el vec-
tor de medias. También se observé que era uno de los mas dificiles de estimar.
Asumiendo que el impacto de la volatilidad en la media, mientras exista, no
debe ser excesivo, la priori seleccionada para cada elemento de G es
N(0, 1) independiente.

Los parametros restantes residen en H;, deben de ser no muy informativa ya
que estan sumergidos en la estructura del modelo. Entonces By con k = 1,...,s
y C;con l = 1,...,r son prioris N(0,1) para todos los parametros de la matriz
independientes entre si.

La distribucién a priori de v;, para el modelo t-Student generalizado, v;, j = 1,2
es dada por [14], el cual son prioris independientes de Jeffrey, que se ha demostrado
que conducen a posterioris propias y tienen buenas propiedades frecuentistas

2(v; +3) }”2

Vj(Vj +1)

Y
p(v;) o« (Vjvi 3) {sﬂ'(Vj/Z) -¢'((vi+1)/2) -

donde ¢(a) = dlogT(a)/da v ¢'(a) = dy(a)/da son las funciones digamma y
trigamma respectivamente.

Rev.Mate. Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 31(1): 99-126, Ene — Jun 2024



ESTIMACION BAYESIANA DE UN MODELO GARCH-M BIVARIADO 111

3.5 Estimacion

El algoritmo para hacer la estimacién del modelo VAR-GARCH-M por el HMC
puede ser descrito a grandes rasgos de la siguiente manera:

1. Inicializar los pardmetros del modelo VAR-GARCH-M. Definir la funcién
objetivo como la distribucién a posteriori de los parametros.

2. Implementar el HMC para muestrear de la distribucién a posteriori, es decir,
calcular el gradiente de la funcién objetivo con respecto a los parametros.

3. Generar una propuesta definiendo el niimero de salto de rana L y el tamano de
salto Ar. Aceptar la propuesta en un paso de Metropolis con probabilidad de
aceptacion dada en (2.5). O generar automdticamente por medio del NUTS.

4. Actualizar los pardmetros del modelo utilizando las muestras obtenidas me-
diante el HMC.

5. Repetir los pasos 2-4 hasta que se cumpla algin criterio de convergencia.

3.6 Funcion de Impulso Respuesta

La respuesta a un impulso de un sistema es la que se da en la salida cuando se
introduce un impulso a la entrada. Las funciones de impulso respuesta se utilizan
para representar como reacciona la economia a lo largo del tiempo ante impulsos
exbgenos, a menudo conocidos como choques, y se modelan con frecuencia en el
contexto de un vector autorregresivo. Los cambios en el gasto publico, las tasas
impositivas y otros parametros de la politica fiscal con frecuencia se tratan como
ex6genos desde un punto de vista macroeconémico; cambios en la base monetaria
u otros parametros de politica monetaria; cambios en la productividad u otros
pardmetros tecnolégicos. La reaccién de las variables macroeconémicas endégenas
como la produccién, el consumo, la inversién y el empleo en el momento del choque
y en periodos futuros se describe mediante funciones de impulso respuesta.

Las funciones de impulso respuesta rastrean el impacto dindmico de un “cho-
que” o cambio en una entrada en un sistema, [27]. Esperamos que los choques sean
transitorios en los sistemas estacionarios y que converjan con el tiempo. Depen-
diendo de las restricciones impuestas al modelo VAR estructural, el sistema puede
o no converger al estado original.

La funcién de impulso respuesta se calcula para el modelo VAR-GARCH-M t-
Student generalizado, en [32] proponen un método para calcularla cuando los cho-
ques tienen distribucién Normal. Siguiendo [7], adaptamos el método para calcular
la funcién impulso respuesta del modelo cuando los choques tienen la distribucién
t-Student generalizada, esta viene dada por

vi=Ag+ Ayt +Ghy +u,  u ~ NO, AP H A

hy = vech(H;) = vech(ByBy + Bju;—1u,_ By + C1H,—1C)).
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Para calcular la funcién impulso respuesta, suponga que en el tiempo 0, uy =
[1,0], nos interesa estudiar el efecto sobre el sistema durante los periodos t =
1,2,..., si no ocurren mas choques, es decir, u; = 0,u; =0, .... Nétese que, cuando
se coloca el impulso uy = [1,0]’, se aplica un impulso sobre la primera variable, se
quiere ver este efecto en la primera y segunda variable a lo largo del tiempo. Un
choque unitario en la primera variable en ¢t = 0 en este sistema se obtiene como:

ho = vech(Hy) = vech(B(By)

Yo =Ap +Gl’l()+uo,

hi = vech(ByBy + BiuguyB) + C1HoC).
y1 = AO +A1y0 + Gh],

hy = vech(ByBy + C1H,C)).
Y2 = AO +A|y| + Ghz

h, = vech(3630 + CiH _1C1).
Yn = Ap + Alyn—l + Ghn

Un impulso en el primer choque en el tiempo 0 da una respuesta sobre las variables
observables para cada tiempo t. Entonces y' representa la respuesta de la variable
i en el momento ¢ del impulso desde el primer choque, i = 1,2 y # = 1,2,.... De
igual manera se hace con la respuesta de las variables observables ante un impulso
para un choque de la segunda variable, es decir, cuando uy = [0, 1]’.

4 Ejemplo

En esta seccidn, se realiza un experimento de simulacién para investigar la con-
sistencia de los estimadores y evaluar el desempeno de los diferentes métodos para
estimar los parametros. El método de HMC en el paradigma bayesiano se utiliza
como algoritmo para la estimacién de los parametros. El algoritmo se implementa
en R usando la libreria de varstan [1].

41 t-VAR(1)-GARCH(1,1)-M(1)

Ahora presentaremos un ejemplo simulado para datos bivariados, queremos
estudiar la efectividad de estimar los parametros en el modelo propuesto. Considere
100 simulaciones de series de tiempo bidimensional con 300 observaciones cada una,
gobernadas por la ecuacién

( 0,1 0 ) ( 0,05 0,15 0,15
Ve = V-1 +

0 —06 01 01 02 vech(H,) + u;,  u, ~ N(O, Hy). (4.1)
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Para la ecuaciéon del GARCH considere la matriz de coeficientes dada por:

00 01 0 02 0
BO:(O 0)’ Blz( 0 0,1)YC1=( 0 0,3)'

En estas simulaciones, los coeficientes de la matriz G representan el impacto de las
varianzas hy;, hy; y la covarianza entre las observaciones cov(hy,, hy,) sobre la media
de las observaciones. Un valor distinto de cero en los coeficientes de la matriz
G representa que esta varianza (o covarianza) tiene un impacto directo en esa
variable observable, lo que nos lleva a concluir que el modelo, al tener presencia
de volatilidad, afecta directamente la media de las observaciones.

Para este ejemplo, téngase en cuenta que nuestros datos se generan a partir
de un modelo Normal, pero lo estimaremos con un modelo t-Student generalizado
definido en (3.9). Nuestra expectativa es que los grados de libertad del modelo
t-Student generalizado tengan en cuenta este comportamiento Normal, es decir, el
valor estimado de los grados de libertad sea grande. Usando el algoritmo HMC con
la extension NUTS para optimizar el salto de rana L, tomando 50000 iteraciones
de la cadena, descartando 5000 y manteniendo cada décima iteracién para reducir
la dependencia en cada simulacién. En la tabla 1 tenemos el promedio de las
medias a posteriori y los intervalos de credibilidad del 95% de los pardmetros de
las simulaciones efectuadas.

Podemos notar que en general, las medias a posteriori capturan el comporta-
miento de los pardmetros con sus respectivos signos. Ademds, los dos grados de
libertad obtienen el comportamiento de la distribucién Normal, es decir, los valores
estimados son grandes, dado que en las distribuciones t-Student cuando los grados
de libertad aumentan, estas distribuciones convergen a la distribucién Normal.

5 Datos y resultados

En esta seccién presentamos una aplicacién del modelo propuesto para estudiar
el comportamiento de la inflacién y el crecimiento del producto real para dos paises
del MERCOSUR. El objetivo es investigar si la volatilidad en la inflacién y el
crecimiento del producto afectan directamente el comportamiento del valor medio
de estas dos variables en ambos paises.

Cabe mencionar que en la literatura existen algunos trabajos donde se aplican
los modelos GARCH para estudiar variables econémicas como la inflacién, precios,
tipo de cambio, tasa de interés, etc. Entre los cuales podemos mencionar [17], [31]

y [12].

5.1 Datos

Se utiliza datos mensuales sobre el Indice de Precios al Consumidor (IPC) y

el Indice de Produccién Industrial (IPT). Los datos se refieren a Paraguay (1994-
2016) y Uruguay (2003-2015). Los datos del IPC fueron tomados del sitio web del
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Tabla 1: Estimaciones del t-VAR(1)-GARCH(1,1)-M(1).

Matriz | Parametros Valor verdadero Media Intervalo de credibilidad
del 95%
H M1 0 0.01 [-0.14,0.11]
7 0 0.00 [-0.13,0.10]
Ay A, 0.1 0.11  [0.01,0.23]
Aja2) 0 0.01  [-0.08,0.09]
A1, 0 0.00  [-0.08,0.11]
A2 -0.6 -0.60  [-0.67,-0.46)
By Boci,1y 0 0.03  [-0.11,0.16]
By 2) 0 0.01  [-0.06,0.09]
Bo2,2) 0 0.06  [-0.03,0.14]
B, By, 0.1 0.14  [0.02,0.23]
Bii) 0 -0.01  [-0.09, 0.06]
B, 0 0.02  [-0.08,0.12]
Bi22) 0.1 0.09 [-0.01,0.18]
C Cian 0.2 0.25 [0.17,0.32]
Cian 0 0.03  [-0.12,0.16]
Cian 0 0.00  [-0.20,0.19]
Ci2p) 0.3 0.27  [0.13,0.40]
G G 0.05 0.03 [-0.05,0.12]
Gis 0.15 0.12 [0.03,0.20]
Gi3 0.15 0.18 [0.09,0.29]
G, 0.1 0.11  [0.02,0.19]
Gao 0.1 0.07  [-0.01,0.16]
Gas 0.2 0.24 [0.13,0.34]
% Vi - 35.67  [22.89,63.04]
V) - 64.41  [33.96,198.37]
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Fondo Monetario Internacional, International Financial Statistics (FMI/IFS) y los
datos del IPI del sitio web de Bloomberg.

La inflacién se mide por la diferencia mensual anualizada del indice de precios
al consumidor IPC (y;; = CPI,/CPI,_; — 1) y el crecimiento del producto real por la
diferencia mensual anualizada del IPI (y,; = IPI;/IPI,_; —1). Note que en los perio-
dos estudiados para ambos paises incluye la crisis financiera global del 2008-2009,
esta crisis representa valores atipicos que producen un aumento en la volatilidad,
lo cual puede ser capturado por el modelo propuesto y como esta volatilidad afecta
la media de las observaciones.

Las estadisticas descriptivas sobre la inflacién y el crecimiento de la produccién
se presentan en la tabla 2. Estas estadisticas incluyen resultados sobre la media, la
asimetria y la curtosis. Cuando los datos son asimétricos y con colas pesadas, esto
puede ser un indicador de que un modelo GARCH con asimetria en la volatilidad es
el més apropiado [13]. Incluso, si los datos no tuvieran un coeficiente de asimetria
muy alto pero la curtosis es persistente, esto seria evidencia de que un modelo
GARCH con choques t-Student es el mds pertinente [23].

Tabla 2: Estadisticas descriptivas: inflacién y crecimiento del producto en Paraguay y

Uruguay.
Pais Variable Media  Asimetria Curtosis  KS
Paraguay Inflacién 0.0061 0.6261 4.619 0.491
Crecimiento del producto  0.0038 0.1962 6.698 0.463
Uruguay Inflacion 0.0062 0.0091 2.800 0.498
Crecimiento del producto 0.0088 0.1585 3.355 0.440

En nuestros datos podemos ver que existe evidencia de colas pesadas para
ambas variables en los dos paises, esto se puede observar por el coeficiente de
curtosis, en la mayoria de los casos es superior a 3, lo que indica que la distribucién
de estos datos tiene colas mas pesadas que la distribucién normal. Este es un
indicador de que quizas existen valores extremos en los datos, lo que sugiere que
una distribucién t-Student es mas adecuada para capturar este comportamiento,
ademads de provocar un aumento en la variabilidad de los datos, lo que lleva a la
presencia de la volatilidad en la media de las observaciones [3].

Para dar mayor evidencia a la hipétesis de no normalidad, se realizé la prueba
de Kolmogorov-Smirnov (KS) de normalidad, donde el valor critico varfa segin
el tamano de la muestra. En nuestros datos los valores criticos son de 0,117 para
los datos de Paraguay y 0,157 para los datos de Uruguay, note que el valor de
KS en la tabla supera estos valores criticos, por tanto se rechaza la hipétesis de
normalidad. Es importante mencionar que la curtosis en los datos de Paraguay es
mayor que en los datos de Uruguay, es decir que los datos de Paraguay poseen
colas mas pesadas, lo cual se evidencia cuando se estiman los grados de libertad
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en la tabla 3, valores mas bajos de grados de libertad indican colas més pesadas
en los datos.

Tabla 3: Grados de libertad para la distribucién t-Student generalizada.

Pais Vi 12
Paraguay 4.79 5.76
[3.92,6.23] [4.71,7.00]
Uruguay 15.75 8.91
[9.59,29.25]  [5.91,16.85]

5.2 Resultados

Dado que existe un indicio de posible volatilidad con colas pesadas, procedemos
a estimar la media posteriori utilizando el método NUTS del HMC, el cual se
implementé en R por medio de la librerfa varstan [1] Al igual que el ejemplo
presentado en la seccion 4, realizaremos la estimacion de la media a posteriori
de los parametros y sus respectivos intervalos de credibilidad para estudiar la
significancia para los parametros autorregresivos y de la volatilidad.

Para ajustar el modelo es necesario decidir qué orden del modelo autorregresivo
(VAR) de los datos es més apropiado, el criterio para decidir el orden es a través de
la verosimilitud marginal, la cual se calcula con el estimador gamma desplazado
propuesto por [34]. En la tabla 4 se reporta la verosimilitud marginal para el
modelo VAR de orden 1, 2 y 3 en ambos paises.

Tabla 4: Verosimilitud marginal en los modelos VAR.

Pais | VAR(1) VAR(2) VAR(3)
Paraguay | 1976.60 1983.24% 1978.07
Uruguay | 1126.15 1128.01% 1122.04

El criterio para elegir el mejor modelo por la verosimilitud marginal es aquel que
tenga el mayor valor. Esto es particularmente 1til, ya que si queremos comparar
entre modelos, la razén de verosimilitudes marginales nos da el factor de Bayes,
lo que implica que al tener un valor mas alto, el factor de Bayes serd mayor a 1
en comparacién con el resto de modelos, lo que se puede concluir que los datos
favorecen a este modelo en relacién con los demds [24].

Notese en la tabla 4, que para ambos paises la verosimilitud marginal es ma-
yor para un VAR de orden 2, lo que nos lleva a concluir que el modelo VAR(2)
ajusta mejor. Pero hay que tener en cuenta que la diferencia entre la verosimilitud
marginal del VAR(1) y VAR(2) no es tan significativa. En términos del factor de
Bayes, el VAR(2) es mejor que el VAR(1) por una fraccién de 1,0034 en Paraguay
y de 1,0016 en Uruguay, es decir, el VAR(2) es apenas superior al VAR(1) en am-
bos paises. Por ello en lo que sigue de este trabajo se tomard un VAR(1) para la
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estimacién en ambos pafses, otra razén para preferir un VAR(1) es la parsimo-
nia, tomando un VAR(1) el nimero de pardmetros a ser estimado se reduce en
comparacion con otros VAR(p), p > 1.

5.3 Modelo VAR-GARCH-M

Para tener en cuenta posibles relaciones de contemporaneidad y complementar
la estimacidn, se procede a mostrar el ajuste de los pardmetros de GARCH-M bi-
variado. En esta aplicaciéon, ajustamos el modelo vectorial autorregresivo bivariado
GARCH-en-media (VAR(1)-GARCH(1,1)-M(1)). Cuando los choques tienen una
distribucién normal, el modelo ahora se puede escribir como

H, = BéBo + B’lut_lu;_lBl + C{H,_lCl,

donde

b b B Bz Yo Y2 g1 812 &1
By = , By = , C) = G = .
0 ( 0 b ! B B ! v yn )7 821 & 823
En el caso de que los choques tengan una distribucién t-Student generalizada,

considerando la expresién dada en la ecuacién (3.9) con la definicién de las matrices
By, Bi, C; y G de la de la misma manera y u; como

wlH;, A ~ NO, A2 H A,

AV = diaga!2, 28%), A;,lv; ~ IG(%, %), =12,
Estas ecuaciones muestran la matriz de varianza-covarianza condicional para
choques de inflacién y crecimiento del producto. Note que la matriz G es de 2 X 3
porque el vector vech(H,) es la vectorizaciéon de la triangularizacién inferior de
H,. Ademass, g representa el impacto de la varianza de la inflacién en la media
de la inflacién, g, representa el impacto de la covarianza entre la inflacién y el
crecimiento del producto en la media de la inflacién, g3 el impacto de la varianza
del crecimiento del producto sobre la inflacién media. Por otro lado, g, representa
el impacto de la varianza de la inflacién sobre la media del crecimiento del producto,
g2 representa el impacto de la covarianza entre la inflacién y el crecimiento sobre
la media del crecimiento del producto y g»3 representa el impacto de la varianza
del crecimiento del producto en la media del crecimiento de la produccién.

Usando el algoritmo HMC con la extension NUTS para optimizar el salto de
rana L, se corren 50000 iteraciones, descartando 5000 y manteniendo cada décima
iteracion para reducir la dependencia, los resultados de la estimacién a la matriz
G para ambos paises del modelo VAR-GARCH-M se reportan en la tabla 5 y en
la tabla 6. Las estimaciones de la media de los coeficientes (elementos de la matriz
G) e intervalos de credibilidad del 95 % para ambos modelos, modelos normal y
t-Student generalizado para ambos paises.
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Tabla 5: Estimacion de la matriz G basa- Tabla 6: Estimacion de la matriz G basa-
do en el modelo VAR-GARCH- do en el modelo VAR-GARCH-
M normal y t-Student genera- M normal y t-Student genera-
lizado para los datos de Para- lizado para los datos de Uru-
guay. guay.
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Existe evidencia del efecto de la varianza o covarianza en la inflacién y el creci-
miento del producto. En Paraguay, hay dos impactos significativos, uno negativo
de la varianza de la inflacién (g1;) y uno positivo de la varianza del crecimiento del
producto (g13) para la media de la inflacién. Nétese que en ambos modelos (nor-
mal y t-Student generalizado) gi; y g3 son significativos, podemos concluir que
la volatilidad en la inflacién y el crecimiento del producto tienen efectos directos
sobre la media de la inflacion.

Por otro lado, en Uruguay la situaciéon es un poco diferente, en el modelo de
choques normales, hay tres impactos significativos, uno negativo y dos positivos;
uno negativo de la varianza de la inflacién (gz;) sobre la media del crecimiento
del producto, dos positivos de la varianza del crecimiento del producto (g3 v g23)
sobre la media de la inflacién y del crecimiento del producto, respectivamente.
En el caso del modelo con choques t-Student generalizado, la conclusién es un
poco diferente, hay tres impactos significativos, uno negativo de la varianza de
la inflacién (g11) sobre la media de la inflacién, y dos impactos positivos de la
varianza del crecimiento del producto (g3 y g23) sobre la media de la inflacién y
el crecimiento del producto, respectivamente. Notese que para ambos paises, los
signos de los parametros estimados de la matriz G coinciden tanto para el modelo
de choques normal como para el modelo t-Student generalizado.

Una ventaja de utilizar el modelo t-Student generalizado es que nos permite
estimar los grados de libertad v, ya que la formulacién de nuestro modelo permite
una mezcla de tal manera que se puede estimar un grado de libertad diferente para
cada serie de tiempo univariada, esto serd 1til para determinar qué tan pesada es
la distribuciéon de la cola para cada serie de datos. En la tabla 3, se presentan
las estimaciones de los grados de libertad v = (v1,v;) de la distribucién t-Student
generalizada para los datos de ambos paises. Hay alguna evidencia de colas pesadas,
lo que indica que estas series de inflacién y crecimiento del producto no siguen la
distribucién normal para ambos paises. Notese que en Paraguay, la estimacién de
los grados de libertad es menor que en Uruguay, indicando que la distribucién
de sus datos tiene colas mas pesadas, y que esto va de acuerdo a los resultados
que se presentaron en la tabla 2, donde la la curtosis fue mayor para los datos de
Paraguay, es decir, estos datos tienen mas valores extremos que en los datos de
Uruguay. Por esta razén se obtiene mas evidencia a preferir el modelo t-Student
generalizado y por tanto a sus conclusiones. En las figuras 1 y 2 se presenta la
estimacién de las cadenas MCMC, histograma y funcién de autocorrelacién de los
grados de libertad v = (v{, ) de la distribucién t-Student generalizada para las
dos naciones, donde se observa que en ambas se tiene una buena convergencia.

5.4 Funcién de impulso respuesta

Se calculé la funcién de impulso respuesta para el modelo VAR-GARCH-M
t-Student generalizado utilizando las muestras a posteriori de los parametros.
Cabe mencionar que para cada muestra posterior 6;, con j =1,..., M, se ha cal-
culado una funcién impulso respuesta para cada choque, asi, yj.!t, representa la
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Figura 1: Cadenas MCMC, histograma y ACF para los grados de libertad de la distribu-
cién t-Student generalizada para los datos de Paraguay.
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Figura 2: Cadenas MCMC, histograma y ACF para los grados de libertad de la distribu-
cién t-Student generalizada para los datos de Uruguay.
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respuesta de la variable i en el momento ¢ del impulso del choque, para la mues-
tra 6;. Por lo tanto, es posible obtener una muestra de funciones de respuesta de
impulso para cada choque.

Las figuras 3 y 4 muestran la respuesta media de la inflacién y crecimiento
del producto para los dos impulsos en los choques (inflacién y crecimiento del
producto) para los paises de Paraguay y Uruguay.

Podemos concluir que en Paraguay, en la figura 3, un impulso en la inflacién y
el crecimiento del producto no provocan un efecto significativo en estas variables,
sus valores estan alrededor de 0,10, estos efectos se desvanecen a los 5 periodos
después de haber ocurrido los choques por ambas variables. En Uruguay la si-
tuacién es diferente como podemos ver en la figura 4, un choque en la inflacién
provoca un gran efecto en la inflacién y el crecimiento del producto, su magnitud
es de 3 unidades y estos efectos se mantienen durante 5 periodos después de que
se producen los choques; tenga en cuenta que un choque en el crecimiento del pro-
ducto no tiene un efecto significativo en la inflacién y el crecimiento del producto.
Por tanto, podemos concluir que la funcién impulso respuesta refuerza la conclu-
sién obtenida anteriormente de que la volatilidad de las variables tiene un efecto
sobre sus valores medios.

inflation ~> inflation inflation -> output growth
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Figura 3: Funcién de impulso respuesta de la inflacién y crecimiento del producto
en Paraguay.
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inflation —> inflation inflation —> output growth

output growth —> inflation output growth —> output growth

Figura 4: Funcién de impulso respuesta de la inflacién y crecimiento del producto
en Uruguay.

6 Conclusiones

Este trabajo demuestra que los modelos VAR-GARCH-M sugeridos son bastan-
te prometedores en términos de ofrecer modelos parsimoniosos para la covarianza
condicional en el tiempo, garantizando que sus estimaciones sean matrices defini-
das positivas. Este trabajo también asegura que el modelo VAR-GARCH-M con
choques t-Student generalizado permite estimar diferentes niveles de pesadez en
las colas para datos bivariados, lo cual es una ventaja sobre el modelo tradicional
de choques t-Student que asume un unico grado de libertad para datos bivariados.

Calculamos la funcién de impulso respuesta como consecuencia de que el mo-
delo tiene una estructura VAR y lo adaptamos a un modelo con volatilidad, lo que
nos permitié ver los efectos del choque de una variable sobre la media de las otras
variables, lo cual es particularmente til cuando se trabaja con datos econémicos
dependientes en el tiempo.

Este trabajo también demuestra que bajo un enfoque bayesiano se considera
una fuente adicional de incertidumbre, la cual tiene implicaciones para medir la
volatilidad y utilizando el algoritmo HMC obtenemos una convergencia rapida en
los parametros.
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Esta metodologia propuesta puede ser utilizada para estimar modelos de tres
dimensiones o més haciendo sus debidas adaptaciones.
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