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Abstract

La aproximacién por polinomios trigonométricos generalizados para
funciones de Lipschitz, definidas en ciertos grupos depende de algunas
propiedades de la métrica definida en el grupo. Métricas donde esta apro-
ximacion es posible son llamadas Lipschitz compatibles. En este trabajo
damos para cierta clase de grupos, condiciones donde las métricas Lip-
schitz compatibles son acotadamente equivalentes, es decir, generan el
mismo espacio de Lipschitz. En particular, para el grupo multiplicativo
de nimeros complejos con norma uno las condiciones son necesarias y
suficientes para que las métricas Lipschitz compatibles sean acotadamente
equivalentes.

Keywords: espacios de Lipschitz; métricas invariantes; polinomios trigonométri-
cos; grupos topolégicos; espacio dual.

Resumen

The approximation by generalized trigonometric polynomials for Lips-
chitz defined functions in certain groups depends on some properties of the
group defined metric. Metrics which allow this approximation are called
Lipschitz compatible. In this work we give for certain class of groups, con-
ditions under which Lipschitz compatible metrics are boundedly equiva-
lent, i.e., they generate the same Lipschitz space. In particular, for the
multiplicative group of modulus one complex numbers the conditions are
necessary and sufficient for the compatible Lipschitz metrics to be bound-
edly equivalent.

Keywords: Lipschitz spaces; invariant metrics; trigonometric polynomials; topo-
logical groups; dual space.

Mathematics Subject Classification: 51F30, 32F45, 41A10, 28C10, 47L50.

1 Introduccion

Sea T el grupo de niimeros complejos con norma igual a uno, con el producto de
nimeros complejos como operacion. Un carécter, de un grupo abeliano local-
mente compacto, es una funcién continua x:G—T, tal que, para todo x,y €
G se tiene que x(zxy) = x(z)x(y). Esto es, x es un morfismo de grupos.
Los caracteres de G forman ellos mismos un grupo abeliano bajo la multipli-
cacién puntual, esto es, para todo z € G, (x1 + x2)(z) = x1(2)x2(z).

En el grupo de caracteres de un grupo abeliano localmente compacto, se
define la topologia compacta abierta que lo convierte en un grupo topolégico
localmente compacto. Este grupo es llamado el grupo dual de G y se denota
por I [4], [S].
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APROXIMACION TRIGONOMETRICA EN ESPACIOS LIPSCHITZ 41

Definicion 1 Sea G un grupo topoldgico abeliano, una métrica d en G, se dice
que es invariante si¥ g, h,k € G, d(kg, kh) = d(g, h)

Definicion 2 Dos métricas d1 y do en G son llamadas acotadamente equiva-
lentes si y solo si existen niimeros positivos A y B, tales que, para cualesquiera
x,y € G,

Adl(xa y) < dQ(Ivy) < Bdl(xvy)

Las métricas d; y ds se dicen equivalentes si y solo si el mapeo identidad
Id: (G,d1) — (G, dz) es un homeomorfismo. Es decir, las topologias inducidas
por las métricas d; y ds coinciden. Por supuesto que la equivalencia acotada
implica la equivalencia. Aplicaciones de métricas invariantes en grupos pueden
encontrarse en [1]], [6], [8].

Teorema 1 Si un grupo G es compacto y metrizable, entonces su grupo dual T’
es discreto y numerable [2]].

2 Espacios de Lipschitz en grupos topolégicos

Definiremos los espacios de Lipschitz en un grupo topoldgico localmente com-
pacto, con una métrica invariante cuya topologia generada coincide con la topo-
logia del grupo [3], [9].

Definicion 3 Sea G un grupo abeliano localmente compacto con una métrica d
invariante y sean f € C(G) conjunto de funciones continuasen Gy 0 < a < 1,
definimos:

0a(f) :=sup
6>0

{\f(:r) — ()]
d(z,y)"

Entonces los espacios de Lipschitz se definen como:
Lip, (G) :={f € C(G)/0a(f) < o0}.

El espacio de Lip, (G) es un espacio normado con la norma [2], definida
como:

:O<d(x,y)§6}

[ lla == max([| flloo, 0a(f))-

Cualquier funcién de la forma
k
px) = aj;(x). (1)
j=1
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42 G. MARTINEZ — M. BERNABE — M. LARIOS — J. RUIZ

donde v; € I',a; € C es llamado un polinomio trigonométrico generalizado en
G. Es conocido que si G es compacto entonces el conjunto P(G), de todos los
polinomios trigonométricos generalizados, es una C-dlgebra y separa puntos.
Asi, por el teorema de Stone Weierstrass, P(G) es denso en C(G) [3]]. Estamos
particularmente interesados en estudiar la aproximacién de funciones que estdn
en Lip;(G) por polinomios trigonométricos generalizados en G.
Es decir, aproximacion por funciones del tipo (I). En el caso G=T, los poli-
nomios trigonométricos generalizados son precisamente los polinomios trigo-
nométricos cldsicos, pues I' se identifica con Z y todo carécter es de la forma
y(x) = €™ con n € Z. Tomando en consideracién lo anterior, consideramos
en el resto del trabajo que el grupo G es topoldgicamente isomorfo a 7" para
alginr > 1.

Estamos interesados en las métricas que generan los mismos espacios de
Lipschitz, lo que da lugar a citar el siguiente teorema:

Teorema 2 Considere dos métricas en G. Los espacios de Lipschitz generados
por estas dos métricas coinciden si y solo si las métricas son acotadamente
equivalentes [7].

Las métricas equivalentes en el sentido topoldgico, que son invariantes por
traslacidon pero que no son equivalentemente acotadas como métricas, implican
en general la presencia de diferentes espacios de Lipschitz. Es decir, los espacios
de Lipschitz no estdn asociados exactamente con la estructura topolégica del
grupo sino con las métricas que lo definen.

Lo anterior nos plantea el problema de encontrar de alguna manera una
distancia d dentro de un grupo de distancias en G, que sean invariantes por
traslacion y que nos garantice el mismo espacio de Lipschitz, donde podamos
utilizar los polinomios generalizados en los problemas de aproximacién, de ma-
nera similar a lo que ocurre con la aproximacién trigonométrica usual.

Definicion 4 Decimos que el grupo dual ' es finitamente generado, si existe un
conjunto de caracteres B = {x1, X2, ..., Xrt C I' tal que si ¢ € T, entonces es
de la forma

T
¢ = mez‘?m € Z.
=1

Si queremos trabajar la aproximacion por polinomios trigonométricos gene-
ralizados en los espacios de Lipschitz la métrica debe satisfacer ciertas condi-
ciones, por lo cual damos la siguiente definicion.
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APROXIMACION TRIGONOMETRICA EN ESPACIOS LIPSCHITZ 43

Definicion 5 Sea d una métrica en G x G que define la topologia de G. Entonces
decimos que d es Lipschitz compatible si satisface:

1. d es una métrica invariante en G.
2. T C Lip,(G) con respecto a la métrica d.

Teorema 3 Sea G un grupo topolégicamente isomorfo a T con r > 1 cuyo
dual T es generado por B = {x1,x2,- .., Xr}, segun [5]. Entonces
1. la funcion
dp(z,y) == Ti<i<r|xi(z) — xi(y)], 2)

es una métrica invariante que induce la topologia de G.

2. Si B! es otro generador finito de Ty definimos dp andlogamente a dp,
estas distancias resultan acotadamente equivalentes.

3. La métrica dp en G es Lipschitz compatible.

4. Si d es cualquier métrica Lipschitz compatible en G, existe una constante
Ctal que dp < Cd.

Demostracion. 1. Como B = {x1, x2, - - ., Xr | €s generador de I', las funciones
(Xi)1<i<r separan puntos, de donde si x # y, entonces dp(x, y) # 0. Los demads
axiomas de métrica se verifican sin dificultad. Por otro lado, de la continuidad
de los caracteres x; se deduce la continuidad de la inyeccion G — (G, dpg) por
lo que es un homeomorfismo. Ademas, la métrica dp es invariante, ya que,

Xi(22) = xi(y2)| = [xi(2) = xi(y)l, 3)

2. Primero demostraremos que para cualesquiera xj,y; € T'y n; € Z, existe
una constante C' > 0, que depende de los 7, pero no de los elementos x;, y;, tal
que

IT == 11 v7[<C > lei—wl )
1<j<r 1<j<r 1<j<r
En efecto, considere a, b, ¢ y d nimeros complejos en T y sean n,m € Z,
entonces los nimeros a™, c”, 0™ y d'™ pertenece a T, en el caso que n o m sean
negativos usando laigualdad @ = (@)™", ademds se cumple que |a—¢| = |a—c|
y |b — d| = |b — d|. Entonces,
= B (" — ) + T —d™)
la™ — | 4 [b™ — d™|.

IN
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44 G. MARTINEZ — M. BERNABE — M. LARIOS — J. RUIZ

Asi obtenemos la desigualdad
la™b™ — "d™| < |a™ — "]+ | — d™.
Pero, sabemos que
a"—c"=(a—c)(a" P +a" e+ 4+ Y.
Entonces tenemos
la™ — " < nla—c|y [b™ —d™| < m|b—d|.
Asi, de (5) obtenemos
la™b™ — "d™| < nla — ¢|+ m|b—d|.
Usando induccién matematica, y la desigualdad @, tenemos,

I =7 = 11 w7 < D mileg—wl <€ ) laj—usl.

1<j<r 1<j<r 1<j<r 1<j<r

(6))

(6)

)

Con los n; positivos y C' = ) n;. Dados los conjuntos de generadores B =
{X1,X2, -+, Xr}» Bt = {61,02,...,05} de T'. Cada x; € B se puede escribir

en la forma:
Xi = Z nj,iéj, nji € 7.
1<j<s
Entonces
(@) —xa@)l = | Y (nad)) @) — > (n5:6,)(y)
1<5<s 1<5<s
= [ )@= > 5]
1<5<s 1<5<s

Aplicando la desigualdad (7)), tenemos

i) = xi)| < Ci Y 18;(2) = 6;(y)| = Cidppi (2,)

1<j<s

por lo tanto,
dB(fL', y) < C’ldB1 (l‘, y)

®)

©))
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APROXIMACION TRIGONOMETRICA EN ESPACIOS LIPSCHITZ 45

donde C' = 3", C; no depende de 7,y € G. Procediendo de la misma manera,
deducimos la existencia de otra constante C' > 0, tal que, para todo z,y € G,

dB1 (xvy) < CdB(ﬂf,y) (10)

De (9) y se concluye que dp es acotadamente equivalente con dgi.

3. Ahora se puede ver ficilmente que dp es Lipschitz compatible, pues dp es
invariante por , ademas por (8) se concluye que los y; estdn en Lip, (G) para
1=1,...,r.

4. Si d es Lipschitz compatible, entonces y; € Lip; (G) respecto a la métrica d
entonces

xi(z) = xi(y)| < Cd(z,y)
de la desigualdad anterior se sigue la afirmacién. m
Observe que las métricas

dp(z,y) ==Y [xi(@) = xi(v)|

1<i<r

d(z,y) := max [xi(z) = xi(y)|

son acotadamente equivalentes, pues claramente tenemos,
d(‘rv y) < dB(ﬂf, y) < ’I“d(SC, y)

Ademas, si dy,da, . .., d, son métrica en G entonces d definida como,

d(l’,y) = dl(xay> —|—d2(ac,y) +ee +dr($7y)

es una métrica. La métrica d es acotadamente equivalente con la métrica

~

También observe que por las propiedades de los ; y la invariancia de la métrica
d, podemos escribir,

xi(z) = xi(w)l _ [xi(z) — 1]

-1
= G.
d(z,y) d(z.e) “METTOS
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46 G. MARTINEZ — M. BERNABE — M. LARIOS — J. RUIZ

3 Resultado principal

Una pregunta que nos planteamos es si las métricas Lipschitz compatibles son
acotadamente equivalentes a la métrica dp, es decir, si todas las métricas Lip-
schitz compatibles generan el mismo espacio de Lipschitz. El resultado que
encontramos es que esto sucede en el grupo 7, sin embargo, para el grupo 7"
logramos encontrar condiciones bajo las cuales un grupo de métricas Lipschitz
compatibles son acotadamente equivalentes con la métrica dp, es decir, generan
el mismo espacio de Lipschitz.

Teorema 4 Sea G un grupo topologicamente isomorfo a T" con r > 1, cuyo
dual T es generado por B = {x1,X2,-.,Xr}. Si d es una métrica Lipschitz
compatible en G, y para cada x; € B existe una sucesion (x,) en G tal que
lim,, o0 d(zp,e) = 0, donde e es el elemento identidad del grupo, y un 0 <
M < 1 tal que para todo n € N se cumple

M < \Xz‘(l’nﬂ) - 1’
- d(zp,e€)

Entonces existe una métrica particular d del tipo asociada a la métrica d
que es acotadamente equivalente a la métrica dp.

(12)

Demostracion. Sea x; € B arbitrario, como y; es continuo y la sucesion (z,,) en
G satisface lim,,_, oo d(z,, €) = 0, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que:

d(zi,e) > d(xa,e) > -+ > d(xp,e) > d(xny1,€) > ...

‘Xi(xl) — 1| > |Xi($2) — 1’ > e > \Xi(a:nﬂ) — 1’ > .. (13)
Como d es Lipschitz compatible, existe un N > 0 tal que para cualquier x; y
para todo x € G, tenemos

Ixi(z) — 1| < Nd(z, e).

De esto y las desigualdades (12)) y (I3), se verifica que para cualquier x; y todo
n €N

Md(zpi1,e) < [Xi(zng1) — 1 (14)
i)~ 1] < Nd(ae) (s)
Md(ae) < |len) — 1] (16)
o) — 1] < Nd(nis,e) a7
Md(zp,e) <| xi(xpnt1) — 1| < Nd(zpy1,e). (18)
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APROXIMACION TRIGONOMETRICA EN ESPACIOS LIPSCHITZ 47

A partir de las desigualdades (I3), (I6), (I7), (I8) y (I8) obtenemos,

% < d(Tny1,€) < ﬁ’Xi(xn—&-l)_l‘ < ﬁd(xnﬁ-lye)
N = d(zpe) = M |xi(zn) =1 = M2 d(zn,e)

lo cual implica que para todo n € N,

M? < Ixi(Tpy1) — 1

— . 19
N2 = o) — 1) (1

Definimos en G, el subgrupo H,, = {z € G/x;(z) =1} y consideramos el
grupo cociente G/ H,,, de todas las clases laterales, donde

2,y € Hy,a < xi(z) = xi(y) = xi(a).
Ahora definimos en el grupo cociente G/ Hy, la métrica d},, como
dy.(Hy,a, Hy,b) = inf {d(z,y)/x € Hy,a Ny € Hy,b}. (20)

La métrica d;@ es una métrica invariante por traslaciéon [2].
Denotamos H,,a = a. Por las propiedades del infimo, para todo u € Ty
todo v € y se cumple

4. (7,7) < d(u, ), @0

entonces limy, o d, (Zn+1,€) = 0. Y ademds es facil ver que,

Xi(Y) = xi(T)xi(Y)-
Veamos que la métrica d; satisface la siguiente propiedad,
Xi(7) = 1] <[xi(9) — 1| = d},(Z,€) < Nd (7, €). (22)
En efecto, considere la siguiente funcién continua

f:G—=R
f(9) =l xi(g) —11.

En el subconjunto conexo B(e,r) de G [3], donde r = NdZ (i,€), se
cumple que f(e) < f(x) < f(y), solo bastaria ver que f(y) < Nd} (y,¢€).
Como d es Lipschitz tenemos |x;(y) — 1| < Nd(y, e), usando implicamos
que |xi(y) — 1| < Nd},(y, €), entonces f(y) < Ndy,(y,€). Por el teorema del
valor intermedio existe un z € B(e,r) tal que f(z) = f(x), es decir, existe un
z € Gtalqued(z,e) < Ndy,(y,e)y [xi(z) — 1] = |xi(z) — 1], de esta igualdad
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48 G. MARTINEZ — M. BERNABE — M. LARIOS — J. RUIZ

implicamos que x;(z) = xi(x) 0 xi(x) = xi(2). En el caso x;(z) = x;(x) te-
nemos dy (Z,€) < d(z,e) < Ndy, (¥, ). Parael caso x;(z) = x(z) usamos las

igualdades d(z,e) = d(z7,¢e) y xi(2) = xi(27!) que son inmediatas, entonces
nuevamente por tenemos d} (z,e) < d(z7',e) = d(z,e) < Nd%, (g, €).

Utilizando el hecho de que el grupo es compacto, podemos afirmar que dado
un z # een G/H,,, existe un n € N tal que

dy. (Tnt1,€) < Ndy, (7, €) < dy,(Tn,€).
Usando la contrarreciproca de (22) tenemos
Xi(Tnt1) — 1] < xi(Z) —1].
De aqui, obtenemos
Xi(@nt1) =1 _ [xi(Z) — 1|

di. (Tp,€)  — Ndi,(z,€)

(23)

En el caso que dy, (Tn11,€) < Ndy,(Z,€) = dy,(Zn, €) implicamos de que
IXi(Znt1) — 1| < |xi(Z) — 1], 1o que significa que la desigualdad se sigue

verificando. Por lo tanto, de (23)) podemos deducir que:

IXi(Zni1) — 1] dy, (Tns1,€) < xi(@) 1]

— —— < — - (24
Pero sabemos que |y;(z) — 1| < Nd(z,e) yaque x; € Lip; (G), ademas
dy,(%,e) = inf{d(z,t)/z € Hy,x Nt € Hy,e}
y por las propiedades del infimo, para cualquier = € G,
IXi(®) — 1] < Ndj, (7, €). (25)
De 1) y (23] tenemos
dy,(%n, €) < d(zn,e)
y
’Xi(xn—&-l) - 1| < Nd;i(jn-i-l?é)?
entonces . B
IXi(Znt1) — 1 < NdXi ($1j+1:€)' 26)
d(xp,e€) dy. (Zn,€)
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APROXIMACION TRIGONOMETRICA EN ESPACIOS LIPSCHITZ 49

Por otro lado, de la desigualdad (I9) tenemos

M2
W\Xi(xn) =1 < [xi(zn41) — 1],

de esto y la desigualdad (26)), obtenemos

M2 [xi(zn) =1  |xi(zng1)—1] xz(“’"“ e)
‘N2 d(zn,e) < d(xn,e) < N (:rn,e) :

Lo cual implica junto con (17) la siguiente relacién

M2 M ) — 1 B (ot )
N2 = N2 d(zp,e) 5. (Zn, €) '
Es decir,
M3 dE(Tpe1,€
< M (27)
N3 = dy (Zn,€)
Procediendo de la manera anterior, de las desigualdades
dx (l’n+1, ) < d(anrlv )
y
Xi(@nt1) — 1] = Xi(Tnt1) — 1],
y considerando la desigualdad (I3), tenemos

d(IL’n_H,(B) N d;k(i(jn-f-l?é) .

Combinando las desigualdades (24), y deducimos que para todo T # é
se satisface

M pa(@) - 1]
N3 = Nd; (7€)

En general para todo x; € I' y todo Z # e, la desigualdad anterior es vlida.
Por las propiedades de los x; y tomando en cuenta que las métricas dy, son
invariantes. Entonces para cada x; € I' si z,y € G/H,,. Para T # g se cumple

Ixi(z) — Xi(?j)|'

N5 ) >
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50 G. MARTINEZ — M. BERNABE — M. LARIOS — J. RUIZ

Ahora definimos la métrica d en G como:

Verificar que d es una métrica se deduce del hecho dequedadoa € G,a # ¢
hay un carécter y € I' tal que a # 1 [2]]. De aqui, si d(z,y) = 0 entonces = = v,
las demas propiedades se verifican facilmente.
La métrica d es acotadamente equivalente con la métrica
d(z,y) = max {d},(z,9)} . (30)

1<i<r

De las desigualdades y obtenemos para cualquier =,y € G, se verifica

M* . X
|

Corolario 1 Si G =T y d una métrica invariante en T. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes

1. d es una métrica Lipschitz compatible y satisface (I2)).

2. d es acotadamente equivalente dg.

Demostracion. Como G=T. Entonces el cardcter identidad es inyectivo y es un
generador de I'. De aqui la igualdad implica que d = d, lo cual implica que
d es acotadamente equivalente a dp. Inversamente sabemos que dp es Lipschitz
compatible y se puede construir una sucesion en 7" de tal forma que la métrica dp
satisface (I12). Como d es acotadamente equivalente a d g entonces d es Lipschitz
compatible y se comprueba facilmente que también satisface (I12). m

4 Conclusiones

Si en los espacios topoldgicos de la forma 7" queremos hablar de aproximacién
trigonométrica generalizada para funciones de Lipschitz, la métrica involucrada
en estos espacios debe cumplir con ciertos requisitos, por ejemplo, que los ca-
racteres pertenezcan al espacio de Lipschitz. Es una de las razones por la que
trabajamos con métricas llamadas Lipschitz compatibles. Podriamos decir que
la métrica dp, en cierto sentido, es una métrica candnica, pues en el caso de T
cualquier métrica Lipschitz compatibles es acotadamente equivalente a dp lo que
significa que generan el mismo espacio topoldgico y la aproximacién se podria
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APROXIMACION TRIGONOMETRICA EN ESPACIOS LIPSCHITZ 51

realizar utilizando dp. En el caso de espacios topoldgicos de la forma 7™ con
r > 1 encontramos que si cualquier métrica Lipschitz compatible cumple con
cierta condicidn, entonces esta métrica genera una métrica Lipschitz compatible
que es acotadamente equivalente a dg. Y podriamos hablar en estos espacios
topoldgicos de que la aproximacion por polinomios generalizados es posible.
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