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Resumen

En este trabajo se estudian dos generalizaciones a las fichas del do-
miné doble-6. En forma general se considera el k-mind, P(k, n), el cual
consiste en combinar de k en k los nimeros del 0 al n. Con este enfoque y
utilizando un procedimiento nuevo se encuentran patrones de recurrencia
interesantes en funcién de los pardametros k£ y n para obtener el nimero de
fichas y la suma de los puntajes de todas las fichas. En forma secuencial se
estudia el dominé P(2,n) y el triminé P (3, n), para luego generalizar al
P(k,n). Los resultados obtenidos se relacionan con el tridngulo de Pascal
y otros temas matematicos como combinatorias, sucesiones y series de or-
den superior, matrices simétricas, tensores simétricos y grafos completos.

Palabras clave: domind; tridngulo de Pascal; sucesiones; series.

Abstract

In this work we study two generalizations to the double-6 domino tiles.
In a general way, it is considered the k-mino, P(k,n), which consists in
combining the numbers from 0 to n in groups of k. With this approach
and using a new procedure it is found interesting recurrence patterns in
function of the & and n parameters in order to obtain the number of pieces
and the sum of the score of all pieces of the mentioned game. In a sequen-
tial way it is studied the domino P (2, n) and the trimino P(3, n) in order
to generalize to P(k,n). The obtained results are related with the Pas-
cal’s triangle and another mathematical topics as combinatorial, numerical
sequences and series of higher-order, symmetric matrices, symmetric ten-
sors, and complete graphs.

Keywords: domino; Pascal’s triangle; sequences; series.

Mathematics Subject Classification: 05A10, 11B25, 11C20.

1 Introduccion

El dominé doble-6 es un juego de mesa muy antiguo y popular, conformado por
fichas rectangulares en las cuales se combinan de dos en dos los nimeros del 0
al 6, que ofrece un escenario interesante en el campo académico. En la literatura
se encuentra bibliografia, con diferentes enfoques o propdsitos, sobre el domind
doble-6. Por ejemplo, ha sido estudiado como herramienta didéctica en la clase
de matemdticas [18, 19, 20, 12, 16, 17, 23] planteando problemas que sirven
para desarrollar el pensamiento matemadtico de los estudiantes. Otro escenario
de interés es el estudio matematico de este juego [11, 8, 3, 13,14,9,6, 1, 7] y
su relacidn con otras dreas del conocimiento. Este trabajo estd orientado en esta
direccidn.
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PATRONES DE RECURRENCIA EN LAS FICHAS DEL K-MINO 117

Algunos autores han planteado generalizaciones al juego del dominé doble-6.
En la referencia [21] se formula como actividad, pensar en otras formas para el
domind, como triangulares, cuadradas, pentagonales y hexagonales. A.M. Oller
[13, 14] propuso considerar los nimeros del 0 al n para combinarlos de dos en
dos, obteniendo de esta manera el dominé doble-n. De igual forma, planted
la generalizacion del nimero de combinaciones de los nimeros del O hasta el
n, ubicandolos en una ficha rectangular formada por tres, cuatro, cinco,..., k
cuadrados consecutivos. A estos juegos los llamé trimino, tetramind, penta-
ming,. . ., k-mind, respectivamente. También obtuvo una férmula, sumando los
nimeros del 0 al n, para obtener el nimero de fichas del dominé doble-n y el
trimind.

H. Larez [9], usando la definicién de multiconjuntos en vez de la Teoria
Combinatoria, también obtuvo la férmula para el nimero de fichas del dominé
doble-n y una expresion para la suma de los puntajes de todas sus fichas. De igual
manera obtiene la ecuacién general para el nimero de fichas del domind de tres
caras (conformado por fichas que son tridngulos equildteros que contienen los
nimeros en sus vértices. Por lo tanto, este juego difiere del triminé mencionado
por A. M. Oller). Se observa que en la referencia [9] no se presenta una férmula
para la suma de los puntajes de todas las fichas del dominé de tres caras. En este
trabajo se obtiene esta férmula. Por otra parte, J. Gonzélez [6] también trabajé
con un domind triangular y obtuvo una expresiéon general para el ntimero de
fichas usando Teoria Combinatoria, asumiendo un orden rotativo en el sentido
de las manecillas del reloj y considerando fichas simétricas y antisimétricas. De
esta manera, el nimero de piezas se aumenta. R. Alba [1] también trabaj6 con
el dominé triangular, obteniendo el nimero de fichas para el caso especifico
en el cual se ubican los nimeros del O al 5 en los vértices de los tridngulos,
considerando también la rotacién de los nimeros en el sentido de las manecillas
del reloj.

Motivados en los trabajos de A.M. Oller [13, 14] y H. Larez [9], en este
articulo se estudian nuevamente las dos generalizaciones mencionadas al dominé
doble-6. La forma mas general del juego, la cual también hemos llamado k-mino,
se describe en términos de dos pardmetros k y n, adoptando la notacién P(k,n)
para describir el juego en el cual se combinan, de k en k, los nimeros del 0 al
n. De esta manera, los dominés doble-6 y doble-n se simbolizan por P(2,6) y
P(2,n), respectivamente. La metodologia utilizada permitié encontrar patrones
de recurrencia en términos de estos dos pardmetros. Es importante mencionar
que el k-mino descrito en este trabajo difiere del planteado por A. M. Oller (el
cual consiste en piezas rectangulares formadas por cuadrados consecutivos) y del
polimino propuesto hace varias décadas por S. Golomb [4] (consiste en combinar
de diversas formas diferentes niimeros de cuadrados).
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118 C.A. MORALES — J.H. MUNOZ — M.A. RODRIGUEZ

En este trabajo se describe un procedimiento nuevo para contar, en forma
general, las fichas del k-mind P(k,n) y para obtener la suma de los puntajes de
todas sus fichas. De acuerdo a nuestro conocimiento, a la fecha solo estd repor-
tado en la referencia [9] la férmula para obtener la suma de los puntajes de las
fichas del dominé P(2, n) (o doble-n). En este sentido, este articulo es una gene-
ralizacion a los trabajos previos de A. M. Oller [13, 14] y de H. Larez [9]. A par-
tir de la técnica de conteo empleada en las referencias [9, 6] se encontraron pa-
trones de recurrencia y representaciones visuales, algebraicas y numéricas para
el k-mino. Los resultados obtenidos se relacionan con los nimeros naturales,
triangulares, tetraédricos y pentatopos, los cuales se encuentran en el tridngulo
de Pascal, y con otros tépicos matematicos como combinatorias, sucesiones, se-
ries y matrices simétricas. Adicionalmente, se ha establecido una corresponden-
cia entre tensores totalmente simétricos y el k-mind P(k, n), y, entre el domind
P(2,n) y grafos completos y su matriz de adyacencia. Estas correspondencias
tampoco han sido reportadas a la fecha.

El articulo est4 organizado de la siguiente manera: en la seccién 2 se des-
cribe brevemente el tridngulo de Pascal; en la 3 se hallan las expresiones para
el nimero de fichas y la suma de los puntajes de las fichas para el dominé y el
trimind; la generalizacién al k-miné se hace en la seccién 4; en la seccion 5 se
describe la relacion que hay entre tensores totalmente simétricos y el k-mind; en
la seccidn 6 se discute la relacién entre el domind y los grafos completos y la
respectiva matriz de adyacencia. Finalmente, las conclusiones se presentan en la
seccién 7.

2 Triangulo de Pascal

Como es de amplio conocimiento, el tridngulo de Pascal corresponde a un arre-
glo simétrico de nimeros (ver figura 1) donde cada fila inicia y termina con el
nimero 1 y cada ndmero interno se obtiene sumando los dos nimeros que estdn
arriba de €l en la fila anterior. Algunas relaciones importantes que se encuentran
en el tridngulo de Pascal son las siguientes:

e Los niimeros del tridngulo de Pascal corresponden a los coeficientes bino-

|
miales C,! = %,dondeneslaﬁlaym:0,1,2,...,n.
m!(n —m)!

e Cada fila del tridangulo contiene los coeficientes del binomio (z + y)".

e La suma de los numeros de la n-ésima fila da 2.
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PATRONES DE RECURRENCIA EN LAS FICHAS DEL K-MINO 119

e Dos nimeros consecutivos en la misma fila est4n relacionados por

on = <”_m+1) o (1)

m

e Dos niimeros ubicados en las filas n — 1 y n, y, en las posiciones m — 1y
m se relacionan por

n -1
= (=) et @)
e La suma de los primeros k + 1 nimeros de la n-ésima diagonal estd dada
por
k .
S = ot 3
i=0

A continuacién se demostrara por induccién esta propiedad. En primer lugar,
se mostrard que se cumple para k = 1:

Cr+Cptt =1+ (n+1)! nl+@m+1! nln+2) (n+1
n! n! oy |
(n4+1)! U

En segundo lugar, se supone que la relacién es cierta para un valor £ y se
demuestra para k + 1:

k+1
ZCZH _ (Cﬁ pontlg g Cgﬂe) IWouanas
i=0

_ (ntk+1 n+k+1
- Cn+1 + Cn

(k4D (n+k+1)

 (n+ 1)K nl(k +1)!
k+Dn+Ek+D)+n+1)(n+E+1)!

(n+ Ik +1)!
(k+n+2)(n+k+1)!
(n+ DIk +1)!
 (n+k+2)
(n+ Dk +1)!

_ n+k+42
- Cn+1 .

(por hipétesis)

De esta manera se ha demostrado la ecuacién (3). =

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 26(1): 115-138, Jan-Jun 2019



120 C.A. MORALES — J.H. MUNOZ — M.A. RODRIGUEZ

Las relaciones (1), (2) y (3) se utilizardn en la seccién 4 para obtener, en
forma general, las expresiones que dan el nimero de fichas y la suma de los
puntajes de las fichas del k—mind.

Otra informacién importante y pertinente para nuestro andlisis, también con-
tenida en las diagonales del tridngulo de Pascal se explica a continuacién. Como
se muestra en la figura 1, la segunda diagonal contiene la sucesién de los nimeros
naturales {1,2,3,4,5,6, ...}, correspondientes a los coeficientes binomiales
{C]"}nen. La tercera presenta los numeros triangulares
{1,3,6,10, 15,21, 28, ... }, representados por {CQ”H}neN. En la cuarta diago-
nal se encuentran los ndmeros fetraédricos {1,4, 10, 20, 35, 56, . .. }, dados por
los coeficientes {C""},cn y en la siguiente los nimeros pentatopos
{1,5,15,35,70,126, ... }, generados por {C’4n+3}n€N. En la siguiente seccién
se mostrard que estas sucesiones aparecen en el juego del k-mind.

1 12 | 66 | 220 | 495|792 | 924 | 792 | 495 | 220 | 66 | 12 1

Figura 1: Tridangulo de Pascal.
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3 Contando y sumando las fichas del dominé y
del trimino

En esta seccién se explica detalladamente la técnica que se utilizé para contar
las fichas del dominé P(2,n) y del triminé P(3,n), y, sumar los puntajes de
todas sus fichas. Las expresiones que se obtienen para estas cantidades muestran
regularidades que se pueden generalizar para el k-min6 P(k,n).

3.1 Dominé P(2,n)

Se tomard como punto de partida el dominé doble-6, el cual se simboliza como
P(2,6), para luego generalizar al P(2,n). En el dominé P(2,6) se combinan,
de dos en dos, los ntimeros desde el cero (minimo) hasta el seis (maximo). Las
fichas se simbolizardn por el par de nimeros pq, donde p > ¢. Por ejemplo, la
ficha que se muestra en la figura 2, se representa por 3 2. En la primera columna
de la tabla 1, se muestran las fichas ordenadas, de tal manera que el primer
nimero es mayor o igual al segundo.

Figura 2: Ficha 3 2 del domind.

Combinaciones Numero de fichas Suma de puntajes
00 1 0

11 10 2 3

22 21 20 3 9

33 32 31 30 4 18

44 43 42 41 40 5 30

55 54 53 52 51 50 6 45

66 65 64 63 62 61 60 7 63
Totales 28 168

Tabla 1: Fichas del dominé P(2,6).
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122 C.A. MORALES — J.H. MUNOZ — M.A. RODRIGUEZ

En la segunda columna de la tabla 1 se observa que el nimero de fichas del
domino P (2, 6) estd dado por la suma de los nimeros naturales desde 1 hasta 7:
1+2+3+4+5+6+7 = 28. Esta sucesion de nimeros naturales corresponde
a la segunda diagonal del tridngulo de Pascal, ver figura 1, y estd determinada
por la expresion

fo(t) =t =Ct, t=1,...,n+1. (4)

En la tabla 2, se muestra el nimero de fichas del dominé P(2,n) variando
an > 1. Se observa que el nimero de fichas estd dado por la sucesioén de los
nimeros friangulares {3,6,10,15, ...}, los cuales se encuentran en la tercera
diagonal del tridngulo de Pascal, ver figura 1. Generalizando, el nimero de
fichas del dominé P(2,n) es

n+1 1
> falt) = 5(n+ 1)(n+2) = C5+2. 5)
t=1 )

En las referencias [13, 14] y [9] también se reporta la expresion del centro
en la ecuacién anterior.

Por otra parte, la suma de los coeficientes del polinomio que surge al ex-
pandir la ecuacién (5) estd dada por:

! 1+3+2)= 3t 3 6
2 (14+3+2)= o1 = (6)
Obsérvese que este resultado es inmediato haciendo n = 1 en la

ecuacion (5).

Dominé | Numero de fichas
P(2,2) 6
P(2,3) 10
P(2,4) 15
P(2,5) 21
P(2,6) 28
P(2,7) 36
P(2,n) Cyt?

Tabla 2: Nimero de fichas del dominé P(2,n).
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PATRONES DE RECURRENCIA EN LAS FICHAS DEL K-MINO 123

Abhora se describird cdmo obtener, en forma general, la suma de los puntajes
de todas las fichas del domin6 P(2,n). Para ello, se parte nuevamente del do-
min6 P(2,6). En la tercera columna de la tabla 1 se muestra que la suma total
de los puntajes de todas las fichas del dominé P (2, 6) es 168 (obsérvese que esta
cantidad es el producto de 6 x 28, es decir, el producto del valor de n por el
nimero de fichas. En [9] se llega al mismo resultado). Esta cantidad se obtiene
sumando la sucesion de nimeros {0, 3,9, 18, 30,45,63}. Dicha sucesion arit-
mética es de segundo orden. En efecto, realizando hasta la segunda diferencia se
obtiene:

0 3 9 18

3 3.

Asocidndole un polinomio de segundo orden se encuentra que la sucesion
estd dada por la expresion

gg(t):g(t—l)t:3C§, t=2,...,n+1. (7)

No es necesario considerar t = 0 ya que g2(0) = 0. La serie que da la suma
de los puntajes de todas las fichas del dominé P(2,n) es

n+1 1
> palt) = g+ 1)(n+2) = nCyt2. (8)
t=1

En la referencia [9] se obtiene el resultado presentado en la ecuacién (8) sin
relacionarlo con el coeficiente binomial C 2.

Para terminar esta subseccion, se mencionara que el arreglo de ntimeros que
se muestra en la primera columna de la tabla 1, se puede asociar con la confi-
guracién de una matriz simétrica, ver tabla 3: cada combinacién corresponde a
una entrada de la matriz. Por lo tanto, el nimero de fichas del dominé P(2,n)
corresponde al nimero de componentes independientes de la matriz simétrica de
orden (n + 1) x (n + 1), el cual es Cy+2.

00 01 02 ... On
10 11 12 ... 1n
20 21 22 ... 2n
n0 nl n2 ... nn

Tabla 3: Arreglo matricial asociado a las fichas del domin6 P (2, n).
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124 C.A. MORALES — J.H. MUNOZ — M.A. RODRIGUEZ

3.2 Triminé P(3,n)

En este caso se considera como punto de partida el triminé P(3,6) para luego
generalizar al P(3,n). En el triminé P(3,6) se combinan, de tres en tres, los
numeros desde el cero (minimo) hasta el seis (maximo), ubicandolos en los vér-
tices de un tridngulo equilatero.

Combinaciones Numero de Suma de
fichas puntajes

000 1 0

111 100

110 3 6

222 211 200

221 210

220 6 24

333 322 311 300
332 321 310

331 320

330 10 60
444 433 422 411 400
443 432 421 410

442 431 420

441 430

440 15 120
555 544 533 522 511 500
554 543 532 521 510

553 542 531 520

552 541 530

551 540

550 21 210
666 655 644 633 622 611 600
665 654 643 632 621 610

664 653 642 631 620

663 652 641 630

662 651 640

661 650
660 28 336
Totales 84 756

Tabla 4: Fichas del trimin6 P (3, 6).
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PATRONES DE RECURRENCIA EN LAS FICHAS DEL K-MINO 125

En la primera columna de la tabla 4 se muestran todas las fichas del tri-
miné P(3,6) (un arreglo similar se encuentra en las referencias [9, 6]. De
igual modo, en la referencia [6] se presenta la misma distribucién de fichas para
P(3,5)). Cada ficha se representa por tres nimeros pqr ordenados con la condi-
cién p > g > r. En la segunda columna de la tabla 4 se muestra el nimero de
combinaciones posibles en cada caso (dejando fijo a p). El niimero de fichas del
trimin6 P (3, 6) es 84 (esta cantidad también se obtiene en [9]).

Se observa que los nimeros que aparecen en esta columna {1, 3,6, 10, 15,
21,28} son, precisamente, los nimeros triangulares, dados por la sucesion

1
fa(t) = SH(t+1) = i, t=1,...,n+1. )

En la tabla 5, se muestra el nimero de fichas del triminé P(3, n) variando a
n. Se puede ver que el niimero de fichas estd dado por la sucesién de los nimeros
tetraédricos {10, 20, 35,56, ... } los cuales se encuentran en la cuarta diagonal
del tridngulo de Pascal, ver figura 1.

Trimind | Numero de fichas
P(3,3) 20
P(3,4) 35
P(3,5) 56
P(3,6) 84
P(3,7) 120
P(3,n) cpt?

Tabla 5: Nimero de fichas del trimin6 P (3, n).

Generalizando, la serie de esta sucesion da el numero de fichas del triminé
P(3,n):

n+1

ng(t) = %(n+1)(n+2)(n+3) =Oypte, (10)
t=1 ’

Esta ecuacion difiere en el denominador de la expresion dada en la referencia
[9]. De igual forma, las referencias [6] y [1] también presentan resultados dife-
rentes porque en estos trabajos consideraron simetrias y asimetrias en las fichas
y la orientacién de los nimeros en las fichas.
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126 C.A. MORALES — J.H. MUNOZ — M.A. RODRIGUEZ

También se encuentra que la suma de los coeficientes del polinomio que
surge al expandir la ecuacién (10) estd dada por:

1 41
G (LH6+1146)= o =4 (11)

Nuevamente se observa que este resultado es inmediato haciendo n = 1 en
la ecuacioén (7).

A continuacién, se describird cémo obtener la suma de los puntajes de todas
las fichas del trimin6 P (3, n). Inicialmente se obtendra esta suma para el trimind
P(3,6). En la tercera columna de la tabla 4 se muestra que la suma de los pun-
tajes de todas las fichas es 756. Esta cantidad se obtiene sumando los puntajes
de cada combinacidn, dejando fijo al primer ndmero, los cuales estdn dados por
la sucesién {0, 6,24, 60,120,210, 336}. Esta sucesion es de tercer orden. En
efecto, desarrollando hasta la tercera diferencia sucesiva se obtiene:

0 6 24 60 120
6 18 36 60
12 18 24
6 6.
Por lo tanto, se le puede asociar un polinomio de tercer orden. En este caso la
sucesion estd determinada por la expresion

g3(t) = (t — Dt(t +1) = 604, t=2,...,n+1,  (12)

y la suma de los puntajes de todas las fichas del triminé P (3, n) estd dada por la

serie

s 1 3
> gs(t) = gn(n+ (0 +2)(n+3) = SnCy (13)
t=1

De esta manera se obtiene que el puntaje de todas las fichas del triminé P(3, n)
es 1.5 veces el producto entre el nimero maximo (n) y el nimero de fichas

(C32). Este resultado no ha sido reportado previamente en la literatura.

4 Generalizacion

En esta seccidn se generalizardn los resultados obtenidos, en la seccién anterior,
para el domin6 P(2,n) y el triminé P(3,n). Se obtendran las expresiones que
dan el nimero de fichas y la suma de los puntajes de todas las fichas del k-mind
P(k,n). Al final de la seccién se presenta una aplicacién en probabilidades con
el objetivo de explicar la importancia de estas generalizaciones.
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PATRONES DE RECURRENCIA EN LAS FICHAS DEL K-MINO 127

El k-min6 P(k,n), en el cual se combinan, en grupos de %k elementos, los
nimeros del 0 al n, es un conjunto definido mediante dos pardmetros, uno de
forma (k) y otro de escala (n), que se construye de la siguiente manera

P(k,n)={(a1,...,ax) :a; € {0,1,....,n} 'y a1 >--->ar}. (14)

Como se mostrd en la seccidn anterior, la sucesién que da las sumas par-
ciales de las fichas del dominé P(2,n) es fa(t) = C! (ver ecuacién (4)) co-
rrespondiendo a la segunda diagonal del tridngulo de Pascal la cual contiene los
ndmeros naturales. La diagonal siguiente en este tridngulo, conformada por la
sucesion f3(t) = C;H (ver ecuacidn (9)) da las sumas parciales de las fichas del
triminé P(3,n). A partir de esta observacion se espera que las sumas parciales
de las fichas del tetramin6 P (4, n), del pentaminé P (5, n), etc., estén dadas por
las siguientes diagonales del tridngulo de Pascal, conformadas por las sucesiones
C’§+2 (ndmeros tetraédricos), C’}i+3 (nimeros pentatopos), etc. Continuando con

esta secuencia, se propone que la sucesion C!, Cé“, C’§+2, Cﬁ+3, ... estd dada
por la relacién de recurrencia
t+k—2
fi(t) = (k > fe-1(t), k=2,... (15)

tomando como funcién semilla a f(¢) = C!. De esta manera se propone como
solucién

k—2
1 ) _
T i=0

Esta expresion se demostrard sustituyendo esta hipdtesis en la relacién de recu-
rrencia:

fe(t) = <t+k2> fr—1
<t+k 2 t+(k 1

)i
<t+k 2) Crks
o)

t+k—2
( . [t k-2 Cpth (usando la propiedad (2))

(usando la hipétesis)

fk — Ct-‘rk’ 2.

Quedando asi demostrada la ecuacién (16), la cual da las sumas parciales de
fichas del k-miné P(k,n). m
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A partir de las ecuaciones (5) y (10), obtenidas en la seccidn anterior, para
el total de fichas del domin6 P (2, n) y del triminé P (3, n), respectivamente, se
propone que el ndmero de fichas del k-min6 P(k,n) estd determinado por la
expresion:

n+1
ka(t) = C,?Jrk. (17)
t=1
La demostracion de esta ecuacidn se desarrolla de la siguiente forma:
n+1 n+1
Z fi(t) = Z Cpth=2 (por ecuacién (16))
t=1 t=1

=Ch Ly OfF 4+ OptR
= C,?Jrk . (por ecuacion (3))

Por otra parte, la suma de los coeficientes del polinomio en funcién de n y de
grado k que surge al expandir la ecuacion (17) corresponde a la generalizacién
de las ecuaciones (6) y (11), la cual estd dada por:

1 k+1)!
kﬂl+ay+@4%m+-~+ak1+k0—( m)

A este resultado se llega facilmente haciendo n = 1 en la ecuacién (17) ya que
se obtiene C,f“.

En cuanto a las sumas parciales de los puntajes de las fichas del k-mind
se presenta el siguiente andlisis: se observa inicialmente que para el dominé
P(2,n) y el triminé P(3,n) la sumas parciales de los puntajes de sus fichas
estdn dadas por g2(t) = 3Ch y gs(t) = 604", segiin las ecuaciones (7) y
(12), respectivamente. Los coeficientes de estas dos expresiones son nimeros
triangulares y sus coeficientes binomiales presentan una tendencia.

=k+1. (18)

Se propone que la sucesién 3CE, 6C§+1, ... es generada por la relacién de
recurrencia I

=—(t+k—2)gi_ 19

9% = Tk = 1)( + )9k—1 (19)

tomando como funcién semilla a g2(¢). Se plantea como hipétesis que la funcién
gr(t) que da las sumas parciales de los puntajes de las fichas del k-miné P (k,n)
es:

k+1 , k(k+1 _
gk(t):)'H(t+z)=(2)C,i+k2 t=2,...,n+1,

(20)
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donde se ha excluido ¢t = 1 porque gx(1) = 0. Para demostrar esta expresion se
sustituye la hipdtesis en la ecuacion de recurrencia:

k+1

gk = m(f +k—2)gr-1
k: +1 _
“——(t+k—2)Cith?
k +1 —(t+k—2) {(t—i—kk—2)0t+k 2] (usando la propiedad (2))
E(k+1) _
—_ 5 CIZ—HC 2.

De esta manera queda demostrada la ecuacion (20).

La expresiéon que da la suma de los puntajes de todas las fichas del k-mind
P(k,n), correspondiente a la serie de la sucesion {gx(¢)}, se obtiene a partir de
la generalizacién de las ecuaciones (8) y (13). A partir de ellas, se propone

n+1
Z gn(t —n0”+k 1)
Para demostrar esta expresion se procede de la siguiente forma:

n+1 n+1

Z gr(t) = Z k(k;l)C}‘jkz (usando la ecuacion (20))
= t=2
k(k+1) el
= S (Ch ot e opt)
= k(k;l)C,?_tf (por propiedad (3))
= 5 [( P 1) Cy (por propiedad (1))
n+1

Z gk 7ncn+k

En consecuencia, se ha demostrado la ecuacién (21). m
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De las ecuaciones (16) y (20) se obtiene una relacién entre fx(t) y gi(t):

k(k+1 _
gp = ( 5 )C]i+k 2
= k(k; D) [(t ; D) C};“;_ﬂ (usando la propiedad (1))
k+1
9k = (Q)(t = 1) fi-

Para terminar esta seccion, se explicard una aplicacién en probabilidades
que da evidencia de la importancia de llegar a estas generalizaciones. Para ello,
se considerard el siguiente experimento relacionado con el k—miné P(k,n):
construir k—uplas ordenadas (a1, ..., ay) conlacondicién a; > ag > -+ > ay.
A este experimento se le puede asignar la variable aleatoria discreta nimero de
k-uplas con un valor especifico de a; (el cual va desde 0 hasta n) para encontrar
la probabilidad de obtener este nimero de k-uplas.

Con el objetivo de ser mds especificos, se realizard el experimento men-
cionado asocidndolo al dominé P(2,6) y al triminé P(3,6). A partir de los
valores reportados en la segunda columna de las tablas 1 y 4, se obtienen las
probabilidades asociadas al nimero de k-uplas para un a; determinado. En la
figura 3 se presenta la funcién de densidad para el dominé P(2,6) (columnas
claras) y para el triminé P(3,6) (columnas oscuras). Se obtiene que el com-
portamiento de la densidad de probabilidad para la variable aleatoria conteo de
k-uplas es lineal para el dominé P (2, 6), mientras que para el triminé P (3, 6) es
cuadrético.

5 El k-mino y tensores totalmente simétricos

En esta seccién se mencionard, brevemente, la relacion entre tensores totalmente
simétricos y el nimero de fichas del k-mind.

En coordenadas cartesianas, un tensor de rango r es una estructura matematica
T jk...r» cuyas componentes transforman de la siguiente manera [2]:

y
ijk... — AimAjnAkp te Tmnp...7

donde estan implicitas sumas entre indices repetidos en el lado derecho de la
ecuacion y Ay, = 0x,/0xy,.

Un tensor Tjj... es totalmente simétrico cuando al permutar cualquier par
de indices se obtiene la misma componente. En fisica son muy importantes los
tensores y es ttil determinar si el tensor es simétrico.
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0.25

Dominé B Triminé

Figura 3: Funcién de densidad del niimero de k-uplas con a; variando desde 0 hasta 6

asociada al dominé P(2, 6) y al triminé P (3, 6).

El nimero de componentes independientes de un tensor totalmente simétrico

de rango k en n + 1 dimensiones estd relacionado con el nimero de fichas del
juego del k-min6 P(k,n). A continuacién se detalla esta relacion:

e Consideremos un tensor de segundo rango simétrico, esto es, T;; = Tj;.
El nimero de componentes independientes de un tensor simétrico de se-
gundo rango en dos dimensiones es 3, en tres dimensiones es 6 y en cuatro
dimensiones es 10. Es decir, es igual al nimero de fichas de los dominés
P(2,1), P(2,2) y P(2,3), respectivamente.

Si el tensor es de tercer rango y totalmente simétrico
(Tpgr = Togpr = Tprq = Trqp), en tres dimensiones tiene 10 compo-
nentes independientes y en cuatro dimensiones tiene 20. Estas cantidades
son iguales al nimero de fichas de los triminds P(3,2) y P(3, 3), respec-
tivamente.

Un tensor de rango cuatro, totalmente simétrico, en cuatro dimensiones,
tiene 35 componentes independientes. Este es precisamente el nimero de
fichas del tetraminé P (4, 3).

En general, el nimero de fichas del k-min6 P(k, n) es igual al nimero de

componentes independientes de un tensor de rango k, totalmente simétrico, en
n + 1 dimensiones.
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A continuacién se explicard la relacién entre el dominé P(2,2) y dos ten-
sores simétricos de rango 2 (= k) y tri-dimensionales (= n + 1 = 3) que se
utilizan en fisica, especialmente, en mecdnica clésica:

o Delta de Kronecker ;;: es un tensor de segundo rango, simétrico, definido

por
5”_{ 1 si i=j,
Y10 siod £,
donde 7,7 = 1,2,3. La representacion matricial de este tensor coincide
con la matriz Identidad 3 x 3. Tiene seis componentes independientes
igual que el nimero de fichas del dominé P (2, 2). De acuerdo a la tabla 3,
las componentes 11, d22 y 933, iguales a 1, se corresponden con las fichas
00,11y 22 del domin6 P(2,2), respectivamente. Y las componentes
012,013 y d23, iguales a 0, se relacionan con las fichas 1 0,2 0y 2 1,
respectivamente.

e Tensor de inercia: para un sistema conformado por N particulas, el tensor
de inercia se define por [22]

N 3
_ 2
Ly = § M | Ok E Toi — TajTak | (22)
a=1 i=1

donde m,, es la masa de la a-€sima particula, x, ; es la j-€sima com-
ponente del vector posicién de la a-ésima particula, d;; es el Delta de
Kronecker y j, £ = 1,2,3 . La expresion para el tensor de inercia es
simétrica ya que I;; = I;. Por lo tanto, tiene 6 componentes indepen-
dientes, igual que el nimero de fichas del dominé P(2, 2).

Las componentes I11, 22 e I33 corresponden a las fichas 00, 1 1y 2 2,
respectivamente, mientras que las componentes I[19, [;3 e I3 se asocian a
las fichas 1 0, 2 0 y 2 1, respectivamente.

También se puede relacionar el dominé P(2, 3) con el tensor métrico de un
espacio euclideo de 4 dimensiones, g, donde p,v = 0,1, 2, 3. Este tensor de
rango 2(= k), es simétrico y de bastante utilidad en fisica, especialmente en
relatividad especial. Su representacién matricial estd dada por la matriz diagonal
dg = (1,—1,—1,—1). El nimero de fichas del dominé P(2, 3) es 10, igual que
el nimero de componentes independientes del tensor métrico. Las componentes
de la diagonal ggg, g11, g22 ¥ ¢33 se relacionan con las fichas 00,1 1,22y 3 3,
respectivamente. Las componentes g19, g20, 930, 912, 913 Y g23, iguales a 0, se
asocian a las fichas 10,2 0,3 0,2 1, 3 1y 3 2, respectivamente.
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6 Las fichas del dominé y grafos

En esta seccion se discutird brevemente la relacién que existe entre cierto tipo de
grafos, matrices y las fichas del dominé P(2,n) [12, 13, 14, 15].

Un grafo G es una dupla (X, U), donde X es un conjunto finito y no vacio de
elementos llamados vértices y U es el conjunto cuyos elementos se componen de
subconjuntos de X de cardinalidad dos, llamados aristas. Todo grafo se puede
representar por un diagrama y por diversos tipos de matrices (ver por ejemplo
[5, 10]).

En este trabajo sélo se considerardn grafos simples (sin multiaristas y sin
lazos). Dentro de este grupo se tendrdn en cuenta sélo los grafos completos,
los cuales corresponden a grafos regulares (todos sus vértices tienen el mismo
grado), con IV vértices de grado N — 1 cada uno de ellos. En estos grafos cada

par de vértices esta conectado por una arista y el niimero de aristas estd dado por

N(N -1
el coeficiente binomial C§' = Q

Por otra parte, al revisar los tipos de matrices mediante las cuales se repre-
sentan los grafos, entre ellas, de incidencia, de adyacencia o de Laplace [10], se
encontré que para el objetivo de este trabajo es pertinente considerar la matriz
de adyacencia (A), en la cual, la arista entre dos vértices se representa por 1y la
ausencia de arista entre dos vértices, por 0, es decir,

A — 1 si hay arista entre los vértices ¢ y j,
Y10 si no hay arista entre los vértices i y 7,

Esta matriz es binaria, simétrica, real y de traza 0.
Para el caso de un grafo completo de N vértices la matriz de adyacencia estd
dada por

0 1 1 1
1 0 1 1
AnxN = :
1 11 ... 0

Obsérvese que el nimero de elementos de A por debajo de la diagonal es C’év .
Abhora se explicard la relacion entre el dominé P (2, n) sin las fichas que ten-
gan nimeros iguales y los grafos completos y su respectiva matriz de adyacencia.
En efecto, podemos asociar los ntimeros del 0 al n del dominé con los vértices
del grafo (es decir, el grafo tendria N = n + 1 vértices) y cada una de las fichas
con las aristas del grafo y con las entradas no nulas (= 1) de la matriz de adya-
cencia. Si no se consideran las fichas que tienen nimeros iguales cada nimero
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(del O al n) aparece n veces en las fichas siendo este el grado de cada vértice
del grafo. El hecho de no considerar fichas con nimeros iguales se corresponde
con la ausencia de lazos en el grafo y con los elementos nulos en la diagonal de
la matriz de adyacencia. Como N = n + 1, el nimero de aristas en el grafo
completo, igual al nimero de elementos por debajo de la diagonal en la matriz
de adyacencia e igual al ndmero de fichas en el dominé (excluyendo fichas con
numeros iguales) estd dado por: Cév = CS'H. Por lo tanto, los grafos completos
y su respectiva matriz de adyacencia se pueden asociar con todas las fichas del
dominé P(2,n), sin considerar las fichas con nimeros iguales.

Para ilustrar esta relacion, se considerard el dominé P(2, 3) sin incluir las
fichas con igual ndmero. En este caso, se tienen seis fichas
{10,20,21,30,31,32}. El grafo completo asociado a este dominé se muestra
en el siguiente diagrama:

0——1

X

3——2

Los nimeros 0, 1, 2, y 3 representan los cuatro (N = n + 1 = 4) vértices
del grafo y las fichas las seis aristas. El grado de cada vértice es 3 (= n), igual
a las veces que aparece cada nimero (del O al 3) en las fichas. La matriz de
adyacencia 4 x 4 asociada a este grafo es

e )

1
0
1
1

O ==

1
1
0
1

El nimero de elementos por debajo de la diagonal es (]23“ = 6. Este
nimero es igual al de fichas del dominé P(2, 3) omitiendo las fichas con igual
nimero. Obsérvese que la suma de las componentes de cualquier fila (o cualquier
columna) de esta matriz da el grado de cada vértice. Esta es una propiedad de la
matriz de adyacencia [10].

Para terminar esta seccion, en la tabla 6 se muestran algunas propiedades
de la matriz de adyacencia A de dimensiones (n + 1)x(n + 1) asociada al
grafo completo de n + 1 vértices y Cg”rl aristas, relacionado con el domind
P(2,n) (excluyendo las fichas con igual nimero). En la segunda columna se
presenta el polinomio caracteristico; en la tercera se relacionan las raices de
este polinomio; y en la tdltima, se muestra el determinante. Se observa que
estas propiedades presentan patrones de recurrencia en funcién del nimero n.
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Por ejemplo, el determinante es (—1)"n y el autovalor més grande es n, lo que
hace que los demds autovalores sean n veces —1 para que la traza de la matriz
sea invariante (= 0).

Dominé | Polinomio caracteristico Raices Determinante
P(2,1) (z—1D(z+1) 1, -1 -1
P(2,2) —(z—2)(z +1)2 2,—1,-1 2
P(2,3) (x —3)(z+1)3 3,-1,-1,-1 -3
P(2,4) —(z —4)(z +1)* 4,-1,—-1,—-1,-1 4
P(2,5) (x —5)(x+1)5 5-1,—-1,—-1,-1,-1 -5
P(2,6) —(z 6)(3:+1) 6,—1,—-1,-1,-1,-1,—1 6
P(2,n) (—1)”*1(1:—11)(13—}—1)” n,—1,...,—1 (-1)"n

Tabla 6: Polinomio caracteristico, autovalores y determinante de la matriz A.

7 Conclusiones

En este trabajo se revisaron dos generalizaciones a las fichas del dominé doble-
6. A través de un procedimiento nuevo se han obtenido expresiones, en forma
general, para el ndmero de fichas y para la suma de los puntajes de todas las
fichas para el juego del k-min6 P(k,n). De acuerdo a nuestro conocimiento, a
la fecha no esta reportado en la literatura un resultado similar para el nlimero
de fichas de este juego a partir de £ = 4, ni para la suma de los puntajes de las
fichas a partir de & = 3. Unicamente la referencia [9] presenta una férmula para
la suma de los puntos de las piezas para el caso especifico del dominé P(2,n).

Inicialmente se consider el dominé P (2, n) y luego el trimind P (3, n), para
obtener, posteriormente, las expresiones generales asociadas al k-min6 P(k, n).
Ademads se encontré una relacion entre el nimero de fichas del k-mino y las com-
ponentes independientes de un tensor totalmente simétrico. También se discutié
la relacion entre las fichas del dominé P(2, n), sin considerar las fichas con igual
nimero, y el grafo completo de n + 1 vértices de grado n — 1 y la respectiva ma-
triz de adyacencia. Los resultados obtenidos presentan patrones de recurrencia
en funcién de los paramétros k y n.

La técnica de conteo utilizada para hallar el nimero de fichas permite obtener
sucesiones que coinciden con los nimeros naturales, triangulares, tetraédricos y
pentatopos, los cuales se encuentran en las diagonales del tridngulo de Pascal.
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Por lo tanto, los resultados obtenidos se pueden expresar en términos de coefi-
cientes binomiales o combinatorias.

Para obtener los resultados presentados en este trabajo fue necesario aplicar
varios conceptos matematicos asociados a combinatorias, sucesiones y series de
orden superior, matrices simétricas, tensores simétricos, grafos, determinantes
y autovalores de una matriz. Este trabajo es una contribucién adicional a la
matematizacion del juego del domind.
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