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348 D. BRITO — L. MARIN — H. RAMIREZ

Resumen

Sea G = (AU B, E) un grafo bipartito con |A] = |B] = n > 4.
Un grafo es un bosque lineal si cada componente es un camino. Sea S
un conjunto de m lados de G que induce un bosque lineal. Probaremos
que si 01,1(G) = min{dg(u) + dg(v) : uw € A,v € Byuv ¢ E(G)} >
(n+1)+m, entonces G contiene (m + 1) ciclos hamiltonianos C; tal que
|E(C;)NS|=j,conj=0,1,...,m.

Palabras clave: grafo bipartito; bosque lineal; ciclo hamiltoniano.

Abstract

Let G = (AU B, E) be a bipartite graph whith |[A| = |B| =n > 4.
A graph is linear forest if every component is a path. Let S be a set of m
edges of G that induces a linear forest. We prove that if
01,1(G) = min{dg(u) + dg(v) : v € A,v € B,uwv ¢ E(G)} >
(n + 1) + m, then G contains (m + 1) hamiltonian cycles C; such that
|E(C;)N S| =j,withj=0,1,...,m.

Keywords: bipartite graph; linear forest; hamiltonian cycle.

Mathematics Subject Classification: 05C07, 05C12, 05C45, 05C69.

1 Introduccion

Un grafo G, es un par de conjuntos (V, E), denotado por G = (V, E), donde
V' es un conjunto no vacio de elementos llamados vértices o nodos y E es un
conjunto de pares no ordenados de elementos de V, llamados lados o aristas;
si GG no posee lazos ni lados miiltiples es un grafo simple. Un grafo es hamil-
toniano, si tiene un ciclo que contiene todos los vértices del grafo sin repetir
ninguno. Un 4rbol, es un grafo conexo (para cualquier par de vértices diferentes
existe un camino que los une) que no contiene ciclos y un bosque es un grafo no
conexo cuyas componentes son arboles. Sea G = (V, E') un grafo, si V' puede
particionarse en dos conjuntos A y B, diferentes del vacio, tal que no existan
adyacencias entre vértices del mismo conjunto de particion, se dice que G es un
grafo bipartito y se denota por G = (AUB, E),donde V = AUBy ANB = {;
si ademds |A| = |B|, G es un grafo bipartito balanceado. Se consideran en este
articulo dnicamente grafos bipartitos balanceados G = (A U B, E) simples y
finitos, y para la terminologia estandar de teoria de grafos no explicada en este
articulo, referimos al lector a [2] y [4]. Para u € V(G), Ng(u) denota el con-
junto de vecinos de u en G 'y dg(u) = |Ng(u)| el grado de u en GG; ademas,
011(G) = min{dg(u) + dg(v) : v € A,v € B,uv ¢ E(G)}, es la mini-
ma suma de los grados de dos vértices independientes, en clases distintas de G.
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Para un subconjunto R de E(G), G[R| denota el subgrafo de G inducido por Ry
para un subgrafo 7" de G, Np(u) = Ng(u) N V(T), para cualquier
u € V(G)\V(T). Sea C un ciclo de G, con la orientacién dada por C'. Para
u,v € V(C) uav denota el camino de « hasta v en 8 ugv la secuencia re-
versa de uﬁv d(u,v) la distancia de u hasta v en C, C[u, v] (Clu,v), C(u,v],
C(u,v)) el subgrafo que va desde u hasta v (desde u hasta v~, desde u™ hasta
v, desde w1 hasta v, respectivamente) en 8 Para u € V(C), denotamos el
h-ésimo sucesor y el h-ésimo predecesor de un vértice u por u" y u =" respecti-
vamente. Si h = 1, u™ = ™ y u™! = u™; ademds, N/ (u) y N (u) denotan,
respectivamente, el conjunto de sucesores y antecesores de v en C. Un bosque

lineal es un grafo donde cada componente es un camino. Sean S C E(G), tal
que F' = G[S] es un bosque lineal, y C' un ciclo de G = (AU B, E). Definamos

Sa = {uwnyf € E(C)NS:u; € A},

Sgp = {Uju;'_EE(C)ﬂS:uj'EB}, tal que S4 U S C S,
Ya = {w € V(C)NA:wu € Sa},
Vg = {u; € V(O)NB:uju] € S}, talqueY =Y UYp,
Ty = {u;F eV(C)NA: uluj € Sp},
Tp = {u;r eV({C)NB: ujuj+ € Sa}, talque T =Ty, UTR,
Zy = A\Yy,
Zg = B\YB, talque Z = Z, U Zp,

q = |S\EH)],

= Z\T,

‘2
Q = Y\(YNT),

Nz(y) = {teZ: yte E(G)\S.du(y,t) >3},
Ni(yt) = {teyp: yTte E(G)\S,du(y",t) >3}, conyy™ € E(C)N S.

Posa, en [3], garantiz6 la existencia de un ciclo hamiltoniano que contiene
cada lado de un conjunto de lados, de un grafo, que induce un bosque lineal, con
el siguiente enunciado:
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350 D. BRITO — L. MARIN — H. RAMIREZ

Teorema 1 ([3]) Sean m un entero no negativo, G un grafo de orden n, con
n > 3,y S un conjunto de m lados de G que induce un bosque lineal. Si
dg(x) + dg(y) > n + m para cualquier par de vértices no adyacentes x 'y y,
entonces G contiene un ciclo hamiltoniano que incluye todo lado de S.

Utilizando el teorema anterior, Sugiyama, en [4], demostré en grafos, la exis-
tencia de ciclos hamiltonianos, los cuales tienen un nimero especifico de lados
de un bosque lineal, como sigue:

Teorema 2 ([4]) Sean m un entero no negativo, G un grafo de orden n, con
n > 5,y S un conjunto de m lados de G que induce un bosque lineal. Si
dg(x) + dg(y) > n + m para cualquier par de vértices no adyacentes x 'y y,
entonces G contiene ciclos hamiltonianos que incluye todo lado de S desde 0
hasta m.

Siguiendo esta misma idea, usando grafos bipartitos balanceados, de orden
2n, que contienen conjuntos S de m lados que inducen un bosque lineal, en
este articulo probamos que si 0117 > (n + 1) + m, entonces existen (m + 1)
ciclos hamiltonianos C tal que |E(C;) NS| = j, para cada j desde 0 hasta m;
apoyandonos en los resultados obtenidos en [1] y [5] respectivamente y en los
siguientes lemas.

Teorema 3 (A, [1]) Sea G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado de
orden 2n, conn > 4,y k > 2. Si 011(G) > n + k, entonces G es (k + 1)-
conexo.

Teorema 4 (B, [5]) Sean G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado de
orden 2n, conn > 4, y S un conjunto de m lados de G, con m > 1, que induce
un bosque lineal. Si 011(G) > (n + 1) + m, entonces G contiene un ciclo

hamiltoniano que pasa a través de todos los lados de S.

2 Lemas

Lema 1l Sean G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n,
conn > 4,y S un conjunto de m lados de G, con m > 1, que induce un
bosque lineal. Sean c11(G) > (n+ 1) +m y H un ciclo hamiltoniano de G
donde |E(H) N S| = I. Siexistenu; € Y yu; € Z, tal que dg(ui, uj) > 3,
wiu; € E(G)\S'y u;ruj ¢ S, entonces G contiene un ciclo hamiltoniano C' en

el cual |[E(C)N S| =1—1yuul ¢ E(C).
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Demostracion. Sean G = (AUB, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n,
conn > 4,y .S un conjunto de m lados de GG, con m > 1, que induce un bosque
lineal. Supongamos 01,1(G) > (n+ 1) +m, y sea H := ujug - - - Ugp—1U2nU1
un ciclo hamiltoniano de G, donde |[E(H) N S| =1,conl1 <1 <m.
Consideremos, sin pérdida de generalidad, que u; = u; € Y5 y uj € Zp,
tal que
uiuj € E(G)\S 'y du(ui,uj) > 3.

Si u:ruj+ € E(G)\S, entonces G contiene un ciclo hamiltoniano

C .= ulﬁuju:‘ﬁu]u“

tal que |[E(C)N S| =1 —1ywu ¢ E(C). Por lo tanto, supongamos que
u;ru;r ¢ E(QG); por consiguiente,

da(ul) + dg(uj) >(n+1)+m.

Sean G1=(V(G1), E(G1)),con V(G1)=V(G) y E(G1) = E(G)\{S\E(H)}
y a = min{q, 3}. Entonces

da, (uf) + dGl(uj) >(n+1)+m-—a.

Considérense los subgrafos C1 = H[u;? u;]y Cy = H[ujQ,ui] de H en
(71, ver Figura 1.

+
;

Figura 1: Representa la particién del ciclo H en C; y Cs.
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352 D. BRITO — L. MARIN — H. RAMIREZ

Entonces, se tienen las siguientes desigualdades,

o INo, (uf ) VNG ()] = (INey(u)] + NG, (u] |
— [Ney (uf) UN (ul)])
> |Ney ()| + NG, (u)] — G
= Ny ()] + (Ney ()] — 1) — WL

o [Noy(uf) N NG, (uf)] = <1N02<uf>\+waz<uj>r
— |Ney(uf ) UNG, (u)])

[N, (u)] + NG, < ) -

— INey()| + (Ney(u j)l > el

En consecuencia,

[Ny (i) (NG, ()] + [N, () 1 NG, ()] >
(1N, (i)l + 1N (1) + (1N ()] = 1+
(1N, ()] - 1)) — (LEIEVICR,
o (uf) s () ~ 2~ (n—1) >
n+1+m—a—n—2+1 = m-—a.

Puesto que ¢ > «,
|Ney (uf) N NG, (u)) + [Ney (u)”) N N, (uf)] > m — g = 1.

Como u; & {N¢, (u;) N Ngl( )} U {Ne, (uf) N Ng, L (u Jr)}, existe al
menos un vértice u,, € {NCI( )ﬁNCI( )}U{NCQ( )DNC (u j)}talque
up & Y4. Por consiguiente:

e Siu, € {N¢, (uf) N NJ (u ;r)}, entonces 1 contiene un ciclo hamilto-

niano
C:= uiﬁu;rugﬁufupﬁujui,
tal que |E(C)N S| =1—1yuu ¢ E(C).

e Siu, € {Ne,(ul) N Ng, L (u j)} entonces G1 contiene un ciclo hamilto-

niano
C:= uiﬁu;{u;‘ﬁupu:'ﬁujui,

tal que |[E(C)N S| =1—1ywu € E(C).
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Como G es un subgrafo de (G, G contiene un ciclo hamiltoniano C' tal que
IE(C)NS|=1-1yuu ¢ E(C).m

Lema?2 Sean G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n,
conn > 4,y S un conjunto de m lados de G, con m > 1, que induce un
bosque lineal. Sean c11(G) > (n + 1) + m y H un ciclo hamiltoniano de
G, donde |[E(H)N S| =1, con1 <1 < m. Si existen u;,us,u, € V(H) tal
que H[uj,ul] = u Huy utﬁui, donde u; € Y, vy € Z, u, € Z,

7

dp(uiyue) > 3, du(uf,uk) > 3, wuy € E(G)\S, ujup € E(G)\S y

u,;uj ¢ S, entonces G contiene un ciclo hamiltoniano C en el cual

IE(C)NS|=1-1yuul ¢ E(C).

Demostracion. Sean G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado de or-
den 2n, con n > 4, y S un conjunto de m lados de G, con m > 1, que
induce un bosque lineal. Supongamos que o1 1(G) > (n + 1) + m, y sea
H ‘= ULU9 - U2p_1Uspuq  uUn  ciclo hamiltoniano de G, donde
|[E(H) n'S| = I, con 1 < [ < m. Consideremos que existen
uj, up, up, € V(H) tal que Hlu; u;] = ujﬁukﬁutﬁul, donde, sin pérdida
de generalidad, u; = uy € Ya, us € Zp, u;. € Zp,

d (uf ug) > 3,

dH(Ui, ut) Z 37
con wiuy € E(G)\Sy ufu, € E(G)\S. Siuguf € E(G)\S, entonces G
contiene un ciclo hamiltoniano

C = uzﬁujulzgujukﬁutu“

tal que |[E(C)N S| =1 —1ywu ¢ E(C). Por lo tanto, supongamos que
u; u ¢ E(G); por consiguiente,

da(uy, ) + dG(u;L) >(n+1)+m.

Sean Ga = (V(G), E(Ga)), con V(G) =V (Ga) y B(Ga) = B(G)\{S\E(H)}
y @ = min{q, 4}. Entonces

da,(uy,) —i—dGQ(uj) >n+1)+m—a.

Si ufu € E(Gs)y u u; € E(Gs), entonces en ambos casos, por el
Lema 1, existe en G2 un ciclo hamiltoniano C' tal que |[E(C)N S| =1—1y
uwu; ¢ E(C). En consecuencia, supongamos que w;u; ¢ E(Ga) 'y

uiui ¢ E(G2).
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Considerese los subgrafos C'
,u;] de H en Go, ver Figura 2.

H [ut

= H[uj,ulzﬂ, Cy = Hlug,ug] y C3 =

Figura 2: Representa la particion del ciclo H en C1, Cy y Cs.

Entonces, se obtienen las siguientes desigualdades,

*|Ng, (

ul") N Ny ()]

o| N, (uf) N Ney ()]

o| Ng, (uf) N Ney (wy,)]

(NG, ()| + |Ney (up)|

NG, (u) U Ney (u)])

ING, (ui)| + [Ney (uy )] — G

|Ney (wh)] + | Ney ()| — A C”'

N, ()| + [Ny (ug)|

N, (u) U No (ug)|

INZ, (u)] + [Ny (uy )| — G2
(New(u D) = 1) + [Ney (up )| — G2
ING, ()| + [Ny (ug)|

NG, () U Ny (ug)|

ING, ()| + Ny (up )| — VGl

(INey ()| = 1) + | Ney (uy )| — Gl
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Asi,
INg, (uf) N Ney (uy)| + NG (uf) N Ney (wy)| + ING, (uf) N Ney (w)| >
de, (uf) + de,y (up) — 2 — (V(Cl)l + \V(26‘2)| + |V(C3)|)
da, (uf) +dg,(up) —2—(n—1) >

n+l+m—-—-a—n+1-2

m — .
Puesto que ¢ > «,
[Ne, (ui") N Ney (u)] + NG, (wi") N Ney (u)] + [INg, (w) N Ney (u)] 2 m— g = L.

Como u; & {Ng, (uf )N Ney (uy ) YU{NE, (uf )N Ney (uy )} U{NG, (ui )N Nes ()}
existe al menos, un vértice

up € (NG, (u )NNe, (u) ) YU{NE, ()N Ney () ) FUING, (u )\ Ne (i) ),
tal que u, € Y. Por consiguiente:

e Siuy, € {Ng, (u;) N Ney (uy, )}, entonces G contiene un ciclo hamilto-
niano

C = uiﬁufu;ﬁu;upﬁujukﬁutui,
tal que |[E(C)N S| =1—1ywu; € E(C).

e Siu, € {NZ, (uf) N Ne, (uy, )}, entonces G contiene un ciclo hamilto-
niano

C .= uiﬁuju;ﬁukujﬁugupﬁutui,
tal que [E(C)N S| =1 - 1yuu ¢ E(O).

e Siu, € {Ng, (u;) N Ney(uy )}, entonces G contiene un ciclo hamilto-
niano

C:= uiﬁu;ujﬁupugﬁu;rukﬁutui,

tal que [E(C)N S| =1—1ywu; € E(C).

Como G es un subgrafo de G, GG contiene un ciclo hamiltoniano C tal que
IE(C)NS|=1-1yuu ¢ E(C).m
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Lema 3 Sean G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n,
conn > 4,y S un conjunto de m lados de G, con m > 1, que induce un
bosque lineal. Sean 011(G) > (n + 1) +my H un ciclo hamiltoniano de G,
donde |[E(H)N S| =1, conl <1 < m. Siexisten u;,us,u, € V(H), tal que
H[uj,u,] u; ﬁutﬁukﬁuz, donde uZ eY,u € Z, u € Z, dg(ui,ug) > 3,
dp (u;, ) 2 3; wiug € E(G)\S, ufuy € E(G)\SyufuS & S, entonces G
contiene un ciclo hamiltoniano C en el cual |E(C)NS| = l— Lyuwu; € E(C).

Demostracion. Sean G = (AUB, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n,
conn > 4,y .S un conjunto de m lados de GG, con m > 1, que induce un bosque
lineal. Supongamos que 01,1(G) > (n+1)+m,ysea H:= ujug - - - Ugp—1U2nU1
un ciclo hamiltoniano de G, donde |[E(H) N S| =1, con 1 < [ < m. Consi-
deremos que existen u;, us, up, € V(H), tal que H[u U] = u; ﬁutﬁukﬁul,
donde, sin pérdida de generalidad, u; = u; € Ya,us € Zpy ug € Za,

d (uf ug) > 3,

dH(UZ‘,'U/t) Z 37
con uiug € E(G)\S y ujup € E(G)\S. Si dg(u,ur) < 3, entonces por
i i c)nsSl=1-1
(u:rvuk) 3

E(

y uwiui ¢ E(C). Por consiguiente, consideremos que dy
y dH(ut,uk) > 3.

Siufu;” € E(G)\S, entonces G contiene un ciclo hamiltoniano

C =: uzﬁu;uz’ﬁukujﬁutuu

tal que |IE(CYNS| =1—1yuu ¢ E(C). Por lo tanto, supongamos que
uiu ¢ E(G); por consiguiente,

do(uf) +da(uf) > (n+1) + m.

Sean Gy = (V(Ga), E(Ga)), con V/(G) = V(Gs) y E(Gs) = E(G)\[S\E(H)}
y a = min{q,4}. Entonces

dG3(u:) —i—dGB(u;r) >n+1)+m-—a.

Siuu, € F (G3) entonces, por el Lema 1, existe en G'3 un ciclo hamilto-
niano C tal que |[E(C) N S| =1—1yuu} ¢ E(C).

De igual forma, si u; u; € E(G3) entonces por el Lema 1, existe en G
un ciclo hamiltoniano C tal que |E( ) NSl =1-1yuu’ ¢ E(C). Asi,
supongamos que w;u, & E(G3)yuju & E(G3).
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Considérese los subgrafos C1 = Hlu,w), Co = Hu? u] y
C3 = Hlu; %, u;) de H en Gs.
Entonces, se obtienen las siguientes desigualdades,

o| NG, (u) N Ney (uf)| = (ING, (uf)| + [Ne, (uf)|
- \Na(u:)uzvcl(uz)r)

ING, ()] + N, (u)| — VG
= |Ne, ()] + [Ne, (wf)] — PG
o| Nz, () N Ney(uf)] = (ING, (u)] + | Ney (u))]

— NG, (uf) U Ney(u)])
> NG, (u)] + | Ney (uff)| — G2

= (INey(uf)] = 1) + | Ney ()| — 4G

| N& (ui) N Noy (uid)] = (ING, (u)| + [ Nog (uf)]
— NG, (u) U Ney (u))]) -
> NG ()] + [Noy (ug)| - ‘V<C§>‘+l
= Ny ()] + |Ney (uf )| — MG
Asi,
ING, (uif) N Ney (wf)] + [N, (u) 0 Ne, (u))|
+[NE, (ui) N Ney (uf)| >
dGs (ut ) + dGa (uk ) 1
((|V(C1)| — D+ [V(Cy)[ +[V(C5)| + ) _
2
dGa(ut)+dG3(uk)_1_(n_1) =
n+l+m—-—-a—-n—-14+1 = m-—a+1.
Puesto que ¢ > «,
ING, (ui) N Ne, (u)] + [Ng, (ui) 0 Ne, (u)f)|
NG, (w) N Neg (u)] > m—q+1
= [+1.

En consecuencia, existe al menos, un vértice

€ {Ne, (u")NNe, (u) ) U{Ng, (u )N Ney, (ul)) FO{NE, (uf )N Ne, (w)

tal que u,, € Y. Por consiguiente:
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358 D. BRITO — L. MARIN — H. RAMIREZ

e Siuy, € {Ng, (u;) N Ney (u)}, entonces G contiene un ciclo hamilto-
niano

C .= uiﬁugupﬁufukﬁuju;ﬁutui,
tal que [E(C)N S| =1—1ywu; € E(C).

e Siu, € {Ng, (u;) N Ne, (uf)}, entonces G contiene un ciclo hamilto-
niano

C .= uiﬁu;upﬁuju;rﬁukujﬁutui,
tal que [E(C)N S| =1 - 1yuu ¢ E(C).

o Siu, € {Néf?’ (u;) N Ney(uy)}, entonces G contiene un ciclo hamilto-
niano

C:= uiﬁupu;ﬁu;ufﬁukufﬁutui,

tal que [E(C)N S| =1—1ywu; € E(C).

Como G5 es un subgrafo de G, GG contiene un ciclo hamiltoniano C tal que
IE(C)NS|=1-1yuu ¢ E(C).m

Sienel Lema 3, se toma la secuencia reversa del ciclo H, y existen u;, us, ug €
V(H), tal que

H[uj, w;] = ujﬁutﬁukﬁuz,

donde u; € Y, u, € Z, u, € Z, du(uj,u) > 3, dp(uf,ug) > 3;
uwuy € E(G\S, uju, € E(G)\S'y uyu; & S, entonces G contiene un
ciclo hamiltoniano C en el cual |E(C) N S| =1 — 1y uu; ¢ E(C).

3 Proposicion

Sean G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n, con n > 5,
y S un conjunto de m lados de G, con m > 1, que induce un bosque li-
neal. Sean 01,1(G) > (n+ 1) + m y H un ciclo hamiltoniano de G, donde
|[E(H)N S| =1, conl <1 < m. Siexisten u;, 21,22,23 € V(H) tal que
H[u:r,uz] = ujﬁzlﬁzgﬁz;:,ﬁui, donde u; € Y, z; € Z, wizj € E(G)y
du(ui, zj) > 3 paratoda j € {1,2,3}, entonces G contiene un ciclo hamilto-
niano C'enel cual |[E(C)NS| =1—1.
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Demostracion. Sean G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado de orden
2n, con n. > 4, y S un conjunto de m lados de G, con m > 1, que induce un
bosque lineal. Supongamos que

011(G) > (n+1) +m,

y sea H := wujuo---Usp_1uU2,u1 un ciclo hamiltoniano de G, donde
|[E(H)N S| =1,con1 <1< m. Sean, sin pérdida de generalidad,

u, €Ya y z;€Zp, talque wu;z; € E(G) y du(ui,zj)>3; Vj€{1,2,3},

con H[uf, w;) = ufﬁzlﬁzgﬁzgﬁuz Como ulu;r € Sy S induce un bosque
lineal, u;z; € E(G)\S, excepto para algin j € {1,2,3}. Sea, sin pérdida de
generalidad, u;z3 € Sy consideremos los siguientes casos:

* Caso 1. ujzj ¢ S, paratoda j € {1,2}.

Como ujzj ¢ S, para toda j € {1,2}, supongamos que u;rz;r ¢ E(G),
para toda j € {1,2}; en caso contrario, por el Lema 1, se obtiene el ciclo hamil-
toniano deseado. Entonces, como

I(G) > m+ 2,
existe ug € N(u;) tal que, sin pérdida de generalidad,
ug € H(ul? 2 ) U H(z,u)).
Por hipétesis, zfug € E(G) siug € H(2,u;) o zfug € E(G) si

ug € H (ujz, zfr ); en ambos casos, se encuentra el ciclo hamiltoniano deseado,
utilizando el Lema 3 o el Lema 2, segtin sea el caso.

* Caso 2. u;rzj' € S, para algin j € {1,2}.

Como ufz;r € S, para algin j € {1, 2}, supongamos, sin pérdida de gene-
ralidad, que ufz; € S. Sea ufzfr ¢ E(G); en caso contrario, por el Lema 1,
se obtiene el ciclo hamiltoniano deseado. Entonces, como

I(G) > m+ 2,
existe ug € N(u;) tal que
ug € H(ul? 2 ) U H(z,uy).
Por hipétesis, zfug € E(G) siug € H(2,u;) o zfug € E(G) si

ug € H (ujz, zfr ); en ambos casos, se encuentra el ciclo hamiltoniano deseado,
utilizando el Lema 3 o el Lema 2, segtin sea el caso. m
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4 Teorema principal

Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n, conn > 4,y S
un conjunto de m lados que induce un bosque lineal. Si oy 1(G) > (n+1) +m,
entonces G contiene (m + 1) ciclos hamiltonianos C tal que |E(C;) N S| = j,
conj=0,1,---,m.

Demostracion. Sean G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado de orden
2n, con n > 4,y S un conjunto de m lados de G, con m > 1, que induce un
bosque lineal. Supongamos que

011(G) > (n+1) +m,

entonces por el Teorema B, GG contiene un ciclo hamiltoniano H que contiene
todos los lados de S. Demostraremos que si G contiene un ciclo hamiltoniano
H de G tal que |[E(H) N S| =1, con1 <[ < m, entonces existe un ciclo
hamiltoniano C' de G tal que |E(C) N S| = [ — 1. Supongamos, que G contiene
un ciclo hamiltoniano H de G tal que |E(H) N S| = [. Como

dg(u) +dg(v) > (n+ 1) +m,
para todo par de vértices independientes u € Ay v € B,y ademads,
dg(u) <n—1 'y dg(v) <n-—1;

entonces m < n — 3.

Consideremos primeramente ¢ = |S \ E(H)| = 0.

Comogq=0,m<n—-3yn>4,|E(H)\S| > 7. Enconsecuencia, existen
yeYyze Ztalquedy(y,z) > 3.

Siyz, yt 2t € E(G), entonces, por el Lema 1, existe un ciclo hamiltoniano
C de G tal que

[E(C)nS|=1-1y yy" ¢ EQ).

Por lo tanto, consideremos sélo €l caso yz ¢ E(G) oyT 2zt & E(G).
En general, para ambos casos, consideremos cualquier z en H (y*2,y~2).
Como §(G) > m + 2, existe

Uq € H(y+27 Z) U H(Z, y_2)7
tal que uy € N(y) (uay € E(G)\S, puesto que ¢ = 0) y, ademds, existe un
ug € H(y™,y7?),
talque ug € N(y") (ugyt € E(G)\S, puesto que ¢ = 0). Entonces se cumplen

al menos uno de los siguientes casos:
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i) Si ug = wuf, usando el Lema 1, C' := y+ﬁuayﬁuj;y+ es un ciclo

hamiltoniano de G tal que |[E(C)N S| =1—1yyy" & E(C).

i) Siug # ul, ytul € E(G); asi, ug € H(y",ul) U H(ul,y ?]. Por
hipétesis, ufuy € E(G)\S siug € H(y™? ul) oufuy € E(G)\S si
ug € H(uf, y~2], en ambos casos, aplicando el Lema 2 o Lema 3 respec-
tivamente, GG contiene un ciclo hamiltoniano C' tal que |[E(C)N S| =1-1

yyyt & E(C).

En ambos casos, existe y € Y, z € Z tal que yz € E(G).

Consideremos ahora g = |[S\ E(H)| > 1.Comogq > 1,m <n—3yn > 5,
|E(H) \ S| > 9. En consecuencia, para cualquier y € Y, existen 21, 29,23 € Z
tal que dgr(y, z;) > 3, paratodo i = 1,2, 3.

Siyz; € E(G), para todo ¢ = 1,2, 3, por la Proposicién 1, G contiene un
ciclo hamiltoniano C' tal que

B(O)NS|=1—-1 y yy" ¢ E(0).

De donde, consideremos sélo el caso donde al menos uno de los lados yz1, 422
y yz3 no estd en E(G).

Por consiguiente, para los casos ¢ = 0y ¢ > 1, supongamos que existen
yeYyze Ztalquedy(y,z) > 3yyz € E(G).

Consideremos los siguientes casos:

e Caso 1. S4 # 0y Sp=0.
Sean Sy #0ySg=0,cony € Yayz € Zg. Asi

{y". vy} N Zg|
{zt, 27} N Yy

< 2,y
< Yyl - L
Por lo tanto,

{y"y }nZpl+ {zt, 27} NYal < [Ya|+ 1.

Como, yz ¢ E(G),

[Ny ()| + [Nz(y)| + [Ny ()| + [Nz ()] [Nyg (9)] + [Nz (y)]
+[Ny, (2)| + [Nz, (2)|
|Ne(y)| + [Na(2)]
da(y) + dg(z)
(n+1)+m.

AV
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Por otro lado, como |Y5| = 0;

[Ny (y)] + [Nz(2)] [Ny ()] + [Nz, (2)]

< |YB|+ |Z4|
= |Zal.
Por consiguiente,
INy ()| + [Nz(y)] = |Nzz(y)| + [Ny, (2)]
> (n+1)+m—|Zy4l.

En consecuencia,

[Ny, (2)\{z5 27 HH+INzy () \{v T v7 3 > (n+1)+m—|Zal)
— ([Yal+1))
= n+1l+m—n+|Yy]
— [Yal -1
= q+[Yal.

e Caso2.S4#0ySp #0.
Sean S4 # 0y Sg # (). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
y €Y, 2 € Zp,con

Yal < [Ya] y
[Z8] < |24l

Entonces |Ya| 4+ |Zp| < n; en efecto, como |Yp| = n — |Zp|, |Ya| <
n—|Zp|; porlo tanto, |Y4|+|Zp| < n. En consecuencia, existe un entero
e=|Yp| —|Ya| >0, tal que |Ya| + |Z| =n — €.

Asi,

{y" vy 1N Zp
{27} N Y4l

2,y
[Yal - 1.

Por lo tanto,

{y" oy ynZpl+ {27} nYal < [Yal + 1.
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Como, yz ¢ E(G),

Ny ()| + [Nz(y)| + [Ny (2)| + [Nz (2)] = [NygW)| + |Nzg ()l
+ [Ny, (2)] + [Nz, (2)]
= [Ng(y)| + [Na ()|
= dg(y) +dg(2)

> (n+1)+m.

Por otro lado,

|Ny (y)| + [Nz ()] |Nyy (y)| + [Nz, (2)]
YB|+|Za4|
2n — (|ZB| + |Yal)

n—+e.

IIA

Asi,

[Ny (2)] + [Nz(y)] [Nz (Y)] + [Ny, (2)]
(n+1)+m—-—n—e
m+1—e¢

= qg+l+1—c¢

= (|Yal+|YB])+q+1—e

v 1

En consecuencia,

[Ny, (2) \ {z*,27}|
Nz \{yT oy} > (Yal+YBl+q+1—¢)

—(|Yal +1)
= q+|Yp|—e€
= q+ Y| - (IYB| —|Yal)
= q+|Yal

En ambos casos, G contiene un conjunto de lados E’ de cardinalidad ¢+ |Y4|
tal que para cualquier rw € E’, conr € A, w € B, se cumplen que:

D {rwynd{y, 2z} =1,

i) {r,w}nNYa| =1, {r,w}nZp| =1,

iii) dg(r,w) >3,y
iv) rw ¢ E(H).
Sea Il = Nj(y™) U [Na(y™)\{y, y*?}]. Entonces:
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i) SiIIN (N (y))* # 0, se aplica el Lema 1.

ii) SilIN(N%(y))" =0, existe un u € 11, tal que para algiin v € (N} (y))™
tenemos que, por hipdtesis:
e Siu"v e E(G)\S, se aplicael Lema 2, 0
e Siutv € E(G)\S, se aplica el Lema 3.

En consecuencia, en ambos casos, G contiene un ciclo hamiltoniano C' tal
que |[E(C)NS|=1—1.m

S Ejemplo ilustrativo del teorema principal
Sea el siguiente grafo bipartito balanceado G = (A U B, E), con

A = Aw,ug,uz,ug,usf y Bo= {vi,ve,03,v4,05), Yy sea
S = {vjua, ugvs} C E(G) que induce un bosque lineal, Figura 3

Figura 3: Representa el grafo bipartitoconn =5y m = 2.

Observemos en la Figura 3, que G cumple con la hipétesis del Teorema
Principal; por lo tanto, existen los ciclos:

02 =  U2V1U3V2U4V3U]LV4U5V5U2 tal que |E(02) N S| = 2,
C1 = ugUsuU5v4U VT U3V2U4V3 U tal que |E(01) N S| =1,y
Co = wuuzugususvsuviugvaus tal que |E(CO) N S| =0.
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