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Resumen

Estudiamos un vector de tres entradas, que llamaremos “espiritu bur-
sétil”, que refleja el sentimiento sobre si un indice de una Bolsa de Valores
va a subir, bajar o permanecer igual. Siguiendo el trabajo sobre la “men-
talidad”, expuesto en Ulate(2006), dicho sentimiento serd visto como un
ser vivo, que es una manifestacién de una Cultura o Mentalidad en un mo-
mento dado. Veremos el cambio de este sentimiento de la misma forma
que se ve en animales o plantas. Utilizamos sistemas de ecuaciones dife-
renciales para describir el cambio y réplica en el tiempo de dicho espiritu,
siguiendo la Teoria de Juegos Evolutivos. El sistema de tres ecuaciones
serd comparado con el sistema de dos ecuaciones, conocido como Lotka
Volterra.

Palabras clave: juegos evolutivos; cambio cultural; historia matemaética;
zas; sentimiento bursatil; sistema dindmico.

Abstract

We study a three entries vector, called “stock market sentiment”, that
summarizes bear, bull and neutral feeling about the future of the market.
Following the paper about “mind or spirit” in Ulate (2006), we consider
such sentiment a living being and we will study its change and dynamics
using evolutionary game theory. We use a dynamical system of three dif-
ferential equations to study the change in the vector, and later it will be
compared with the Lotka Volterra system with two equations.

finan-

Keywords: evolutionary games; cultural change; mathematical history; finance;
stock market sentiment; dynamical systems.

Mathematics Subject Classification: 91G80.

Concebimos el espiritu, esencialmente
como conciencia de si mismo.

Hegel.
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SENTIMIENTO BURSATIL COMO SISTEMA DINAMICO 63

1 Introduccion

Dada la importancia que tiene el mercado bursdtil en una economia, queremos
estudiar, sobretodo, la manera como los sentimientos de los individuos acerca de
este mercado interactian, evolucionan y convergen, utilizando herramientas de
teoria de juegos evolutivos y sistemas dindmicos. De hecho, el indice bursatil
S & P es un indicador lider, lo que significa que, en general, anticiparia lo que
va a pasar en el ciclo econémico en U.S.A. El Banco Suizo U.S.B. (2016) [17],
demuestra que la variable“Indice Standard & Poors” (S & P), sirve para explicar
algunas politicas de la Banca Central de Estados Unidos (FED).

En la teorfa econdmica tradicional, se utiliza a menudo el llamado “supuesto
de racionalidad”, que parte del principio de que los individuos ven, perciben o
analizan la realidad tal como es a la hora de tomar sus decisiones. Este supuesto
nos lleva facilmente a modelos que implican equilibrios que no se dan en la
vida real. Los individuos analizan y ven la realidad de diferentes maneras, que
llamaremos estrategias. Esta diferencia en estrategias es esencial para entender
los ciclos y la dindmica politica, social y econdémica a lo largo de la historia.
Esto es especialmente cierto en el mundo bursétil.

La relacion de los sentimientos acerca de la realidad con la realidad misma
tiene una dindmica, que sobre todo en ciencias sociales, posee una gran gama de
estudios, pero hasta ahora el uso de la matematica ha sido muy limitado. Es en la
concepcion hegeliana de la historia, en donde se encuentran una serie de explica-
ciones dindmicas acerca de la evolucién o interaccion del espiritu humano, que
lejos de ser mecanicistas, realmente toman en cuenta que el espiritu o mentali-
dad humana es un ser vivo, con multiples manifestaciones e interacciones con la
realidad. En este sentido, nos alejamos de la interpretacidn tesis, antitesis, sinte-
sis, e interpretamos la concepcién hegeliana de la historia como un modelo en el
cual el espiritu o mentalidad (ver [24] Ulate, 2006), es esencialmente potencia,
cuya capacidad de manifestarse depende de una serie de aspectos. Su mani-
festacion va a producir una interaccién y trayectoria que es importante conocer y
estudiar, asi como la convergencia, si es que la hay, de dicha mentalidad en esta
interaccion.

Veamos un ejemplo en el mundo bursétil, el cual nos brinda gran cantidad
de datos y estadisticas de todo tipo, lo que permitiria estudiar este tema amplia-
mente. Supongamos que la economia estd pasando por una situacién de poco
crecimiento, alto desempleo y precios bajos en un indice bursatil como el S&
P, y entonces los individuos comienzan a introducir nuevos inventos, maneras
de organizarse, tecnologia, mercadeo, etc., y algunos inversionistas comienzan a
considerar que los precios de la Bolsa han bajado suficiente y se inclinan por una
actitud alcista. El aumento en el valor de la riqueza, produce un efecto positivo
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64 F. ULATE

sobre el consumo, la inversion, y el uso de invenciones que antes la economia
no permitia. Esto produce un circulo positivo que sigue aumentando el valor
de la riqueza, y vista la Bolsa como un juego, este estimula que los individuos
inviertan una proporcién de la riqueza cada vez més alta en ella. Después de un
tiempo, mucho inversionista ha invertido la mayor parte de lo que puede o estd
dispuesto a invertir en la Bolsa, y comienza a utilizar métodos méas riesgosos
como las “call options” o endeudamiento “compra al margen”. Para rematar,
todo este circulo positivo ha llevado a que se espere de la realidad mas de lo
que esta puede dar, razén por la cual muchas empresas asesoras de inversionistas
consideran que la proporcidn alcistas—bajistas, o “Bull-Bear ratio”, es un indi-
cador que debe ser visto con mucho cuidado, puesto que si es muy alto, o sea
la gente estd muy positiva acerca del futuro de la economia, entonces hay un
gran chance de que los precios de las acciones caigan, y por esta razén a menudo
este indice se ve como un indicador contrario, “contrarian indicator” ( ver por
ejemplo: InvestingAnswers (2016) [12], Yardeni (2016) [27], Tradingsim (2016)
[22]). De la misma manera, en ciertos casos, la proporcién de volumen transado
en opciones llamado “put—call ratio”, es un indicador contrario, (ver por ejemplo
Stock Chart (2016) [19], investopedia (2016) [16]).

Por otro lado, Alloy y Abrahamson (1988) [3], realizan una serie de estudios
en donde se demuestra que los individuos depresivos tienden a valorar subjeti-
vamente una realidad objetiva mejor que los no depresivos, quienes tienden a
sobreestimar a su favor dicha realidad y sus posibilidades. En general, los indi-
viduos positivos, valoran los juegos de azar de manera diferente a los depresivos,
y en estado de euforia consideran que tienen mejores posibilidades de ganar que
el duefio del casino. Es por esta razén, que para los casinos, es negocio regalar
el licor, ya que el consumo de éste al inicio produce, generalmente, un estado
de euforia. Cuando la Bolsa ha venido subiendo, y estd muy alta, en general,
muchos individuos se sienten alcistas y euféricos para seguir invirtiendo en ella,
y esperan de ésta mas de lo que puede dar.

Este cambio en los sentimientos, produce una separacién ente el precio y el
valor de la riqueza en los mercados, haciendo que una gran cantidad de transac-
ciones en la economia se realicen a precios falsos, y muchos de los indicadores
macroecondmicos, como el PIB y sus componentes carezcan de sentido.

Relacionado con lo antes expuesto, estd un principio conocido en Sociologia
como el Teorema de Thomas, (ver Thomas, 1923 [21]) que en resumen dice: “Si
las personas definen las situaciones como reales, éstas son reales en sus conse-
cuencias”. Lo cual tiene sentido, por ejemplo, al inicio de un periodo de cre-
cimiento en precios, tal como al principio de una burbuja bursétil, pero nunca
cuando la definicién de la situacién le pide a la realidad lo que ésta no puede
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dar, y m4s bien, el llamado “Teorema”, funciona al contrario. La definicién de
una situacion es sobre todo potencia de accién inicial, limitada por la capacidad
de los individuos de llevarla a cabo y por la realidad econémico—social de sa-
tisfacerla. Por tltimo, las consecuencias de dicha definicién son el producto de
una serie de interacciones y en general de un proceso evolutivo, cuya conver-
gencia debe estudiarse con un sistema dindmico, y por esto la matemaética es el
instrumento por excelencia.

En el presente trabajo empezamos el andlisis con un conjunto de individuos
que esencialmente apuestan a que los precios de las acciones van a subir, bajar,
o quedar igual, en un futuro cercano (aprox. 6 meses); apuestan a lo que creen.
Los individuos son de dos tipos i. aquellos que conocen las diferentes estrate-
gias o técnicas para invertir, y asimismo conocen la valoracion de las decisiones
bursétiles con dichas técnicas; los individuos a lo largo del tiempo cambian los
sentimientos en proporcidn a los resultados esperados de estos. ii. Los indivi-
duos que no conocen nada de bolsa, ni estrategias ni valoraciones, pero comparan
su sentimiento con los demds, escogen el sentimiento mas exitoso, e imitan el
comportamiento de los individuos con dicho sentimiento.

Ambos comportamientos descritos en el parrafo anterior, nos llevan al mismo
sistema de ecuaciones dindmicas conocido como replicador dindmico, o ecuacién
de réplica, en teoria de juegos evolutivos. Dicho sistema tiene tres variables y tres
ecuaciones diferenciales. En la seccién 4 del trabajo, probamos que el replicador
dindmico implica las ecuaciones de Lotka—Volterra, que es conocida en Biologia
y es un sistema que consta de dos variables y dos ecuaciones diferenciales, este
modelo nos lleva tres tipos de interaccidn en las especies: competencia, coope-
rativo, o depredador—presa.

La secciéon 3 del trabajo, estudia el sistema conocido como las ecuaciones
Lotka—Volterra depredador—presa, se prueba que dichas ecuaciones implican la
ecuacién de réplica y se estudian cambios en la velocidad de ajuste. Los resul-
tados anteriores ayudarian a estudiar empiricamente el comportamiento de los
individuos a través de la ecuacidon Lotka—Volterra, que es relativamente sencilla
y de dos variables con dos ecuaciones.

2 Modelo

Supongamos que en un momento dado ¢ a través de algin tipo de encuesta
se pregunta a una poblacién que sigue o estd interesado en una Bolsa de Val-
ores, qué opina sobre el futuro de la Bolsa en, por ejemplo, seis meses. Asi,
el indice S & P 500 (Standard and Poors), sirve de ejemplo, y los encuestados
escogen entre:
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1. Si va a bajar, sentimiento bajista, o “bear”.
2. Si va a subir, sentimiento alcista, o “bull” en inglés.

3. Si va a permanecer, sentimiento neutro, o ‘“neutro”.

Siguiendo el trabajo “Formalizacién de una Teoria de la Mentalidad” [24],
la proporcién de individuos que escoge cada opcidn se resume a un vector s o
“espiritu”, que de alguna manera refleja o resume una manifestaciéon cultural que
creemos que es muy util para entender los ciclos econdmicos y la economia en
general.

Llamaremos espiritu del sentimiento bursdtil, o espiritu bursdtil, al vector s
tal que:

s=| s2 cR? (D

donde s; > O para¢ = 1,2,3,ademds ), s; = 1.

Llamamos S% = {s € R?/s; > 0,51 + so + s3 = 1}, donde las entradas s;
de s representan la proporcién de cada uno de los sentimientos bajista, alcista o
neutro, que llamaremos sentimiento s; o sentimiento i. Mds tarde supondremos
que alguna de las entradas de s, por ejemplo s3, es estrictamente positiva.

Si bien es cierto que cada individuo puede sentirse bajista, alcista o neu-
tro, cuando expresa dicho sentimiento de alguna forma y en algiin grado com-
parte una serie de caracteristicas, hébitos, valoracién de la realidad, visién de
la economia o el mundo, etc., con la subcultura con que se identifica. Asi por
ejemplo, los “bulls”, ven ciertos canales de television, siguen ciertas paginas de
internet, ciertos clubes de inversidn, tienen ciertos idolos, etc.

Ahora bien, si en la Teoria de Juegos Evolutivos, se empez6 con un juego
que juegan los seres vivos, con diferentes caracteristicas, aqui empezaremos con
un juego, con un gran tamafo, sofisticacion, cantidad de transacciones y sobre
todo con un fuerte efecto sobre la economia de un pais o mundo entero.

Los “bulls”, “bears”, “neutros”, son subculturas que comparten o se identi-
fican en algiin grado con ciertas caracteristicas que llamaremos estrategias. Por
ejemplo, en inversion bursétil hay estrategias como:

i. Valoracién, de acuerdo a pardmetros financieros.
ii. Momentum, de acuerdo a como han cambiado los precios.
iii. Proporcién del mercado, y cémo ha cambiado.

iv. Dividendos y su crecimiento.
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v. Politica econdémica, la FE.D.
vi. Ciclo econémico.
vii. Series de Fibonacci.
viii. Actividad y tamafio de las empresas.
ix. Nivel de endeudamiento, sobre todo para actividades en dificultad.
x. Calendario, mes o dia del dafio, etc.

Hay muchas estrategias, algunas poco sofisticadas como seguir los consejos de
un comentarista o el horéscopo, y otras muy sofisticadas como el uso de la
matemdtica avanzada o supercomputadoras, que hacen muchas transacciones por
segundo, con algtn tipo de arbitraje.

Supongamos un nimero grande ¢ de estrategias y llamamos e; la identifi-
cacion o uso relativo que se le da a cada estrategia dentro de un grupo o conjunto
de individuos, asi tenemos

€1
e=|: e € R, ei >0, D ei=1, 2)
7

€

donde e puede ser visto como el vector de proporciones de individuos de un
grupo que escogen cada una de las estrategias, por lo tanto, los individuos son
diferentes; o como el vector del uso relativo que cada individuo tiene de cada
una de las estrategias, siendo los individuos iguales. Llamamos e* el vector de
estrategias con que se identifica los individuos del grupo con sentimiento bajista,
alcista o neutro, con k = 1,2, 3.

Llamamos pago al premio o castigo que recibe o se espera que reciba la es-
trategia 7 ante una unidad de individuos (puede ser 1%) que escogen la estrategia
J, denotado w;;:

uijER,izl,...,ﬁ;jzl,...,f 3)

u;j es elemento de la matriz U € RO,
Llamamos a;; al pago que recibe el sentimiento s; ante el sentimiento s;,
a;; puede verse como el cambio en el premio o castigo que recibe el sentimiento
i, ante un cambio en una unidad (puede ser 1%) de individuos que escogen el
sentimiento j:
aij = (ei)'Uej; aij € R, “4)

a;j es el elemento 75 de la matriz A € R3%3,

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 25(1): 61-78, Jan—Jun 2018



68 F. ULATE

Los animales transmiten a sus descendientes sus caracteristicas o estrategias
a través de los genes. Por ejemplo los bovinos, son herbivoros, tienen ojos a los
lados, para una visién de 360 grados, tienen comportamiento gregario, general-
mente huyen ante el peligro, a veces después de embestir, no distinguen colores,
son muy sensibles a los movimientos de otros animales y en la relacién con otros
animales como los leones en las sabanas, asumen el papel de presa. El simbolo
de Wall Street de un toro (bovino), es un homenaje al sentimiento alcista o “bull”.

El oso norteamericano, simbolo de los “bears”, o sentimiento bajista, es
carnivoro, tiene los ojos adelante para localizar bien la presa, garras grandes,
es rapidisimo en sus manotazos, hiberna y espera asi que la oportunidad de ca-
ceria vuelva después del largo suefio, y en relacién con otros animales como el
salmén ocupa el lugar del depredador.

La naturaleza ha ideado a través del ciclo de vida y muerte una manera de re-
producir los genes mds exitosos. En el comportamiento humano, los sentimien-
tos, que son seres vivos porque se replican, cambian y evolucionan, también
podemos suponer que se reproducen esencialmente por imitaciéon de aquellos
que son mds exitosos, medido este logro por sus resultados finales, sin necesidad
de conocer los detalles numéricos de cada sentimiento y sus estrategias. Este
modelo de imitacién, brinda las mismas ecuaciones de réplica que daria un mo-
delo en el cual los individuos conocen los detalles y valoracion de los diferentes
aspectos de cada sentimiento, aumentando o disminuyendo estos de acuerdo al
pago positivo o negativo de cada uno. La transmisién cultural es un asunto com-
plicado, y hay estudios y explicaciones distintas con posiciones ideoldgicas de
diferentes tipos, ver ejemplo Feldman (1976) [6].

El pago total al sentimiento s;, usando la matriz A (4) es igual a II,;:

II,, = Z a;js; = (As);, (elemento ¢ del vector As) 5)
J

i.e., el pago al sentimiento ¢ es la suma del pago ¢ ante cada uno de los sentimien-
tos a;; multiplicado por la proporcién de cada uno de esos sentimientos, o si se
quiere por la probabilidad de encontrarse con individuos del sentimiento j.

El pago promedio para todos los sentimientos es igual a:

W = Z Z 5iQ;8j = s'As. (6)
P
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Taylor & Jocker (1978) [20] introducen la “ecuacién de réplica”, basados en
el trabajo pionero de J. Maynard Smith & G.R. Price (1973) [15], donde el pago
estd asociado a la capacidad de tener descendientes. Dicha ecuacidn, para el caso
del espiritu bursétil, nos darfa que el crecimiento per cdpita de un sentimiento ¢
es igual a la diferencia de pago entre dicha estrategia y el pago promedio:

% (As); — s'As,i =1,2,3, con §; = dsi. 7
Si dt
conocida como la ecuacién de réplica.

En el caso de individuos cuya permanencia o cambio de sentimiento no de-
pende del pago (7), sino de imitacién con algin tipo de protocolo, tenemos que si
los individuos que quieren cambiar tratan de imitar los sentimientos mas exitosos
en una proporcion a ese éxito, entonces volveremos a encontrar esencialmente
dicha ecuacién. En efecto, supongamos que tenemos dos individuos que se en-
cuentran aleatoriamente y comparan el pago de sus sentimientos (z*, 7).

Si (As);= > (As);, el individuo con ¢*, para no perder, suponemos que
conserva su sentimiento y el de ¢ mejoraria si se pasa a ¢*.

Si (As);» < (As);, entonces el individuo con 7*, mejoraria si se pasa a i, y
el de ¢ conserva el suyo, pues perderia si cambia.

Suponiendo que los individuos cambian sentimiento en proporcion a la me-
jora entre los dos pagos, entonces el cambio en el sentimiento ¢* ante encuentros

con individuos del sentimiento 7, (dfﬁ* ) , es igual a dicha mejora multiplicada
3

por la probabilidad de que un individuo del sentimiento ¢* se encuentra con otro
del ¢ (SZ’* . Si)Z

(55 = As) - (as) e ). ®

El cambio total en el sentimiento 7%, (djf ), es la suma del cambio en dicho

. . . . ds; _ ds;
sentimiento, ante los otros sentimientos, == = Zl ( v )l sumando (8) para

todo ¢ y dividiendo entre s;+:

dSi*

) = (As)ie Yosi = Do si(As);

i

dsi*
puesto que >, s; = 1, Y, 5;(As); = s'As, entonces -2— = (As)+ — s'As,
que generalizado para ¢* = 1,2, 3 conlleva a la ecuacién (7).
La ecuacién (7) cumple con el hecho de que $1 4 52+ 53 = 0, como se puede

comprobar facilmente.
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3 La ecuacion de Lotka—Volterra

Afos antes de que Taylor & Jonker (1978) [20] introdujeran la ecuacién de
réplica (7), A.J. Lotka (1956, original de 1924) [13], introdujo un sistema de
ecuaciones diferenciales en dos dimensiones, y V. Volterra (1931) [25] utilizé el
mismo modelo para explicar la composicion de peces observada por pescadores
en el Mar Adridtico, después de la Primera Guerra Mundial.

Dicho modelo, conocido como el sistema Lotka—Volterra, depredador—presa,
se presenta a continuacion:

n = yiloa = Bry2) = f(y1,92)
U2 = ya(—as+ Bay1) = f2(y1,v2) )

con y;, 5, B € Ryy; > 0;04,8; > 0 para¢ = 1,2, donde y; es la cantidad
de la especie presa, y2 es la cantidad de la especie depredadora, o es el cre-
cimiento proporcional de la especie presa en ausencia de depredadores, ag es
el crecimiento proporcional de la especie depredadora (mortalidad) en ausencia
de la especie presa (que sirve de comida), 51 es la manera como una unidad
depredadora disminuye el crecimiento proporcional de presas, 35 es la manera
como una unidad presa aumenta el crecimiento proporcional de depredadores.

El equilibrio de (9) se daen y; = 0, 7 = 1, 2, asi tenemos dos equilibrios:

yi=y2=0 (10)
o =Pz =0 = y3=75 (11
ay—fPoyi =0 = yi =3

Para el caso en que y; > 0,y y2 > 0, tenemos

By G2t
Y1 Y2 Y2 Y1

=0.

Reacomodando y utilizando 9, la expresion anterior nos lleva a:

ay —fBoyr . o1 — Piye .
Y1+ Y2

=0
U1 Y2
de donde . )
1 . 2 .
Oé2y* — Bayn + Oé1y* —B1y2 =0
Ll Y2
0 sea

d(agIlny; — Bay1 + a1 lnys — B1y2)
dt

=0. (12)

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 25(1): 61-78, Jan—Jun 2018



SENTIMIENTO BURSATIL COMO SISTEMA DINAMICO 71

En Acufia & Ulate (2008) [2], pag. 178, se define una funcién V' que nos
ayuda a describir el comportamiento de (9): V : int Ri — R con
int R2 = {(y1,y2) € R?,y; > 0,5 = 1,2}, tal que

V(y1,y2) = Pe(yiInyr — y1) + Br(ys Inyz — o). (13)

Utilizando (11), obtenemos que V' es la expresion entre paréntesis en (12),
con lo que (12) se puede expresar % = 0y se obtiene:

V(yi(t),y2(t)) = k. (14)

El valor de la constante k£ de V' determina la posicién de 6rbitas cerradas,
alrededor del punto de equilibrio y¢ = (y{, y5).

Utilizando el Teorema de Taylor, podriamos encontrar una expansién lineal
en el vecindario de y¢ = (y{, y5) en (11). En equilibrio

no= f'=0
g = f2=0

y la nueva funcién (f1, f2) linealizada seria
P=J°. 2, (15)

€ R?*2 es la matriz jacobiana de (f, f2) valorado en

_ ot
donde J¢ = ‘ 9o

ye
Y% z = (y — ye) donde y = <zl> y claramente dy = dz, con lo que estudiar
2

(15) nos ayuda a entender el comportamiento de (9), sobre todo en estabilidad y
tipo de equilibrio.

Abhora,
aft ot
J=| % 9y |- ’ (a1 — Bry2) —Biy
% % B2y (—ag + B2)1n

que valorado en y§{ = aa/ 2, y5 = a1/ se obtiene

0 —ﬁ1%

Je =
52% 0

Ls solucién general para (15), cuando se tienen raices caracteristicas para
J¢, reales y distintas (A1, A2), es

z(t) = kicieM?t + kycoe2t
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0= (200)

con ky, ko vectores caracteristicos asociados a A1, Ay respectivamente.
Si las raices son complejas, i.e A1, Ao = a £ b; se tiene

donde

2(t) = kycze™ cos (bt + c4) + kacge™ sin (bt + c4)

donde k; y ko son vectores caracteristicos asociados a la parte real y a la parte
imaginaria, respectivamente, del vector caracteristico asociado a la raiz carac-
teristica A1, y ¢s, c4 son constantes reales con ¢4 € [0, 27].

Las raices caracteristicas de J¢ son A\; = +i(a; - 042)% con lo que se obtiene
para (15) la solucién

z(t) = kicg cos (y/araat + ¢4) + kocs sin (ajaat + ¢4).

Esta linealizacién nos lleva a que g, estd rodeado de drbitas cerradas con periodo

: s
igual a Jaias

Partiendo de (9), definamos un nuevo sistema con s3 =

1
y1t+y2+1 >0,

i = fYyye)-ss =wyilon —By2) sz =g (Y1, 2)
L e _ e (16)
ii. g2 = f2(y1,92) - 53 = y2(—a2+ Boy1) - s3 = g7 (v1,92)-
La nueva matriz jacobiana es
9g' 99!
_ |0 0
J= |0 o
oy 0y2
En equilibrio
1= yilon = Biy) =0
2 = ya(—az+ Bayn) = 0.
Utilizando g—fﬁ = g—zg = —s3, entonces la nueva matriz jacobiana valorada en
equilibrio es
JE = aO 7B1% ' Sg
n e ?
donde
. 1
83 —
(az/B2) + (o1 /1) +1
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lleva a la ecuacion caracteristica
M+ aqas(s§)? = 0.

p o o e
Las raices caracteristicas son \; = £i,/a1as5.
Tenemos las mismas Orbitas cerradas de (15), pero ahora el periodo es

2m <O‘2 - 1>
vV [e5Ye%)] ﬁ2 51 ’

Del resultado anterior para J¢, se obtiene J: = s§.J¢. Sea H(J), § € [0,1]
una matriz tal que H () = (1+ (s§—1)-6)J¢ H(0) = J¢, H(1) = Jy.

Vistas f = (f1,f?) y g = (¢', ¢?) linealizadas como campos vectoriales
definidos sobre una curva cerrada, entonces son homotdpicos (como relacion de
equivalencia, ver Farkas (1994) [5]).

Sea la transformacién T : Ri — 83, T(y1,y2) = (s1, s2, 53), tal que

Al
s = —
y1+y2+1

sy = Y2
y1+y2+1

1
s = ——.
y1+y2+1

Puesto que 51 = 41 - 3, S2 = Y2 - S3 y que

—(1 +12)

. 2/. .

§3 = s = —s3(41 + U
(y1 +y2+1)2 3 )

51 = S3Y1+ Y183

S92 = S3Y2 + Y283

entonces, utilizando el médelo de Lotka-Volterra, depredador presa con ajuste
s3 (16), obtenemos:

51 s1{(a1s3 — B1s2) — (015183 — P15152 — (25253 + P25251)]
S9 = sol(—ags3+ B2s1) — (ans183 — P15152 — aas283 + P25251)]
$3 = s3|—(ais1s3 — 15152 — aas2s3 + [25251)]
y
51/%1 0 -/ m 51 0 -5/ o
52/82 = ,BQ 0 — Q9 S2 | — S/ /82 0 —Q2 | S.
53/83 0 0 0 S3 0 0 0

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 25(1): 61-78, Jan—Jun 2018



74 F. ULATE

O sea para
0 —-f1 o
A= (B 0 -
0 0 0
se tiene

$; = si[(As); —s'As|,i =1,2,3,

que es la ecuacién de la réplica (7) para A dado.

4 La Ecuacion de Lotka—Volterra (generalizada)
y la ecuacion de réplica

Generalizando la ecuacion Lotka—Volterra depredador—presa para incluir el efecto
que un determinado sentimiento tenga sobre si mismo, se tiene, para

y=(y1,52) €RY,

go= W= yi(dis + duys + dizye) = (Y1, 92) an
g = B2 = yo(dos + doryn + dazyo) = f2(y1,y2)

donde a1, ags es el efecto que un sentimiento especifico tiene sobre si mismo;
se tienen tres casos:

i. dy2y do; positivos, el sistema es cooperativo.
ii. di2y d21 negativos, el sistema es competitivo.
iii. diade; < 0, el sistema es depredador—presa.
Partiendo de la ecuacién de réplica (7) y suponiendo s3 > 0,
8 = si[(As); —s'As], i =1,2,3.

Llamamos y; = s1/s3, Y2 = S2/s3, y3 = 1, entonces, parai = 1,2, 3:

5351' — Siég
Yi = 2
83
_ s535;[(As); — s’ As] — s;53[(As)3 — s’ As]
— s§
Si
= —[(As); — (As)3]
53
= yil(ai1s1 + aias2 + a;3s3) — (az151 + as2s2 + azsss)]

s (18)

S1 S9
= yil(ain —as1)— + (a2 — az2)— + (a;3 — agz) —
53 53 53
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Llamese (a;; — a3;) = d;j;, entonces se tiene:

n = yi(diz +diiyr + di2ye) - s3 = g (y1,92)
. 9 (19)
g2 = yi(das + doryr + dazy2) - s3 = g°(y1,y2)

que es la ecuacién (17) con un cambio en la velocidad de ajustes (s3).

En la seccién anterior vimos que para el sistema Lotka—Volterra depredador—
presa, como las drbitas eran cerradas, a lo largo de dicha curva cerrada los
campos vectoriales linealizados f = (f1, f2), y ¢ = (g1, ¢92) son homotdpicos,
g = s3 - f. También podemos encontrar una serie de propiedades relacionadas
con la equivalencia entre los modelos (17) y 19). Dicha equivalencia fue es-
tudiada originalmente por Hofbauer(1981) [9] para n variables (replicador) y
(n — 1) variables (Lotka—Volterra). En un trabajo posterior Bomze (1983) [4],
aprovecha dicha equivalencia para clasificar los flujos de dichas ecuaciones o
sistemas.

5 Conclusiones

Partir del supuesto de que los individuos ven la realidad de diferentes formas, que
llamamos estrategias, nos lleva a comportamientos dindmicos, a veces ciclicos,
que permiten comprender mejor el ciclo econémico.

Dada la importancia que tienen las bolsas de valores, como indicadores
lideres en el ciclo econémico y en la politica de la Banca Central de la Reserva
Federal, estudiar estadisticamente los modelos (17) y 19), podria ayudarnos a
entender mejor la economia.

La ecuacidén de Lotka-Volterra, reduce el sistema de 3 ecuaciones en tres di-
mensiones a un sistema de 2 ecuaciones en dos dimensiones, y facilita el estudio
empirico-estadistico y el conocimiento sobre las 6rbitas que ahora se dan en el
plano.

El ciclo econdémico es un asunto complejo que se ha visto de muchas mane-
ras. A finales del siglo XX y principios del siglo XXI, la politica fiscal y mo-
netaria ha sido usada para suavizar o disminuir las fluctuaciones en dicho ciclo.
Esta politica debe ser analizada en un sentido amplio, puesto que si bien es cierto
estas fluctuaciones producen recesiones, desempleo, y en general, sufrimiento,
este sufrimiento debe ser compensado sin afectar las bondades de la destruccién
creativa (Schumpeter 1942) [18], en el largo plazo, sobre la economia en general,
y especificamente sobre la tecnologia.
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