
REVISTA DE MATEMÁTICA : TEORÍA Y APLICACIONES201623(2) : 489–506

CIMPA – UCR ISSN: 1409-2433 (PRINT), 2215-3373 (ONLINE)

ANÁLISIS DE UN MODELO PLANTA-HERBÍVORO

APLICADO A LA INTERACCIÓN

GRAMÍNEA-BOVINO

ANALYSIS OF A PLANT-HERBIVOROUS MODEL

APPLIED TO GRASS-BOVINE INTERACTION

JHOANA P. ROMERO L.∗ EDUARDO IBARGÜEN†

ALEJANDRA PULGARÍN‡ DEYBER CORDERO§

INGRID P. CASTAÑO¶

Received: 20 Aug 2014; Revised: 28 Aug 2015;
Accepted: 20 Feb 2016

∗Est. de Doctorado, Instituto de Matemáticas, Universidad de Antioquia, Medellín, Colombia.
E-Mail: jpatirom3@gmail.com

†Departamento de Matemáticas y Estadística, Facultad de Ciencias, Universidad de Nariño,
Pasto, Colombia. E-Mail: edbargun@gmail.com

‡Facultad de Ciencias Básicas, Universidad del Quindío, Armenia-Colombia. E-Mail:
ampulgarin@uniquindio.edu.co

§Facultad de Ciencias Agrarias, Universidad de Antioquia, Medellín,Colombia. E-Mail:
decosoldier.1@hotmail.com

¶Misma dirección que/Same address as: D. Cordero. E-Mail: ipcc-2804@hotmail.com

489

mailto: jpatirom3@gmail.com
mailto: edbargun@gmail.com
mailto: ampulgarin@uniquindio.edu.co
mailto: decosoldier.1@hotmail.com
mailto: ipcc-2804@hotmail.com


ANÁLISIS DE UN MODELO PLANTA-HERBÍVORO APLICADO... 493

La región de interés biológico para las soluciones del sistema (1), viene dada por
el siguiente conjunto:


 =
n

(x; y) 2 R2 : 0 � x � K; y � 0; lim
t !1

e�
Rt

0 (� � + g(x(� ))) d� 2 (0; 1 )
o

:

(3)
En la siguiente proposición se prueba que el sistema (1) está bien planteado en el
sentido que soluciones con condiciones iniciales en
 permanecen allí para todo
t � 0.

Proposición 2.1 El conjunto
 de�nido en (3) es positivamente invariante para
las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (1).

Demostración 2.2A partir de la primera ecuación de (1) se obtiene la desigual-
dad

dx
dt

� x
�

1 �
x
K

�
;

cuya solución satisface0 � x(t) � K . Por otro lado, la solución de la segunda
ecuación de (1) es

y(t) = y(0)e�
Rt

0 (� � + g(x(� )) d� ;

lo cual implica quelim t !1 y(t) existe si y solo si

lim
t !1

e�
Rt

0 (� � + g(x(� ))) d� 2 (0; 1 );

existe. Finalmente, se veri�ca fácilmente que el campo vectorial de�nido por (1)
sobre@
 no apunta hacia el exterior de
 . Por lo tanto, cualquier solución de
(1) que inicie en
 permanecerá allí para todot � 0.

3 Soluciones de equilibrio

Los estados de equilibrio del sistema (1) están dados por las soluciones del si-
guiente sistema algebraico

x
�

1 �
x
K

�
� g(x)y = 0

� ��y + �g (x)y = 0 : (4)

Reemplazandog(x) de�nido en (2) en el sistema (4) se obtiene

x
� �

1 �
x
K

�
�

y
1 + x

�
= 0

�y
�
� � +

x
1 + x

�
= 0 : (5)
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A partir de (11) se tiene que la matriz jacobianaJ evaluada enP0 es

J (P0) =
�

1 0
0 � ��:

�
: (12)

Obsérvese que los valores propios de (12) están dados por� 1 = 1 y � 2 = � ��
lo cual implica queP0 = (0 ; 0) es inestable, más aún, es un punto de silla. El
resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 4.1 El equilibrio trivial P0 es inestable.

Ahora, se determinará la estabilidad del equilibrioP1. Para este �n, ob-
sérvese que la matrizJ evaluada enP1 está dado por

J (P1) =

0

@
� 1 � K

1+ K

0 �
�

K
K + 1

� �
�

1

A ; (13)

cuyos valores propios son

� 3 = � 1 y � 4 = �
�

K
K + 1

� �
�

:

Por lo tanto� 4 < 0 sí y solo si

� >
K

K + 1
: (14)

El resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 4.2 Si se satisface (14) el equilibrio trivial P1 es local y asintóti-
camente estable en
 .

Finalmente, se determinarán las condiciones para las cuales el equilibrioP2

de�nido en (9) es estable en
 . Obsérvese que parax 6= 0 y y 6= 0 la ecuaciones
de equilibrio (5) se reducen a

1 �
x
K

�
y

1 + x
= 0

� � +
x

1 + x
= 0 : (15)

Reemplazando (15) en (11) y simpli�cando la matriz Jacobiana se reescribe
como

J (P) =

0

B
B
@

x
�

y
(1 + x)2 �

1
K

�
�

x
1 + x

�y
(1 + x)2 0

1

C
C
A : (16)
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Obsérvese que cuandoy = 0, la primera ecuación de (5) se reduce a

x
(

1 −
x
K

)

= 0. (6)

Las soluciones de (6) están dadas porx = 0 y x = K lo cual implica que

P0 = (0, 0) y P1 = (K, 0), (7)

son equilibrios de (1). Cuandoy 6= 0, de la segunda ecuación del sistema (5) se
obtiene

x =
α

1 − α
, (8)

lo cual implica que0 < α < 1. Por otro lado, reemplazando (8) en la primera
ecuación de (5) y despejando la variabley se obtiene

y =
K − (K + 1)α
K(1 − α)2

,

lo cual implica la existencia del tercer equilibrio

P2 =
(

α
1 − α

,
K − (K + 1)α
K(1 − α)2

)

. (9)

Nótese queP2 tiene sentido biológico si y solo si

α <
K

K + 1
. (10)

Los resultados anteriores sobre existencia de soluciones de equilibrio del sistema
(1) se resumen en la siguiente proposición.

Proposición 3.1 Siempre existen las soluciones de equilibrioP0 = (0, 0) y
P1 = (K, 0) del sistema (1). Si se satisface la condición (10), además deP0

y P1 existe una tercera solución de equilibrioP2 definida en (9).

4 Análisis de estabilidad local

En esta sección se determina la estabilidad asintótica local de las soluciones de
equilibrio del sistema (1). Para este fin, se inicia analizando la estabilidad local
del equilibrio trivialP0 = (0, 0) en la región de interésΩ. La linealización del
sistema (1) alrededor de un punto de equilibrioP está dada por

J(P ) =









1 −
2x
K

−
y

(1 + x)2
−

x
1 + x

βy
(1 + x)2

β
(

x
x+ 1

− α
)









. (11)
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A partir de (11) se tiene que la matriz jacobianaJ evaluada enP0 es

J(P0) =
[

1 0
0 −αβ.

]

. (12)

Obsérvese que los valores propios de (12) están dados porλ1 = 1 y λ2 = −αβ
lo cual implica queP0 = (0, 0) es inestable, más aún, es un punto de silla. El
resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 4.1 El equilibrio trivial P0 es inestable.

Ahora, se determinará la estabilidad del equilibrioP1. Para este fin, ob-
sérvese que la matrizJ evaluada enP1 está dado por

J(P1) =





−1 − K
1+K

0 β
(

K
K + 1

− α
)



 , (13)

cuyos valores propios son

λ3 = −1 y λ4 = β
(

K
K + 1

− α
)

.

Por lo tantoλ4 < 0 sí y solo si

α >
K

K + 1
. (14)

El resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 4.2 Si se satisface (14) el equilibrio trivialP1 es local y asintóti-
camente estable enΩ.

Finalmente, se determinarán las condiciones para las cuales el equilibrioP2

definido en (9) es estable enΩ. Obsérvese que parax 6= 0 y y 6= 0 la ecuaciones
de equilibrio (5) se reducen a

1 −
x
K

−
y

1 + x
= 0

−α+
x

1 + x
= 0. (15)

Reemplazando (15) en (11) y simplificando la matriz Jacobiana se reescribe
como

J(P ) =









x
(

y
(1 + x)2

−
1
K

)

−
x

1 + x
βy

(1 + x)2
0









. (16)
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En este caso, la matriz jacobianaJ evaluada enP2 se reduce a

J(P2) =







α [K − 1 − (K + 1)α]
(1 − α)K

−α

β[K − (K + 1)α]
K

0






. (17)

La ecuación característica de la matriz definida en (17) es

λ2 − TraJ(P2)λ+DetJ(P2) = 0,

donde

TraJ(P2) =
α[(K + 1)α+ 1 −K]

(1 − α)K
y DetJ(P2) =

αβ[K − (K + 1)α]
K

.

A partir de (10) se verifica queDetJ(P2) > 0. Por otro lado,TraJ(P2) > 0 si
y solo si se satisface la siguiente desigualdad

α >
K − 1
K + 1

. (18)

En consecuencia, basta con que se satisfaga (18) para queP2 sea local y asin-
tóticamente estable. El resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 4.3 Si se satisface (18) entoncesP2 es localmente asintóticamente
estable enΩ.

La tabla 1 resume el comportamiento dinámico del sistema (1).

Tabla 1: Condiciones de existencia y estabilidad de los estados de equilibrio del sistema
(1).

Equilibrio Existencia Estabilidad
P0 Siempre existe Inestable
P1 Siempre existe α > K

K+1

P2 α < K
K+1 α > K−1

K+1

4.1 Análisis de bifurcación y estabilidad global

En esta sección se verifica la existencia de una bifurcación de Hopf supercrítica
para

α = α0 =
K − 1
K + 1

,
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Obsérvese que paraα = α0 el equilibrioP2 se reescribe como

P2,0 =
(

K − 1
2

,
(K + 1)2

4K

)

. (19)

En este caso la matriz jacobiana se reduce a

J (P2,0) =

(

0 −α
β
K

0

)

,

cuyos valores propios son±i
√

αβ/K, lo cual implica queP2 se transforma en el
equilibrio no hiperbólicoP2,0. Lo anterior abre la posibilidad de la existencia de
una bifurcacion de Hopf. Con el propósito de verificar las hipótesis delTeorema
de Hopf, se traslada el equilibrioP2,0 definido en (19) al orígen, por medio del
cambio de coordenadasu = x− a y w = y − b, donde

a =
K − 1

2

b =
(K + 1)2

4K
. (20)

En las nuevas coordenadas(u,w) el sistema (1) se reescribe como

u̇ = (u+ a)
(

1 −
u+ a
K

)

−
(u+ a)(w + b)

(1 + u+ a)
= ϕ(u,w)

ẇ = −αβ(w + b) + β
(u+ a)(w + b)

(1 + u+ a)
= ψ(u,w). (21)

La linealización del sistema (21) está dada por la matriz jacobiana

J(u,w) =

[

1 −
2(u+a)

K
−

(w+b)
(1+u+a)2

− u+a
1+u+a

β (w+b)
(1+u+a)2

−αβ + β (u+a)
1+u+a

]

. (22)

Evaluando la matriz (22) en el orígen se tiene

J(0, 0) =

[

1 − 2a
K

− b
(1+a)2

− a
1+a

β b
(1+a)2

−αβ + β a
1+a

]

.

Reemplazando los valores dea y b definidos en (20), la matriz anterior se
reduce a

J(0, 0) =







2 −K +
1
K

−
K − 1
K + 1

β
K

0






,
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o equivalentemente

J(0, 0) =







2 −
(1 +K)2α

K
−α

β
K

0






. (23)

La ecuación característica de la matriz (4.1) es

λ2 − Tra(J(0, 0))λ+Det(J(0, 0)) = 0, (24)

donde

Tra(J(0, 0)) = 2 −
(1 +K)2α

K

Det(J(0, 0)) =
αβ
K
.

Dado queDet(J(0, 0)) > 0, entonces los valores propios de la matriz (23) son
imaginarios puros sí y solo si

µ(α) = tra(J(0, 0)) = 2 −
(1 +K)2α

K
= 0. (25)

Despejandoα se tiene que

α =
2K

(K + 1)2
= α0,0. (26)

Dado que

µ′(α0,0) = −
(1 +K)2

K
6= 0,

se concluye que el sistema (21) presenta una bifurcación de Hopf alrededor del
orígen, y por lo tanto el sistema en coordenadas (1) presenta bifurcación de Hopf
alrededor del equilibrio de coexistenciaP2,0. Por otro lado, siguiendo un proce-
dimiento similar al realizado en el Ejemplo 3.1 (Hopf bifurcation in a predator-
prey model, página 101) del libro de Yuri Kuznetsov [8] se verifica queel primer
coeficiente de Lyupunovl1(0) está dado por la expresión

l1(0) = −
α2

2w2
0(1 + αγ)

[

8β
K(K + 1)2

+
4αβ2

K
+

8
(K + 1)2

]

−
α2w0

2w2
0(1 + αγ)

(

24αβ
K2(K + 1)2

+
32β

(K + 1)4

)

(27)
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donde

w0 =

√

2β
(K + 1)2

y γ =
β
K
.

Puesto que todos los términos son positivos, concluímos quel1(0) definido en
(27) es negativo, por tanto la bifurcación de Hopf es supercrítica. Porotro lado,
cuando

α = α1 =
K

K + 1
,

el equilibrioP2 se reescribe como

P2,1 = (K, 0) = P1.

En este caso la matriz jacobiana se reduce a

J (P2,1) =
(

−1 −α1

0 0

)

,

cuyos valores propios son0 y −1, lo cual implica queP2 se transforma en el
equilibrio no hiperbólicoP2,1 = P1. En la Figura 1 se presenta un diagrama de
bifurcación de las soluciones de equilibrio, en el cual se observa queP1 y P2 son
inestables cuandoα < α0, queP2 es el único nodo cuandoα ∈ (α0, α1), mien-
tras queP1 es el único nodo cuandoα > α1. Ahora, dado que los equilibrios
P0, P1 y P2 son inestables cuandoα < α0, entonces a partir del Teorema de
Poincaré-Bendixon se concluye la existencia de un ciclo límite estable cuando
α < α0. Lo anterior implica que enα = α0 se presenta una bifurcaión de Hopf
supercrítica decreciente: es decir, el equilibrioP2 estable se bifurca en un ciclo
límite estable cuandoα = α0 a medida que el parámetroα decrece. Finalmente,
en la región(α0, α1) el equilibrioP2 es el único equilibrio estable y además no
existen órbitas cerradas en, en consecuenciaP2 es globalmente estable en esta
región. De manera similar, se verifica que en la regi’on(α1,∞) el equilibrioP1

es globalmente estable.

5 Simulaciones numéricas

En esta sección se presentan algunas simulaciones numéricas y gráficas que ilus-
tran el crecimiento de la población de bovinos alimentados conPanicum max-
imun (uno de los pastos más frecuentes y cultivados en la subregión del Bajo
Cauca Antioqueño [3]) por un tiempo inferior o igual a 24 horas por día.

El Panicum maximuntambién conocido como pasto guinea, pajarita o india
son plantas perennes que forman macollas, pueden alcanzar hasta 3 m deal-
tura. Los tallos son erectos y ascendentes con un vena central pronunciada. Su
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Fig. 1: Diagrama de bifurcación: Comportamiento de las solucionesde equilibrio vs el
parámetroα.

inflorescencia se presenta en forma de panoja abierta de 12 a 40 cm de longi-
tud. Las raíces son fibrosas, largas y nudosas y ocasionalmente tienen rizomas,
esto confiere cierta tolerancia a la sequía. Necesitan suelos de media a alta fer-
tilidad, bien drenados con pH de 5 a 8 y no tolera suelos inundables, alturas
entre 0 y 1500 m.s.n.m y precipitación entre 1000 mm y 3500 mm por año.
Crece muy bien en temperaturas altas, aunque tienen menor tolerancia a la se-
quía que losBrachiarias[19]. Soportan un pastoreo intensivo pero solo con el
mantenimiento de la fertilidad del suelo y responde bien a fertilización. Gene-
ralmente recomiendan retirar los animales de la pastura cuando ésta alcance 20
cm de altura [11]. En la Tabla 2 se presentan los valores de los parámetrosuti-
lizados en las simulaciones numéricas. Además, se considera que el parámetro
α sufre pequeñas variaciones de un tiempo aproximadamente igual a 24 horas
(α ∈ [0.9994720, 0.999479]) y la capacidad de cargaK del pasto guinea está
medida en tonelada por hectárea de materia seca (pasto deshidratado) [3].

Tabla 2: Valores para los parámetrosK y β del modelo (1).

Parámetros Definición Valor Referencias
K Cap. de carga del p. guinea 3.787 [3, 11]
β Tasa de trans. de p. guinea 443 gr/dia [3, 11]

α = α0 Tiempo de alimentación 0.99947201 Estimado
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Las gráficas de la Figura 2 fueron realizadas con diferentes valores deα, en
ellas se puede observar la aparición de las órbitas periódicas cuandoα < α0, el
comportamiento de la espiral débil cuandoα = α0 y la solución de equilibrio de
coexistencia cuandoα > α0 lo cual concuerda con los resultados teóricos.

Fig. 2: Pequeñas variaciones sobre el parámetro de bifurcaciónα0 = 0.99947201.

La gráfica que aparece en la Figura 3 se realizó con lo datos de la Tabla 2,
esta gráfica muestra una espiral débil, lo cual implica que ambas poblaciones
buscan alcanzar su valor de coexistencia de una forma muy lenta.

Cuando los bovinos son dejados en su zona de pastoreo por un tiempo mayor
queα0 (α = 0.999479), se genera un foco atractor (espiral) como se muestra en
la Figura 4, indicando que con dicho tiempo de alimentación las poblaciones de
bovinos y gramínea tienden a alcanzar su valor de coexistencia en un tiempo
menor que en el anterior caso, es decir, la gramínea permanecerá constante y
solo soportará una población constante de bovinos.
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Fig. 3: Espiral Débil: Alimentación con pasto guinea por un tiempoα0 (24 horas
aprox.).

Finalmente, en la Figura 5 se genera un foco repulsor con ciclo límite es-
table (órbita), indicando que cuando los bovinos son dejados en su zonade ali-
mentación por un tiempo menor queα0 (α = 0.9994720), las dos especies co-
existen de manera periódica, lo cual garantiza un balance entre la gramíneay los
bovinos en el sentido que una vez los bovinos consumen la suficiente gramínea
o la gramínea alcanza la mínima altura que le garantice regenerarse, ellos buscan
otra fuente de alimentación hasta que la gramínea alcance su altura máxima y así
se repita el proceso nuevamente.

6 Conclusiones

En este artículo se formula un modelo matemático simple sobre la interacción
planta-herbívoro, en el cual el contacto entre la gramínea (planta) y el bovino
(herbívoro) es analizado mediante un modelo tipo presa-predador con una res-
puesta funcional de Holling tipo II (una de las más frecuentes en la naturaleza).

El análisis cualitativo revela la existencia de tres soluciones de equilibrio, el
equilibrio trivial P0 = (0, 0), el equilibrio con solo gramíneaP1 = (K, 0) y
el equlibrio de coexistencia entre gramínea y bovinosP2 = (α/(1 − α), [1 −

(1 + 1/K)α]/(1 − α2)). Considerandoα como el parámetro de bifurcación se
verificó la existencia de una bifurcación de Hopf supercrítica en el equilibrio P2
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Fig. 4: Espiral: Alimentación con pasto guinea por un tiempo mayor queα0.

Fig. 5: Orbita: Alimentación con pasto guinea por un tiempo menor queα0.
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cuandoα = α0 = (K − 1)/(K + 1) mientras paraα = α1 = K/(K + 1) el
equilibrio de coexistenciaP2 se bifurca en el equilibrioP1.

A partir de las simulaciones numéricas realizadas con datos de la especie de
gramíneaPanicum maximunestablece que jornadas de alimentación del ganado
bovino menores de 24 horas son las más recomendables, esto debido a queper-
mite que la graminea se regeenre o rebrote en un tiempo prudencial. Si se supera
este umbral de 24, los resultados sugieren que hasta cierto umbral la graminea
presentará capacidad para alimentar una población constante de ganadobovino
hasta llegar a su capacidad de carga.

En un trabajo futuro esperamos determinar el tiempo de consumo óptimo de
graminea por medio de la aplicación de teoría de control óptimo.
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