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Resumen

En este trabajo se describe una dinamica de interacciceamtecifica
graminea-bovino a través de un modelo presa-predador @respuesta
funcional Holling tipo 1l. El andlisis cualitativo revela kexistencia de una
bifurcacion de Hopf supercritica con parametro de bifudradecreciente
que se correlaciona con tres equilibrios: uno inestableleloro existen
especies, otro con solo graminea y uno donde coexisten aspasies.
Estos resultados, validados con datos estadisticos dgtiggeiones real-
izadas en la region Caribe y valles interandinos de Colonnfigestran la
relevancia de un consumo de graminea sostenible por pdds blevinos.

Palabras clave:graminea; bovinos; bifurcacion de Hopf; modelo presa-predador.

Abstract

In this work we describe an interspecific interaction dyremiietween
grass and bovines through a predator-prey model with a ifuradt re-
sponse of Holling tipe Il. Qualitative analysis reveals thastence of a
supercritical Hopf bifurcation with decreasing bifurcatiparameter cor-
related with three equilibrium solutions: the trivial elifiium without
species, the equilibrium only with grass and the equilioriaf coexistence
between the both species. These results were validatedtatiktical data
from research conducted in the Caribbean region and irdaras valleys
of Colombia. They show the relevance of grass sustainalisuronption
by bovines.

Keywords: grass; bovines; Hopf bifurcation; prey-predator model.
Mathematics Subject Classification:34D23, 93D20, 65L05.

1 Introduccidén

Las plantas al ser seres vivos autotrofos, es decir, que toman del sustim-
cias inorganicas y energia solar para transformarla en materia orggiticas@g

y almidones) y, al formar la base de la cadena tréfica, presentanritesueter-
acciones con otros seres vivos de su entorno, entre tales interacsetienen:
planta-planta, planta-hongo, planta-animal, planta-microorganismo [&8f c
una de éstas genera beneficio o perjuicio en dichas especies. Por egmiplo
interaccion planta-planta la cercania con la cual ambas especies satentue
ubicadas, ha sido considerada como sindnimo de competencia por |lososecur
limitantes, tales como luz, agua y nutrientes; en el caso de especies arbusti-
vas y plantulas lefiosas quienes crecen juntas, la competencia podréasgeri
del solapamiento en el uso de los recursos edéficos al situar ambatcéss ra
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en el mismo volumen de suelo, en tal caso unas se ven beneficiadas yootras n
tanto. Cuando se beneficia un solo individuo se considera que la interace

tre dichas especies es negativa [20], por el contrario cuandosenpae benefi-
cios para ambas partes la competencia se considera positiva, como &n @t ca
arboles-pastos[6]. La interaccién planta-hongo se considera pqséia ambas
especies, tal es el caso de las micorrizas, las cuales presentan igdadagie
genera ganancia para ambas especies involucradas puesto que laguieta

del hongo nutrientes, minerales y agua, y el hongo a su vez, obtienpldatia
hidratos de carbono y vitaminas que él, por si mismo, es incapaz de sintetizar.
La interaccion planta-microorganismo se considera al igual que la ini@mnacc
anterior, positiva para ambas especies; un ejemplo de esta relacién ésia riz
fera, la cual es el lugar de destino de carbohidratos producto de Erfasis

Yy, que las plantas exudan por sus raices para proveer energia a losrgaer
nismos, quienes en retribucion protegen a las raices de organismoshpatgge
ademas, solubilizan minerales haciéndolos mas asimilables para la planta. En la
interaccion planta-animal se pueden presentar dos casos: competsithia y
negativa. En el primer caso, las dos especies se ven beneficiadhshzointer-
accion (mutualismo), mientras que en el segundo caso solamente una especie
ve beneficiada (presa-depredador). Un caso particular de este Uikbemos, es

la interaccion planta-herbivoro, en el cual el dafio sufrido por la ptamtep con-
secuencia de la accion de los herbivoros, puede ser nulo o llegar leciéfo

total y posterior muerte. En la teoria, el primero hace referencia a un sistema
interactivo (el herbivoro no afecta la tasa de renovacion de la vegetacii&n-

tras que el segundo hace referencia a un sistema interactivo (eldrerbfecta

la tasa de renovacion de la vegetacién), aunque cabe resaltar quebiositos
pueden tener efectos positivos sobre las plantas si los tejidos vegetalesrg
sumen incluyen érganos reproductores tales como como semillas [21]. ron eje
plo de un sistema planta-herbivoro, es la interaccion que se da entre laggamin
y el bovino, en la cual, la existencia de incompatibilidad entre estas dosespec
ha establecido una marcada degradacion de pastos nativos, enlespeoizas

de altas temperaturas como en la gran parte de la subregién del Bajo @auca a
tioquefio y el sur de Cdérdoba en Colombia, en donde las altas radiacidmes y
ganaderia extensiva de la mano con el mal manejo que algunos gandaieros
al pastoreo, conducen a deteriorar los pastizales de la zona caukanota
manera una desertificacién [12]. La problematica mencionada anteriothante
sido abordada desde distintos enfoques por la comunidad cientificae Blesd
enfoque matematico, se han desarrollado investigaciones a nivel interaac
nacional y local, que conducen a aportar a la solucion del fenémerswblied-
pastoreo. A nivel internacional, Agarwal y Mishia [1], plantean yliaaa un
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modelo matematico en ecuaciones diferenciales parciales para modelat@l| efe
del sobrepastoreo en una pradera boscosa; el modelo es analifiadodo la
teoria de la estabilidad de Lyapunov. Martinez [14], plantea un estudio de la
desertificacién por sobrepastoreo mediante un modelo de simulacién dinamica.
Da Silveria y Mendoza [15], proponen una estrategia de gestion llapuditiaa

de umbraimediante un modelo matematico de interaccion planta-agua. Algunos
modelos usan respuesta funcional Holling tipolIll[22, 7] para sistemaapre
depredador. Este trabajo se concentra en analizar matematicamente un sistema
planta-herbivoro; el contacto entre las dos especies es modeladosadeawda
respuesta funcional de Holling tipo Il, al ser una de las mas frecuentés e
naturaleza[5]. Las simulaciones numéricas se realizan usando datossamnin

dos por estudios realizados en parte de la Region Caribe y Valles Intevand
(Colombia).

2 Elmodelo

En el siguiente modelo las variable&) e y(t) representan las poblaciones de
graminea y bovinos en un tiempaespectivamente. Se supone que la graminea
presenta crecimiento logistico con una capacidad de carga conktamterpre-
tado como el maximo producto alimenticio por hectarea o medida de cantidad
gue depende del ambiente natural, de la especie de graminea y manejdeque se
de a ésta [9]. La graminea se ve disminuida por contacto con el bovincéa trav
de una respuesta funcional de Holling tipo II; dicho contacto permite elatame
de la poblacién de bovinos proporcionalmente a una fada transformacion
de biomasa vegetal en biomasa animal (tanto en crecimiento como en reproduc-
cion); esta tasa puede interpretarse también como una tasa de aprovathamie
de la graminea consumida por el bovino. A su vez la poblacion de bovinos dis
minuye proporcionalmente a una tasé definida como la tasa dsaciedad de
los bovinos (que por lo general ocurre cuando el bovino ya esté listogba
sacrificio o la venta).

Con las anteriores hipoétesis se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

&y (1 - i) —g(@)y

dt K
d
di; = —aBy+ Bg(x)y, (1)
donde -
g(x) = T+ 2)
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La region de interés biol6gico para las soluciones del sistema (1), vidagoda
el siguiente conjunto:

0= {(:r,y) cR2:0 <z<K,y> O,tl_i}rgeﬁfg(—a-i-g(x(T)))dT c (0, OO)}
3)

En la siguiente proposicién se prueba que el sistéina (1) esta bien plaetegido
sentido que soluciones con condiciones iniciale® germanecen alli para todo
t > 0.

Proposicién 2.1 El conjuntof? definido en[(B) es positivamente invariante para
las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinatias (1).

Demostracién 2.2 A partir de la primera ecuacién del(1) se obtiene la desigual-
dad J
X i
< _ =
at =" <1 K) ’

cuya solucion satisfade < x(¢t) < K. Por otro lado, la solucion de la segunda
ecuacion de[(1) es
y(t) = y(0)e? Jo(—a+g(a(r)dr

lo cual implica qudim,_,~ y(t) existe siy solo si

lim &8 Jo(—atg@dr ¢ (0, 00),

t—o00

existe. Finalmente, se verifica facilmente que el campo vectorial definid@)p
sobredf) no apunta hacia el exterior d@. Por lo tanto, cualquier solucion de
(@ que inicie e permanecera alli para todo> 0.

3 Soluciones de equilibrio

Los estados de equilibrio del sisterha (1) estan dados por las solucidres de
guiente sistema algebraico

m(l—%) —g(x)y = 0
—afy+pBy(z)y = 0. (4)

Reemplazandg(z) definido en[(R) en el sistema (4) se obtiene

x{(l_;)_lix] =0

By [—a+ ] = 0. (5)

1+«
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Obsérvese que cuango= 0, la primera ecuacién del(5) se reduce a

T
. (1 - E> —0. (6)
Las soluciones dé6) estan dadaspet 0y = K lo cual implica que
POZ(O,O)yP:[:(K,O), (7)

son equilibrios de[{1). Cuandp# 0, de la segunda ecuacion del sistefda (5) se

obtiene
(6%

T =

- =, ®)

lo cual implica que) < « < 1. Por otro lado, reemplazandd (8) en la primera
ecuacion dd{5) y despejando la variablee obtiene

K- (K+1)a
K1 —-a)2 "’

lo cual implica la existencia del tercer equilibrio

a K- (K+1)a
P, = ) 9
2 <1—a’ K(1— )2 > ®)
Notese queP, tiene sentido bioldgico si y solo si
K
. 10
“S K11 (10)

Los resultados anteriores sobre existencia de soluciones de equiliksistdma
(@) se resumen en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1 Siempre existen las soluciones de equilibflp = (0,0) y
P, = (K,0) del sistemal(1). Si se satisface la condicibnl (10), ademég,de
y P, existe una tercera solucion de equilibri® definida en[(D).

4 Analisis de estabilidad local

En esta seccidn se determina la estabilidad asintética local de las soluciones de
equilibrio del sistemd {1). Para este fin, se inicia analizando la estabiliddd loca
del equilibrio trivial Py = (0,0) en la region de interéQ. La linealizacion del
sistemal(ll) alrededor de un punto de equililitiesta dada por

2z 0y =
J(P) = K By(l + )2 ;+ T . (11)
T+ )2 5<x+1‘“>

Rev.Mate.Teor.ApliqISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(2): 4896, July 2016



ANALISIS DE UN MODELO PLANTA-HERBIVORO APLICADO... 495

A partir de [11) se tiene que la matriz jacobiahavaluada e, es
1 0
J(Py) = [ 0 —ag. ] (12)

Obsérvese que los valores propios[dé (12) estan dados perl y Ao = —af3
lo cual implica quePy = (0,0) es inestable, mas aun, es un punto de silla. El
resultado anterior se resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1 El equilibrio trivial P, es inestable.

Ahora, se determinara la estabilidad del equilibFo Para este fin, ob-
sérvese que la matriz evaluada erP; esta dado por

K
—1 TR

s =, B(I(KH—“) , (13)

cuyos valores propios son

K

Por lo tanto\, < 0 siy solo si

K
K+1
El resultado anterior se resume en la siguiente proposicion.

a >

(14)

Proposicién 4.2 Si se satisfacd (14) el equilibrio trividP, es local y asintéti-
camente estable &n.

Finalmente, se determinaran las condiciones para las cuales el equilibrio
definido en[(D) es estable €n Obsérvese que pata£ 0y y # 0 la ecuaciones
de equilibrio [5) se reducen a

€ Y

- — — =0
K 1+=x
T
— = 0. 15
a+1+x (15)

Reemplazandd (15) e (11) y simplificando la matriz Jacobiana se reescribe
como

. (y _ 1) o
J(P) = (1 +g:;2 K l+a | (16)
i+ 2) 0
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En este caso, la matriz jacobiafiavaluada erP, se reduce a

alK—1—-(K+1)a]

= @] 0
K

La ecuacion caracteristica de la matriz definidd eh (17) es
A2 — TraJ(Py) X+ DetJ(Py) =0,

donde
a(K+1)a+1- K]

af[K — (K + 1)a]
(1-a)K '

K

TraJ(Py) = Yy DetJ(P,) =

A partir de [10) se verifica quBet.J(P;) > 0. Por otro ladoZ'raJ(Py) > 0 si

y solo si se satisface la siguiente desigualdad
K-1
K+1

En consecuencia, basta con que se satisfaga (18) par&,cgea local y asin-
téticamente estable. El resultado anterior se resume en la siguiente praposicio

a > (18)

Proposicién 4.3 Si se satisfacé (18) entoncEs es localmente asintéticamente
estable erf2.

La tabld1l resume el comportamiento dinamico del sistéina (1).

Tabla 1: Condiciones de existencia y estabilidad de los estadosudibeip del sistema

@.
Equilibrio Existencia Estabilidad
Py Siempre existe  Inestable
P SiempreKexiste a> ﬁ

4.1 Andlisis de bifurcacién y estabilidad global

En esta seccion se verifica la existencia de una bifurcacion de Hoptsitipa

para
a = 0p = K 17
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Obsérvese que para= « el equilibrio P, se reescribe como

_ 2
Py = <K 1 (K+1) > (19)

2 ' 4K

En este caso la matriz jacobiana se reduce a

(Poo) ( 0 —a )
J(Po)=1| B ;
? O

cuyos valores propios sari/«af/ K, lo cual implica queP; se transforma en el
equilibrio no hiperbolicaP, o. Lo anterior abre la posibilidad de la existencia de
una bifurcacion de Hopf. Con el propdsito de verificar las hipotesiSetmiema
de Hopf, se traslada el equilibri, , definido en[(1B) al origen, por medio del
cambio de coordenadas= =z — a Yy w = y — b, donde

 K-1
“ T T
(K +1)?
b= (20)
En las nuevas coordenadas w) el sistemal(ll) se reescribe como
. u+a (u+a)(w+b)
u = (u+a)<1 7 ) Atuta) = p(u,w)
. (u+a)(w+b)
w = —af(w+b)+p Atuta = Y(u, w). (21)
La linealizacion del sistema (R1) esta dada por la matriz jacobiana
1— 2(7?61) _ (1(w+b))2 _1_1¢+_t’1_
J(u, ’U)) — [ b +u+ta U Z+a ] (22)
B (1Sru+c2)2 —af+p 1(+u+)a

Evaluando la matriZ(22) en el origen se tiene

1-R - T
J(0,0) = a a
(®.0) [ Bitay —af+ P ]

Reemplazando los valores dey b definidos en[(20), la matriz anterior se
reduce a

2_K+i _E
J(0,0) = g K EFL
% 0
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0 equivalentemente

o U+ E)Pa
J(0,0) = BI( : (23)
? 0

La ecuacion caracteristica de la matriz{4.1) es

A2 — Tra(J(0,0)) A + Det(J(0,0)) = 0, (24)
donde
Tra(J(0,0)) = 2- (H?)QO‘
Det(J(0,0)) = an

Dado queDet(.J(0,0)) > 0, entonces los valores propios de la mafriZ (23) son
imaginarios puros si y solo si

1+ K)?
u(e) = tra(J(0,0)) = 2 (*K)O‘ — 0. (25)
Despejanda se tiene que
2K
o = m = @,0- (26)
Dado que
14+ K)?
M/(OZO,O) = (K) # 0,

se concluye que el sistema{21) presenta una bifurcacion de Hopéddnedel
origen, y por lo tanto el sistema en coordenadas (1) presenta bifurchectdopf
alrededor del equilibrio de coexistendta. Por otro lado, siguiendo un proce-
dimiento similar al realizado en el Ejemplo 3.1 (Hopf bifurcation in a predator-
prey model, pagina 101) del libro de Yuri Kuznetsov [8] se verificagjymimer
coeficiente de Lyupunol4 (0) esta dado por la expresion

2

a 83 4032 8
_%ﬁﬂ+aw[KMHdﬁ+ K’+(K+DJ

a2w0 2406 326
_mﬁﬂ+ww)<K%K+1P+(K+&ﬂ) (27)

1(0) =
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donde

0 (K +1)2 K
Puesto que todos los términos son positivos, concluimos;gogdefinido en
(27) es negativo, por tanto la bifurcacién de Hopf es supercriticaotifmtado,

cuando
K
a=01 = 5,

K+1
el equilibrio P, se reescribe como

Py = (K,0)=P.

En este caso la matriz jacobiana se reduce a

J(P2,1)=(_01 —6)41 >7

cuyos valores propios sdhy —1, lo cual implica queP, se transforma en el
equilibrio no hiperbdlicaP, ; = P;. En la Figurd Il se presenta un diagrama de
bifurcacion de las soluciones de equilibrio, en el cual se observ&aué son
inestables cuande < «g, queP; es el Unico nodo cuande € («ayg, a1 ), Mien-
tras queP; es el Unico nodo cuande > «;. Ahora, dado que los equilibrios
Py, P1 y P, son inestables cuando < «g, entonces a partir del Teorema de
Poincaré-Bendixon se concluye la existencia de un ciclo limite estable cuando
a < ag. Lo anterior implica que enr = o se presenta una bifurcaién de Hopf
supercritica decreciente: es decir, el equilidfioestable se bifurca en un ciclo
limite estable cuande = o a medida que el parametnodecrece. Finalmente,
en la region«p, a1 ) el equilibrio P, es el tnico equilibrio estable y ademas no
existen Orbitas cerradas en, en consecuefigias globalmente estable en esta
region. De manera similar, se verifica que en la regien co) el equilibrio P

es globalmente estable.

5 Simulaciones numéricas

En esta seccion se presentan algunas simulaciones numéricas y gréidas-q
tran el crecimiento de la poblacion de bovinos alimentadosRamicum max-
imun (uno de los pastos mas frecuentes y cultivados en la subregién del Bajo
Cauca Antioguefia [3]) por un tiempo inferior o igual a 24 horas por dia.

El Panicum maximutambién conocido como pasto guinea, pajarita o india
son plantas perennes que forman macollas, pueden alcanzar hasta 8lin de
tura. Los tallos son erectos y ascendentes con un vena central piscraunSu
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Diagrama de bifurcacidn de los equilibrios
P

5 A
Y o
\ -
\\\ . - A«//\
\ P Py

5, -
N o
RN o

silla ™ o~ nodo

o

_~"nodo

X0 £X3 £

Fig. 1: Diagrama de bifurcacion: Comportamiento de las soluciaieesquilibrio vs el
parametray.

inflorescencia se presenta en forma de panoja abierta de 12 a 40 cngide lon
tud. Las raices son fibrosas, largas y nudosas y ocasionalmente tenmeasg,

esto confiere cierta tolerancia a la sequia. Necesitan suelos de media & alta fe
tilidad, bien drenados con pH de 5 a 8 y no tolera suelos inundables, alturas
entre 0 y 1500 m.s.n.m y precipitacion entre 1000 mm y 3500 mm por afio.
Crece muy bien en temperaturas altas, aunque tienen menor tolerancia a la se-
guia que loBrachiarias[19]. Soportan un pastoreo intensivo pero solo con el
mantenimiento de la fertilidad del suelo y responde bien a fertilizacién. Gene-
ralmente recomiendan retirar los animales de la pastura cuando ésta al@ance 2
cm de altural[11]. En la Tabld 2 se presentan los valores de los paramitros
lizados en las simulaciones numéricas. Ademas, se considera que eltparame
a sufre pequefas variaciones de un tiempo aproximadamente igual a 24 hora
(o € [0.9994720,0.999479]) y la capacidad de cargd del pasto guinea esta
medida en tonelada por hectarea de materia seca (pasto deshidiatado) [3]

Tabla 2: Valores para los parametréSy 3 del modelol[(1L).

Parametros Definicion Valor Referencias

K Cap. de carga del p. guinea 3.787 [3, 11]

I} Tasa de trans. de p. guinea 443 gr/dia [3, 11]
a=qay | Tiempo de alimentacion 0.99947201 Estimado
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Las graficas de la Figufa 2 fueron realizadas con diferentes valeresath
ellas se puede observar la aparicién de las érbitas periddicas cuanda), el
comportamiento de la espiral débil cuande- o y la solucién de equilibrio de
coexistencia cuande > «oq lo cual concuerda con los resultados teoricos.

o =0A3TIN, £ =165,y =5 ol SEBETII, K- 1650, ;500
) : o

— Graminea

Baovinos

HEEEE

Fobmcones
£

g

A | R e L P EELELLL

&

L L L L L L L L . i
] is 20 5 o 35 40 4 = 0 100 20
Tiempo en horas

|_'§

o_=0.80357201, Lo 1850, ¥, =600

3004,
— CEMENES
Bovinos

2500 1
[ 2000n
B
|
-1
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Fig. 2: Pequefias variaciones sobre el parametro de bifurcagién0.99947201.

La gréafica que aparece en la Fighta 3 se realizé con lo datos de laTabla 2,
esta grafica muestra una espiral débil, lo cual implica que ambas poblaciones
buscan alcanzar su valor de coexistencia de una forma muy lenta.

Cuando los bovinos son dejados en su zona de pastoreo por un tiempo mayo
gqueag (o = 0.999479), se genera un foco atractor (espiral) como se muestra en
la Figurd 4, indicando que con dicho tiempo de alimentacion las poblaciones de
bovinos y graminea tienden a alcanzar su valor de coexistencia en un tiempo
menor que en el anterior caso, es decir, la graminea permanecerantmysta
solo soportard una poblacién constante de bovinos.
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Fig. 3: Espiral Débil: Alimentacién con pasto guinea por un tiempp (24 horas
aprox.).

Finalmente, en la Figurd 5 se genera un foco repulsor con ciclo limite es-
table (6rbita), indicando que cuando los bovinos son dejados en suleala
mentacién por un tiempo menor qug (a = 0.9994720), las dos especies co-
existen de manera periddica, lo cual garantiza un balance entre la granidsea
bovinos en el sentido que una vez los bovinos consumen la suficiente geamin
o la graminea alcanza la minima altura que le garantice regenerarse, elks busc
otra fuente de alimentacion hasta que la graminea alcance su altura maximay asi
se repita el proceso nuevamente.

6 Conclusiones

En este articulo se formula un modelo matematico simple sobre la interaccién
planta-herbivoro, en el cual el contacto entre la graminea (planta) gveld
(herbivoro) es analizado mediante un modelo tipo presa-predador eash
puesta funcional de Holling tipo Il (una de las mas frecuentes en la natajyale

El andlisis cualitativo revela la existencia de tres soluciones de equilibrio, el
equilibrio trivial Py = (0,0), el equilibrio con solo gramine®, = (K,0) y
el equlibrio de coexistencia entre graminea y boviRes= (a/(1 — «),[1 —
(1+1/K)a]/(1 — a?)). Considerande como el parametro de bifurcacion se
verifico la existencia de una bifurcacion de Hopf supercritica en el eqailiy
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Fig. 4: Espiral: Alimentacién con pasto guinea por un tiempo may@rcg,.
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Fig. 5: Orbita: Alimentacién con pasto guinea por un tiempo menerag

Rev.Mate.Teor. ApliqISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(2): 4896, July 2016



504 J. ROMERO- E. IBARGUEN - A. PULGARIN - D. CORDERO- I. CASTANO

cuandoa = ag = (K — 1)/(K + 1) mientras parax = a; = K/(K + 1) el
equilibrio de coexistenci&, se bifurca en el equilibrid; .

A partir de las simulaciones numéricas realizadas con datos de la especie de
graminea&Panicum maximuestablece que jornadas de alimentacion del ganado
bovino menores de 24 horas son las mas recomendables, esto debidpes-que
mite que la graminea se regeenre o rebrote en un tiempo prudencial. Sese sup
este umbral de 24, los resultados sugieren que hasta cierto umbral lagmamin
presentara capacidad para alimentar una poblacién constante de bawewxbo
hasta llegar a su capacidad de carga.

En un trabajo futuro esperamos determinar el tiempo de consumo éptimo de
graminea por medio de la aplicacién de teoria de control 6ptimo.
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