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Laregion de interés bioldgico para las soluciones del sistéjnaiéne dada por
el siguiente conjunto:
n R, (0]
= (X,y)2 RZ:O X K,y 0,t|'|1m e o +a(x())d 2(0,1)
3)
En la siguiente proposicion se prueba que el sistdinesta bien planteado en el
sentido que soluciones con condiciones iniciales grermanecen alli para todo
t O

Proposicién 2.1 El conjunto  de nido en @) es positivamente invariante para
las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinddias (

Demostracion 2.2 A partir de la primera ecuacion dd) se obtiene la desigual-

dad
dx X

— x 1 — ;

dt K
cuya solucion satisfade2 x(t) K. Por otro lado, la solucion de la segunda
ecuacion del) es

y(t) = y(0)e RS( +o(x( )d -

lo cual implica qudimy;;  y(t) existe siy solo si
R
ime ol *9x(Md 2 (Q:1):
ti1 o

existe. Finalmente, se veri ca facilmente que el campo vectorial de nidoPor (
sobre@ no apunta hacia el exterior de. Por lo tanto, cualquier solucion de
(1) que inicie en permanecera alli paratodo 0.

3 Soluciones de equilibrio

Los estados de equilibrio del sistenig éstan dados por las soluciones del si-
guiente sistema algebraico

x 1 % a(x)y

y + gy = 0: (4)
Reemplazandg(x) de nido en (2) en el sistema4) se obtiene
X oy
x 1 K 1+ x 0
X
y Yiex OO )

Rev.Mate.Teor. ApliqISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(2): 489-506, July 2016



ANALISIS DE UN MODELO PLANTA-HERBIVORO APLICADO... 495

A partir de (L1) se tiene que la matriz jacobiadaevaluada ey es

1 0

J(P)= " 4

(12)

Obsérvese que los valores propios @8 estan dados pory =1y » =
lo cual implica quePy = (0; 0) es inestable, mas aun, es un punto de silla. El
resultado anterior se resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1 El equilibrio trivial Py es inestable.

Ahora, se determinara la estabilidad del equilidfio Para este n, ob-
sérvese que la matriz evaluada ef?; esta dado por

0 . 1
1 K
IP)=@ K aF (13)
K +1

cuyos valores propios son

3= 1y 4=
Por lo tanto 4 < 0siy solo si
K
: 14
K+1 (14)
El resultado anterior se resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2 Si se satisfaceld) el equilibrio trivial P; es local y asintoti-
camente estable en.

Finalmente, se determinaran las condiciones para las cuales el equlibrio
de nido en (Q) es estable en. Obsérvese que paxaé 0 yy 6 0 la ecuaciones
de equilibrio ) se reducen a

1

X

K 1+ X
+ X = o (15)
1+x

Reemplazandol§) en (11)y simpli cando la matriz Jacobiana se reescribe

como 0 1
y 1 X

X -
J(P)=% (l+>§/)2 K 1+x§: (16)
L+ x)? 0
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Obsérvese que cuanglo= 0, la primera ecuacién del(5) se reduce a

X
X (1 . K) =0. (6)

Las soluciones dé&)(6) estan dadasyer 0y x = K lo cual implica que
Po=1(0,0) y P; = (K,0), (7)

son equilibrios de[{1). Cuando# 0, de la segunda ecuacion del sistefda (5) se

obtiene
a

1-a ®)

lo cual implica qued < a < 1. Por otro lado, reemplazandd (8) en la primera
ecuacion dd{5) y despejando la variaplee obtiene

_ K- (K+Da
T KA -a)?
lo cual implica la existencia del tercer equilibrio
a K- (K+1a
Py, = : 9
2 <1—0(’ K1 — a)? > ®)
Notese qué>, tiene sentido bioldgico si y solo si
K
a< . 10
K+1 (10)

Los resultados anteriores sobre existencia de soluciones de equiliksistdma
(@) se resumen en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1 Siempre existen las soluciones de equilibfig = (0,0) y
P, = (K,0) del sistemal{1). Si se satisface la condicignl (10), adem&®,de
y P, existe una tercera solucion de equilibfa definida en[(D).

4 Analisis de estabilidad local

En esta seccidn se determina la estabilidad asintética local de las soluciones de
equilibrio del sistemd {1). Para este fin, se inicia analizando la estabiliddd loca
del equilibrio trivial Py = (0, 0) en la regidn de interéQ. La linealizacién del
sistemal(ll) alrededor de un punto de equililitiesta dada por

Xy X
IP) = K By(1+x)2 S . (11)
T+ x)? B<x+1_°‘>
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A partir de [11) se tiene que la matriz jacobiahavaluada e, es

J(Po) = [(1) —SB.

Obsérvese que los valores propios[dé (12) estan daddg perl y A, = —af
lo cual implica quePy = (0, 0) es inestable, mas aun, es un punto de silla. El
resultado anterior se resume en la siguiente proposicion.

. (12)

Proposicién 4.1 El equilibrio trivial Py es inestable.

Ahora, se determinara la estabilidad del equilifio Para este fin, ob-
sérvese que la matri evaluada e, esta dado por

K
-1 BT

J(Py) = 0 B<Kli1_a> , (13)

cuyos valores propios son

K

Por lo tantoA4, < 0 si y solo si

K
K+1

El resultado anterior se resume en la siguiente proposicion.

o>

(14)

Proposicién 4.2 Si se satisfaced (14) el equilibrio trivid#; es local y asintéti-
camente estable ed.

Finalmente, se determinaran las condiciones para las cuales el eqilibrio
definido en[() es estable én Obsérvese que para# 0y y # 0 la ecuaciones
de equilibrio [5) se reducen a

X y _
1- K 1+x 0
X
—o+ = )
a T+ x 0 (15)

Reemplazandd (15) e (11) y simplificando la matriz Jacobiana se reescribe
como

IP) =

T

@+ x)? 0
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En este caso, la matriz jacobiahavaluada e, se reduce a
a[K —1— (K +1)q] B
= (1 - G)K
K
La ecuacion caracteristica de la matriz definidd eh (17) es

A2 —TraJ(Py) A + Detd(Py) =0,

donde
a(K +1Da+1—-K]
(1-oK

A partir de [10) se verifica quBetJ (P;) > 0. Por otro ladoT raJ(Ps2) > 0 si
y solo si se satisface la siguiente desigualdad

K-1
K+1

En consecuencia, basta con que se satisfaga (18) paR,gea local y asin-
téticamente estable. El resultado anterior se resume en la siguiente praposicio

y Detd(py) = YK = (K +Dal

TraJ(Ps) = i<

a=> (18)

Proposicién 4.3 Si se satisfacé (18) entondes es localmente asintéticamente
estable er.

La tabld1l resume el comportamiento dinamico del sistéina (1).

Tabla 1: Condiciones de existencia y estabilidad de los estadosudibeip del sistema

@).
Equilibrio Existencia Estabilidad
Po Siempre existe  Inestable
P, SiempreKexiste o> ﬁ

4.1 Andlisis de bifurcacién y estabilidad global

En esta seccion se verifica la existencia de una bifurcacion de Hoptsitipa
para

K-1

K+1’

a=0ay=
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Obsérvese que pata= q el equilibrioP, se reescribe como

_ 2
P = (S5 ). (19)

En este caso la matriz jacobiana se reduce a

0 -—-a
J(P2,0)=<I3 0 )
K

cuyos valores propios sahi+/ap/K, lo cual implica qud®; se transforma en el
equilibrio no hiperbolicds . Lo anterior abre la posibilidad de la existencia de
una bifurcacion de Hopf. Con el propdsito de verificar las hipotesiSetmiema
de Hopf, se traslada el equilibrf®, ;, definido en[(1B) al origen, por medio del
cambio de coordenadas= x —ayw =Yy — b, donde

. K-1
2
_ (K+1)
b = K (20)
En las nuevas coordenadas w) el sistemal({]l) se reescribe como
. u-+a (u+a)(w+b) _
u = (u+a)<1 i ) d+u+a) = ¢(u,w)
. (u+a)(w+b)
= — =+ +Hh— = .
o= —aB b B TS = (W) (21)
La linealizacion del sistema (R1) esta dada por la matriz jacobiana
. Q(u[;-a) . (l(w-&-b))2 _1u+i
J (U, W) — [ b +u-+ta +u Z+a ] (22)
B (lg-u—l-cz)z —aB + 1(+u+)a

Evaluando la matriZ(22) en el origen se tiene

1-R - T
3(0,0) = a a .
o0 [ Bivar ‘O‘B““Bwa]

Reemplazando los valores @dey b definidos en[(20), la matriz anterior se
reduce a

2oK+—
3(0,0) = g o KrL
3 0
K
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0 equivalentemente

2
2 — w —Q
J(0,0) = B K : (23)
K 0
La ecuacion caracteristica de la matriz{4.1) es
A2 — Tra(J(0,0)) A + Det(J(0,0)) =0, (24)
donde
2
Tra(d(0,0)) = 2— W
_ OB
Det(J(0,0)) = <

Dado queDet(J (0, 0)) > 0, entonces los valores propios de la mafriZ (23) son
imaginarios puros si y solo si

(1+K)’a _

p(a) =tra(J(0,0)) =2 — K 0. (25)
Despejanda se tiene que
2K
a= m = Op,0- (26)
Dado que
1+ K)?
W' (0,0) = —% #0,

se concluye que el sistema{21) presenta una bifurcacion de Hopéddnedel
origen, y por lo tanto el sistema en coordenadas (1) presenta bifurchectdopf
alrededor del equilibrio de coexistenéta,. Por otro lado, siguiendo un proce-
dimiento similar al realizado en el Ejemplo 3.1 (Hopf bifurcation in a predator-
prey model, pagina 101) del libro de Yuri Kuznetsov [8] se verificagjymimer
coeficiente de Lyupunol (0) esta dado por la expresion

B o 8B N 4aB? P
w1 +ay) |[K(K+1)2 " K (K+1)?

2wy 2008 32
2w2(1+ay) (KQ(K +1)?2 (K+ 1)4)

1:(0)

(27)
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donde

2B B

Wy Y Y TR

Puesto que todos los términos son positivos, concluimod,§0edefinido en
(27) es negativo, por tanto la bifurcacién de Hopf es supercriticaotifmtado,
cuando

el equilibrioP5 se reescribe como
P21 = (K,0) =P;.

En este caso la matriz jacobiana se reduce a

J(P2,1) = ( _01 _81 )

cuyos valores propios sdhy —1, lo cual implica queP; se transforma en el
equilibrio no hiperbdlicd?2 ; = P;. En la Figurd Il se presenta un diagrama de
bifurcacién de las soluciones de equilibrio, en el cual se observBqu®- son
inestables cuando < o, queP; es el tnico nodo cuando € (g, o), Mien-
tras queP; es el tnico nodo cuandm > a;. Ahora, dado que los equilibrios
Po, P1 y P2 son inestables cuando < ag, entonces a partir del Teorema de
Poincaré-Bendixon se concluye la existencia de un ciclo limite estable cuando
a < 0. Lo anterior implica que ea = o se presenta una bifurcaién de Hopf
supercritica decreciente: es decir, el equililitioestable se bifurca en un ciclo
limite estable cuanda = ay a medida que el parametmodecrece. Finalmente,
en la region(ag, ai) el equilibrioP5 es el Unico equilibrio estable y ademas no
existen Orbitas cerradas en, en consecudngias globalmente estable en esta
regién. De manera similar, se verifica que en la reg(@n ~o) el equilibrioP;

es globalmente estable.

5 Simulaciones numéricas

En esta seccion se presentan algunas simulaciones numéricas y gréidas-q
tran el crecimiento de la poblacion de bovinos alimentadosRamicum max-
imun (uno de los pastos mas frecuentes y cultivados en la subregién del Bajo
Cauca Antioguefia [3]) por un tiempo inferior o igual a 24 horas por dia.

El Panicum maximutambién conocido como pasto guinea, pajarita o india
son plantas perennes que forman macollas, pueden alcanzar hasta 8lin de
tura. Los tallos son erectos y ascendentes con un vena central piscraunSu
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Diagrama de bifurcacidn de los equilibrios
P

5 A
Y o
\ -
\\\ . - A«//\
\ P Py

5, -
N o
RN o

silla ™ o~ nodo

o

_~"nodo

X0 £X3 £

Fig. 1: Diagrama de bifurcacion: Comportamiento de las soluciaieesquilibrio vs el
parametra.

inflorescencia se presenta en forma de panoja abierta de 12 a 40 cngide lon
tud. Las raices son fibrosas, largas y nudosas y ocasionalmente tenmeasg,

esto confiere cierta tolerancia a la sequia. Necesitan suelos de media & alta fe
tilidad, bien drenados con pH de 5 a 8 y no tolera suelos inundables, alturas
entre 0 y 1500 m.s.n.m y precipitacion entre 1000 mm y 3500 mm por afio.
Crece muy bien en temperaturas altas, aunque tienen menor tolerancia a la se-
guia que loBrachiarias[19]. Soportan un pastoreo intensivo pero solo con el
mantenimiento de la fertilidad del suelo y responde bien a fertilizacién. Gene-
ralmente recomiendan retirar los animales de la pastura cuando ésta al@ance 2
cm de altural[11]. En la Tabld 2 se presentan los valores de los paramitros
lizados en las simulaciones numéricas. Ademas, se considera que eltparame
a sufre pequefas variaciones de un tiempo aproximadamente igual a 24 hora
(o € [0.9994720,0.999479]) y la capacidad de cardd del pasto guinea esta
medida en tonelada por hectarea de materia seca (pasto deshidiatado) [3]

Tabla 2: Valores para los parametrésy 3 del modelol[(1L).

Parametros Definicion Valor Referencias

K Cap. de carga del p. guinea 3.787 [3, 11]

B Tasa de trans. de p. guinea 443 gr/dia [3, 11]
a=dy | Tiempo de alimentacion 0.99947201 Estimado
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Las graficas de la Figufa 2 fueron realizadas con diferentes valeeseath
ellas se puede observar la aparicién de las érbitas periddicas coaandm,, el
comportamiento de la espiral débil cuaraie= o y la solucién de equilibrio de
coexistencia cuando > d lo cual concuerda con los resultados teoricos.

o =0A3TIN, £ =165,y =5 ol SEBETII, K- 1650, ;500
) : o

— Graminea

Baovinos

HEEEE

Fobmcones
£

g

A | R e L P EELELLL

&

L L L L L L L L . i
] is 20 5 o 35 40 4 = 0 100 20
Tiempo en horas

|_'§

o_=0.80357201, Lo 1850, ¥, =600

3004,
— CEMENES
Bovinos

2500 1
[ 2000n
B
|
-1
8.
T 9500+

e o

o0 s L L L L s L L L

4 10 n 30 40 = &0 70 80 50 10a
Tiempo en oias

Fig. 2: Pequefias variaciones sobre el parametro de bifurcagién0.99947201.

La gréafica que aparece en la Fighta 3 se realizé con lo datos de laTabla 2,
esta grafica muestra una espiral débil, lo cual implica que ambas poblaciones
buscan alcanzar su valor de coexistencia de una forma muy lenta.

Cuando los bovinos son dejados en su zona de pastoreo por un tiempo mayo
qued, (a = 0.999479), se genera un foco atractor (espiral) como se muestra en
la Figurd 4, indicando que con dicho tiempo de alimentacion las poblaciones de
bovinos y graminea tienden a alcanzar su valor de coexistencia en un tiempo
menor que en el anterior caso, es decir, la graminea permanecerantmysta
solo soportard una poblacién constante de bovinos.
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Bovinos

| d——" | =

s — I i =
1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050 2100
Poblacion de Graminea

Fig. 3: Espiral Débil: Alimentacién con pasto guinea por un tiengp (24 horas
aprox.).

Finalmente, en la Figurd 5 se genera un foco repulsor con ciclo limite es-
table (6rbita), indicando que cuando los bovinos son dejados en suleala
mentacién por un tiempo menor qag (a = 0.9994720), las dos especies co-
existen de manera periddica, lo cual garantiza un balance entre la granidsea
bovinos en el sentido que una vez los bovinos consumen la suficiente geamin
o la graminea alcanza la minima altura que le garantice regenerarse, elks busc
otra fuente de alimentacion hasta que la graminea alcance su altura maximay asi
se repita el proceso nuevamente.

6 Conclusiones

En este articulo se formula un modelo matematico simple sobre la interaccién
planta-herbivoro, en el cual el contacto entre la graminea (planta) gveld
(herbivoro) es analizado mediante un modelo tipo presa-predador eash
puesta funcional de Holling tipo Il (una de las mas frecuentes en la natajyale

El andlisis cualitativo revela la existencia de tres soluciones de equilibrio, el
equilibrio trivial Py = (0, 0), el equilibrio con solo gramined; = (K,0) y
el equlibrio de coexistencia entre graminea y bovikgs= (a/(1 — a),[1 —
(1 + 1/K)a]/(1 — a?)). Consideranda como el parametro de bifurcacion se
verifico la existencia de una bifurcacion de Hopf supercritica en el eqaia
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. —
= —
1050 |- e TE —< A
e
/ I = s T
= P v "'-\-ﬁ,\‘
T e = —_
// % /,—-/' I i \\—\
— e K S5 T
o0 g e e SN
5 ~

Bovinos

| e
1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050 2100
Poblacién de Graminea

Fig. 4: Espiral: Alimentacién con pasto guinea por un tiempo mayerc,.

Bovinos

e | ] I 1 T
1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050 2100
Poblacién de Graminea

Fig. 5: Orbita: Alimentacién con pasto guinea por un tiempo meneragy
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cuandoa = ag = (K — 1)/(K + 1) mientras parax = a; = K/(K + 1) el
equilibrio de coexistenciB; se bifurca en el equilibri®; .

A partir de las simulaciones numéricas realizadas con datos de la especie de
graminea&Panicum maximuestablece que jornadas de alimentacion del ganado
bovino menores de 24 horas son las mas recomendables, esto debidpes-que
mite que la graminea se regeenre o rebrote en un tiempo prudencial. Sese sup
este umbral de 24, los resultados sugieren que hasta cierto umbral lagmamin
presentara capacidad para alimentar una poblacién constante de bawewxbo
hasta llegar a su capacidad de carga.

En un trabajo futuro esperamos determinar el tiempo de consumo éptimo de
graminea por medio de la aplicacién de teoria de control 6ptimo.
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