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Resumen

Estudiamos los rudimentos basicos sobre G-estructuras de orden supe-
rior, y luego probamos que el conjunto de automorfismos infinitesimales
de una G-estructura geométrica sobre una variedad M es un grupo de Lie.
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Abstract

In this article we study the basic facts about superior order G-structures,
then we show that the set of infinitesimally automorphisms of a geometric
G-structure is a closed Lie group.

Keywords: principal fiber bundle; associated bundle; GG-structure.

Mathematics Subject Classification: 53C05; 53C10.

1 Introduccion

Las G-estructuras geométricas han sido ampliamente estudiadas por varios au-
tores, entre ellos ([1], [4],[5]). A nivel de G-estructuras de orden superior se
han realizado trabajos importantes, entre ellos el celebrado teorema del Centra-
lizador de Gromov ([5], [4],[8] ). En este trabajo introducimos las G-estructuras
de orden superior, algunas de sus propiedades y posteriormente probamos una
caracterizacion en términos de secciones de un haz asociado y no como mapeos
equivariantes sobre la accién de cierto grupo. Concluimos probando que el con-
junto de automorfismos infinitesimales es un grupo de Lie cerrado. Asumiremos
que el lector conoce lo bésico de geometria diferencial a como viene establecido
en [6].

La estructura del presente trabajo es la siguiente: en primer lugar vamos a
mencionar lo basico referente a haces fibrados principales, haces asociados y
secciones. En esta parte definimos lo que es una G-estructura. Posteriormente,
mencionaremos lo referente a jets y la definicion del haz de marcos de orden
superior. En la pentltima parte definimos el concepto de G-estructura de orden
superior, algunas propiedades, y concluimos con un estudio de cierto haz fibrado
principal que aparece en nuestro trabajo.

2 Haces fibrados principales y G-estructuras
Dada una variedad M y un grupo de Lie GG, un haz fibrado principal sobre M

con grupo estructura GG consiste de una variedad P y una accion de G sobre P la
cual cumple las siguientes propiedades:
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(G-ESTRUCTURAS DE ORDEN SUPERIOR 169

(PB1) G actda libremente a la derecha de P: (u,a) € PXG — ua = Ryu € P.

(PB2) M es el espacio cociente de P bajo la relacién de equivalencia que induce
G,M = P/Gym: P — M esdiferenciable.

(PB3) P es localmente trivial, es decir que para cada punto x € M existe un
abierto U tal que 7~ *(U) es isomorfo con U x G en el sentido de que existe
un difeomorfismo 1 : 7~ H(U) — U x G tal que v (u) = (7(u), p(u)),
donde ¢ : m~1(U) — @ satisface ¢p(ua) = ¢(u)a para todou € 7=(U)
ya€G.

Denotaremos a un haz fibrado principal por P(M, G, ).

El ejemplo de haz fibrado principal a tener en cuenta a lo largo de este
articulo lo constituye el llamado haz de marcos de orden 1.

Dada una variedad M denotamos

L(M) = {u:R" — T,(M)/p € M, ues isomorfismo lineal } (2.1)

Consideremos el grupo de Lie, GL(n), constituido por las matrices inverti-
bles de tamafio n X n, o en su defecto, isomorfismos lineales de R™ en R”.
Podemos definir una accién de GL(n) sobre L(M ) de la siguiente forma:

(u, A) € L(M) x GL(n) - uo A € L(M).

Dado v € L(M) con u(R"™) = T,(M) definimos = : L(M) — M por
m(u) = p.

Es claro que 7 es el mapeo cociente de la accién de Gl(n) sobre L(M).
Esto se comprueba al mostrar que las 6rbitas estan en las fibras, es decir que se
cumple la igualdad 7! (7(u)) = uGlI(n) parau € L(M).

Dada {U, ¢ = (z*,---,2™)} unacarta sobre M definimos Ay : UxGl(n) —
7Y (U) por (z, A) d¢;(1m) o A.

En resumen, al cuadriple formado por L(M)(M,GL(n), ) se le conoce
como haz de marcos de orden 1, y es un haz fibrado principal.

Definicion 1 Un  homomorfismo [ entre haces fibrados principales
Py (M, Gy, 1)y Pa(Ma, Ga, m9) consiste de

o un mapeo f1: P, — P suave,
e un homomorfismo p : Gy — Go, y tal que
e f1 es p-equivariante, es decir fi(ua) = fi(u)p(a), para todo

u € P,a € Gi.
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170 J. ROSALES-ORTEGA

Por la equivariancia se deduce que cada homomorfismo f de haces fibrados prin-
cipales envia cada fibra de P; en una fibra de P,, luego se induce un mapeo
cociente al que llamaremos fo : M — M,y tal que w5 o f1 = fy o 7.

Definicién 2 Sea P(M, G, ) un haz fibrado principal. Una reduccion de P es
un haz fibrado principal Q(M, H, mq) junto con un homomorfismo entre () y P
de tal manera que

e p: H — G es monomorfismo de grupos,
o f1:Q — P esinmersion inyectiva,

o fo=Idy.

Es comun llamarles a las reducciones, definidas anteriormente, H -reduccio-
nes. Vamos a exhibir una reduccién del haz L(M) (M, GL(n), ).

Si g es una métrica Riemanniana sobre M, la cual siempre existe por ser M
suave, se define

O(M,g) = {ue L(M)/u:R" — (T,(M), gp) es isometria}.

Se afirma que O(M,g)(M,O(n),m) es una reduccién de
L(M)(M,GL(n), ), donde O(n) es el grupo ortogonal. Para tal efecto, se
tiene que f1: O(M,g) — L(M)yp:O(n) — GL(n).

Pasamos a continuacion a definir el concepto de G-estructura.

Definicion 3 Una G-estructuraes una G-reducciondel haz L(M)(M, GL(n), ).

Definicion 4 Una seccion de un haz fibrado principal P(M, G, ), sobre un
abierto U C M, es un mapeo suave o : U — P tal que mw o 0 = Idy.

Como consecuencia de la definicidn anterior o es inmersién inyectiva, y por
lo tanto U es subvariedad de P via o.

La proposicién siguiente establece que basicamente secciones y trivializa-
ciones estan en correspondencia biyectiva. En efecto,

Proposicion 1 Existe una correspondencia biyectiva entre secciones de P sobre
U y trivializaciones de P sobre U.

Prueba. Dada una seccién o, de P sobre U, produciremos una trivializacion
local de P. Esto se lograal definir ) : U xG — 7~ (U) por medio de 1 (z, g) =
o(x)g. Claramente tal asignacion es inyectiva, ya que si ¢ (z,g) = ¥(y, h),
entonces o(x)g = o(y)h, luego (o(x)) = m(o(y)), y de esto se sigue que
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x = y. Por otra parte, como la accién es libre, se concluye que g = h. La
sobreyectividad es casi inmediata. En efecto, sea u € 7~ 1(U), luego 7(u) € U,
y de esto se concluye que o(7(u)) € 7 (« ( )), y por lo tanto o(7(u)) =
ugi, para algin g; € G. Al tomar (7(u),g; ') € U x G se comprueba que
b(r(w),g1)) = u

Por otra parte si ¢ : U x G — 7 }(U) es una trivializacién local de P,
entonces o(x) = 1 (x, e) es una seccioén local de P sobre U. m

Dado un haz fibrado principal P(M, G, ) podemos construir el 1llamado
haz fibrado asociado E(M, F, G, P). Este es un concepto muy importante ya
que eventualmente ciertos haces resultan ser haces asociados, por ejemplo, al
haz de marcos lineales.

Para construir el haz asociado la idea es considerar una variedad F' y hacer
actuar G sobre F' a la izquierda: (a,&) € G X F — a§ € F. Sobre P x F
hacemos actuar G a la derecha:

(u,€,a) € Px F x G — (ua,a”'¢) € Px F.
Al espacio cociente de P x F’ por esta accién le llamaremos
Er =(PxF)/G=P xgF.

El mapeo P x F' — M que envia (u, £) en 7(u) induce otro que llamaremos
g : Ep — M dado por mg([u, £]) = m(u). La buena definicién de tal mapeo
se deduce de lo siguiente: si [u, £] = [u1, £&1], entonces existe a € G tal que se
cumple(u1, &) = (ua, a1€). Luego m(u1) = 7(ua) = m(u).

Proposicion 2 El triplete (E, M, 7g) es un haz fibrado con fibra estandar F'y
grupo esctructura G.

Prueba. Sea U C M abierto para el cual existe una trivializacion ¢ : 71 (U) —
U x G. BEsta induce el mapeo ¢ : 7~ }(U) x F — U x G x F por medio de

b(u, &) = (¢(u), ).
EnU x G x F consideramos la accion
(,0,6,h) €U x G x Fx G — (z,ah,h " %) €U x G x F.

Se sigue de lo anterior que ¢ es G-equivariante, ya que

#((u,€)a) = (ua,a”'€)

= (¢(u )af)
= (¢(w)a,a™'¢)
=(¢())
= (u,&)a.
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172 J. ROSALES-ORTEGA

A su vez ¢ induce otro mapeo ¢ : (7~ H(U) x F)/G — (U x G x F)/G
dado por

o([u, €]) = [o(u), &].
Observemos que 5 es biyeccién debido a que ¢ lo es.
Es claro que (7~ 1(U) x F)/G = 75" (U), y luego ¢ 15t (U) — (U x
GxF)/G.
Considere el mapeo ¢ : U x F' — (U x G x F)/G dado por ¢(u,§) =
[u, e, £]. Vamos a mostrar que este mapeo es biyectivo.
En efecto, la inyectividad se sigue ya que si

Y(u,§) =P(u, &) = [u, 6,8 =[ur, e8]
= (u1,e&1)a=(u,ef)
= (u1,ea,a €)= (u,e &)
= (u,8) = (u1,&).

La sobreyectividad se obtiene de lo siguiente, si [u, g,&] € (U x G x F)/G,
entonces

u

[, 9,€] = [u, e, 9] = [u, 997", g€]-

En resumen, si ¢ : 7 1(U) — U x G es una trivializacién, entonces de
lo anterior podemos definir un mapeo ¢ = ¢ "L o ¢ : wgl(U) — U x F. Si
d(u) = (m(u), ¢o(u)), como en la definicion de trivializacion local previamente
dada, entonces ¢[u, &] = (m(u), ¢o(u)1E).

Definimos una estructura de variedad sobre E' al tomar como cartas a los
mapeos ¢ = 1)1 o ¢. También damos a (E, M, mg) estructura de haz fibrado al
tomar los mapeos anteriores como trivializaciones.

Para ser explicito, sean ¢ : 7 1(U) - U x Gyy : 7 (V) -V x G
dos trivializaciones locales, entonces por lo dicho anteriormente se obtienen los
mapeos ¢ : 15 (U) = UxFy e 75 (V) — V x F. Ahora bien, el mapeo
de transicién g o ¢~ : (UNV)x F — (UNYV) x F viene dada por

$ot(z,€) = (x,do(u)o(u)'€), donde 7(u) = z.

Teniendo en cuenta que el mapeo = — ¢ (u)1o(u) ! es la funcién de transicién
de ¢ o b1, se sigue que E posee una estructura de variedad bien definida.

También es claro que <$ lleva fibras en fibras, esto se prueba al notar que se
cumple la siguiente igualdad 7; o 5 = 7, donde 7 es la proyeccién sobre la
primer coordenada. m

Denotaremos por u¢ el efecto del mapeo cociente P X F' — P X F' sobre
(u, &), es decir, [u, £] = u&, pensada como algin tipo de accién. Dado ug € P,
consideremos el mapeo ug : F' — 75" (7(ug)) C P x¢ F dado por & — ug€.
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Observemos que

me(uo€) = mg([uo, £])
= m(uof)

= 7(uo),
de donde se concluye que ugF C 75" (7(ug)).

Proposicion 3 Sea P(M, G, ) un haz fibrado principal, y F una variedad so-
bre la cual G actiia a la izquierda. Sea E(M, F, G, P) el haz asociado con P.
Entonces cada uy € P es un difeomorfismo de F' sobre F,, = ng(x), donde
x =7 (uo), ¥y

(ua)é = u(af), parau € P,ae G,y€ € F.

Prueba. En primer lugar probamos que ug es biyectiva. La sobreyectividad es
inmediata ya que todo elemento en F), es de la forma [ug, £] = wo&. Por otra
parte, la inyectividad se obtiene de la siguiente forma. Si ugé = u&1, entonces
[wo, ] = [uo, &1], y por definicion existe g € G tal que (ug, &1) = (uo,&)g. Se
deduce entonces que ug = uggy &1 = £g, y porlotanto, g = ey £ = £;.

Por otra parte, ug es suave ya que es la restricciéon del mapeo cociente, el
cual es suave. La inversa es suave al notar que usando trivializaciones ¢, a que
ug corresponde con algiin gg € G. B

Por el resultado anterior podemos hablar de difeomorfismo de una fibra F),
sobre otra fibra Fy,. Sean x,y € M y escojamos u € m 1(z),v € 7 1(y).
Entonces el mapeo v o u™! : w2 () — u € m5'(y) es un difeomorfismo y es
llamado un isomorfismo de fibras.

En el caso z = y, diremos que v o ™~ es un automorfismo. En este caso,
v = ug para algtin ¢ € G, y los automorfismos son de la forma u o g o u™".

Si P(M, G) es un haz fibrado principal y H es un subgrupo cerrado de G,
entonces (G actda a la izquierda sobre el grupo cociente G/ H, de tal forma que
g(g1H) = gg1H. Esto a su vez da lugar a la variedad £ = P x¢ (G/H).
También obtenemos el par P/H — M donde el mapeo es inducido por P — M.
Aqui debe tenerse en cuenta que siendo H subgrupo de G, podemos hacer actuar
a H sobre P ala derecha. Denotamos por P/H al espacio cociente de P por
esta accion de H.

1

Proposicion 4 El mapeo ¢ : P x¢ (G/H) — P/H definido por ¢([u, gH]) =
[ug] es un difeomorfismo de haces fibrados. Ademds P(P/H, H)) es un haz
fibrado pincipal.
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Prueba. Probaremos que ¢ estd bien definida. En efecto, si suponemos que
[u, gH] = [u1, g1H] se sigue que existe g tal que (u1,91H) = (ugo, gogH ).
Por lo tanto, u1 = ugo y existe h € H tal que g1 = g, Lgh. De esto concluimos
que [u1g1] = [ug]. Claramente ¢ es suave, y como H actia libre y propiamente
se concluye que P(P/H, H)) es un haz fibrado pincipal. m

Definicion 5 Sea E(M, 7g) un haz asociado de un haz fibrado principal. Una
seccion suave de E es un mapeo suave, 0 : M — F, tal que 7 o 0 = I)y.

Proposicion 5 Sea P(M, G) un haz fibrado principal y H un subgrupo cerrado
de G. Entonces existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de reduc-
ciones QQ de P a H y el conjunto de secciones o : P/H — M. En particular, P
admite una H -reduccion si, y solo si existe seccion o : M — P/H.

Prueba. Sea ) C P una H reduccién. Denotemos con p : P — P/H al
mapeo cociente. Si u € Q y h € H, entonces u(uh) = p(u). Por lo tanto,
ilo : @ — P/H es constante en las fibras de ) — M. Entonces existe un
tinico mapeo suave o : M — P/H tal que 0 o m = p,y ademads o es seccion.

Reciprocamente, sea o : M — P/H seccion. Para todo x € M se tiene que
W;/IH((L') ~ P/Hyo(x) € w;/lH(x). Definamos

Q=Aue P:p(u) =o(r(u))}
= (o (M))
que es H-reduccién. m

Vamos a dar un ejemplo de cdmo se puede aplicar la teoria anterior. Toda
métrica Riemanniana ¢ en una variedad M es una seccién de T*M ® T*M
simétrica y definida positiva.

Sea E={\ € T*M®T*M : \es simétrica y definida positiva.}. Entonces
E es un haz fibrado y toda metrica Riemanniana g es una secciéon de £ — M.

Sean L2(R™,R) = {B : R" x R® — R/B esbilineal}, y F = {B ¢
L2(R™,R) : Bes simétrica y definida positiva}. Hagamos actuar al grupo GL(n)
sobre F alaizquierda: GL(n) x F' — F dadapor (A, B) — ABA!. Estaaccién
es transitiva, y por lo tanto se concluye que

F = GL(n)/H,
donde H es el subgrupo de isotropia de la identidad en GL(n). Ahora bien,

isotropiade I = {A € GL(n): A- I =1}
={A €GL(n) : AIA" =T}
= O(n).
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Por lo tanto, se concluye que F' = GL(n)/O(n). Suponiendo que E sea el
haz asociado de L(M) — M, con fibra estandar F' con la accién anterior, se
concluye que

E = L(M) xGL (GL(n)/O(n)).

Ahora bien, ya sabemos que E no es otra cosa que L(M)/O(n), y por el resul-
tado anterior se puede concluir que

{secciones de L(M)/O(n)} < { O(n)-reducciones de L(M)}.

El siguiente resultado ofrece una caracterizacion alternativa cuyo valor serd
apreciado mas adelante al trabajar con estructuras geométricas.

Proposicion 6 Existe una correspondencia biyectiva entre

{secciones de P xg F'— M} < { mapeos G- equivarientes P — F'}.

Prueba. Sea o : M — P xg F seccién. Dado cualquier v € P existe un
tinico \(u) € F tal que o(m(u)) = [u, A(u)]. La unicidad es inmediata ya que
si [u, AM(u)] = [u1, A1(u)], entonces existe g € G tal que u = ug y A1(u) =
g~ A(u). Por ser la accién libre se concluye que g = ey por lo tanto A\(u) =
A1(u). La existencia es también inmediata y se basa en el hecho de que o(x) €
wgl(x) para x € M,y claramente se usa el hecho de que o es seccion.

Por otra parte, si A : P — F' es G-equivariante, entonces o : M — P x F
dada por o (7(u)) = [u, A(u)] es seccién. m

3 Espacios de jets

Vamos a definir el concepto de jets para funciones suaves entre espacios vecto-
riales, y mucho de lo hecho en las secciones anteriores se generalizara para el
haz de marcos de dimensién mayor que uno.

Sea ¢ : V — W un mapeo suave entre espacios vectoriales. Recordemos
que D¢ : V. — L(V; W), y que por lo tanto D¢p(x) € L(V;W). En general,
DF¢ : V — L*¥(V,W), donde L*(V; W) es el espacio vectorial de mapeos k-
linealesde V x --- x V en W. Nos interesa el casodonde V =R"y W = R™.

Definicién 6 Sean ¢, 1) : R — R™ mapeos suaves. Diremos que ¢ ~* 1) en
el punto xq si, y solo si se cumple simultdneamente las siguientes condiciones:

d(x0), = ¥(x0), DP(x0) = Dip(x0), . . ., DF¢(x0) = Do) (o).
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Es claro que ~* es una relacién de equivalencia, y a sus clases de equivalencia

las denotaremos por jgljo(qﬁ). También denotamos por JﬁO(R”, R™) al conjunto
de tales clases de equivalencia.

Denotaremos con S*(R", R™) al espacio vectorial de las transformaciones
i-lineales simétricas de (R"™) en R™.

El siguiente lema indica la relacion existente entre los siguientes conjuntos
TE R, R™) y [T, S*(R™, R™).

Lema 1 Existe una biyeccion entre los conjuntos JE(R™ R™) 'y
1, Si(R™, R™).

Prueba. Definamos el mapeo \ : J§(R", R™) — Hf:o S¢{(R", R™) por

AGi§(9)) = (6(0), Dg(0), ..., DF¢(0)).

La inyectividad es obvia, y sigue de la mera definicion. Para la sobreyectividad,
sea (Ag, A1,..., Ag) € Hf:o S?(R™, R™). Definamos

k
b(x) = Ao+ 3" T A, ).
i=1

Es claro que ¢(0) = Ay, ya que por ejemplo A;(0) = 0, por ser lineal, y luego
A3(0) = 0 ya que Ag es bilineal simétrica , y asf sucesivamente. Por otra parte,
D¢(0) = A; yaque DAy = 0, y como DA;(0) = A;(0) = 0. Lo otro es
igual... m

La estructura de espacio vectorial sobre las funciones suaves de R — R™
induce una estructura de espacio vectorial sobre Jé“(R”, R™), luego el mapeo
definido en el lema anterior es un isomorfismo. De esto podemos deducir que
JE(R™, R™) es una variedad suave.

Definicion 7 Sean M y N variedades suaves, y k > 0 un entero. Diremos que
6,70 : N — M, mapeos suaves, se relacionan y escribiremos ¢ ~* 1 en el
punto xg si, y solo si, ¢ y i) poseen las mismas derivadas parciales hasta el
orden k en x.

La definicion anterior establece que si (U, «) es una carta alrededor de z¢ y
(V, B) es carta alrededor de ¢(x9) = 1 (z¢) entonces Bopoa~! ~F Borhoa™
en el punto «(zo).

Denotaremos por j;f(qb) a la ~*-clase de equivalencia de ¢ en el punto z, y
lo llamaremos el k-jet de ¢ en x. Al conjunto de todos los k-jets en el punto z lo
denotaremos por J% (N, M).
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Lema 2 Sean M y N variedades suaves, x € M, y k > 0 un entero. Entonces
JE(N, M) es variedad suave.

Prueba. Sea (U, «) cartade N conz € U, y sea (V, 3) carta de M.
Definamos el siguiente mapeo, A, g, entre JX(U, V) y J. i(m)(R”, R™) dado
por

Mg (G5 (f) = dhwy(Bo foa™).

Observemos que A es biyeccion. Definamos la topologia de J;f(N , M) como la
generada por los J¥(U, V) C JF(N, M).

Las cartas estdn dadas por las biyecciones A, 3. Los cambios de coordenadas
nos dan los cambios para las derivadas parciales, los cuales son suaves. B

Adoptaremos como notacién a J¥(Q) = J¥(R™, Q), el cual es variedad si
Q lo es por el lema anterior.

Si k > [ son enteros positivos, entonces tenemos mapeos suaves naturales
wf  JE(N, M) — JL(N, M) dados por 7 (j%(6)) = 1L (0).

Observemos que J!(R") no es mds que el conjunto de pares ordenados
(v,L)donde v € R"y L : R® — R" es lineal, luego podemos concluir que
JHR™) = JH(R™, R") = R™ x L(R",R"). En este espacio podemos conside-
rar el subconjunto de los 5} (¢) tales que ¢(0) = 0, es decir L(R", R"). En este
tltimo definimos el producto jid (¢)-7¢ (1) = ji(¢porp). Laregla de la cadena nos
dice que tal producto corresponde a la composicion de transformaciones lineales
en L(R™, R™). Ahora bien, usando lo anterior podemos concluir que

GL(n) ={j4(¢) : $(0) = 0, d¢y invertible}
={j8(¢) : $(0) = 0, ¢ es difeo. local en 0.}

Lo anterior se puede generalizar de la siguiente forma: GL*(n) = {j¥(¢) :
¢ :R" —R", ¢(0) = 0, ¢ difeo. local.}
Se puede mostrar que GL¥(n) es un grupo de Lie, esto por cuanto GL¥(n) =
¥ | S{(R",R™). En GL*(n) definimos el producto

J6(8) i (W) = jo (o).

De la identificacion anterior, podemos ver que el producto se traduce , por ejem-
plo para el caso k = 2, en

(A, B)(Al, Bl) = (AAl, AB1 + B(Al, Al)),

y el inverso de cada elemento es (A, B) ™! = (471, —A~1B(A~! A~Y)).

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN 1409-2433) Vol. 21(2): 167-187, July 2014



178 J. ROSALES-ORTEGA

Definicién 8 Definamos gi'’® (n) = {j5(X) : X € X(R™), Xy = 0}.
Si definimos el corchete

[G6(X), G5 (V)] = =i (X, Y)),

entonces g[k(n) es un algebra de Lie. Hay que notar que el corchete anterior
s6lo depende de j5(X)y j5(Y), esto sigue después de realizar un célculo en
coordenadas.

Podemos identificar a g[(k) (n) con el siguiente conjunto

{i¥(®) : 6 : R" — R" suave, ¢(0) = 0}.

El siguiente mapeo, Hy, es una representacién natural de GL*(n), es de-
cir que Hy : GL*(n) — GI(gl*~Y(n)), donde Hy(jE(¢)) : gi*V(n) —
gl®*=1)(n) es la transformacién lineal definida por

Hy(j§(8)) (G (X)) = 4§~ (dp(X)).

Esta transformacion no depende del representante en jé“(qb), esto es una con-
secuencia de la definicién de d¢(X),. Ademds, Hy(j5(4)) ™! = Hy(55(671)),
esto sigue del simple calculo

Hy (3§ (6)) o Hy(Gg (6~ 1)) (61 (X)) =Hr(j§ () (i§~ (dp(X)))

Por la regla de la cadena se puede concluir que Hj es un homomorfismo. En
efecto,

Hy.(§§(¢) - 36 () (g~ (X)) =H(j§ (¢ 0 ) (i§ (X))
—yé“ Hd(¢o)(X))
=jb " (d(dyp X))
=Hy(j6(6)) He (G6 (1) (G (X).

Al ser Hy, polinomial se concluye que es suave. Ademds Hy, es inyectivo, pero
en general Hj no es sobreyectivo, ya que por ejemplo,

n?(n+1)

dim GL® (n) = dim GL(n) + dim $?(R", R") = n? + 5 ,
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pero por otro lado
dim Gl(gI® (n)) = (n + n?)2.

También tenemos la representacion hy, : gl®) (n) — gl(gl*~")(n)) dada por
hi(36(X)) (g~ (YV)) = —jg (X, Y)).

Se puede probar que hy es un homorfismo de dlgebras de Lie. En efecto, por
un lado se tiene que

hi([56(X), i6(VD U6~ (2)) =hl(=Js (X, Y]))ds ' (2)
:jg_l([[Xv Y]v Z]),

y por otro lado

[ (GE (X)), b (GE YN G ™M (2)) = (hi(GE(X)) (GG (V)
— he(GEY)) GO (G6H(2)
:jg_l([Xv [Yv ZH) - jg_l([yv [Xv ZH),

y el resultado sigue de la igualdad de Jacobi.
Igual que antes se tiene que hy, es inyectiva. De todo esto podemos concluir
que gI®)(n) es subdlgebra de Lie de gl(gl* ) (n)).

Proposicién 7 El dlgebra de Lie de GLF (n) es gi®®) (n).

Prueba. Sea j5(X) € gl®(n) de tal forma que X € X(R") con Xy = 0.
Consideremos ¢; el flujo local de X. En primer lugar vamos a probar que el
dominio de ¢; contiene a 0 para todo ¢ € R. En efecto, como Xy = 0 la curva
v : R — R" definida por (¢) = 0, es claramente una curva integral, es decir,
Xy = ~'(t) para todo ¢ € R. Por lo tanto, el dominio de ¢ contienea R x {0}.
Luego para todo ¢t € R, (¢, 0) estd en el dominio de ¢, y esto implica que existe
U vecindario de 0 en R™ tal que {t} x U C dominio de ¢. De lo anterior se
deduce que j&(¢;) € GI%¥)(n) paratodo t € R.

Es fécil probar que 3 : R — GL(gI* ") (n)) dado por 3(t) = Hy(j&(¢:)).
es un grupo uniparamétrico. Esto se sigue de la regla de la cadena.

Afirmamos que 3 (0) = hg(jE(X)). Para ver esto usamos un hecho muy
conocido:

1%, 2] = 5 limo d61(2).
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Ahora bien,
0 0, d
_8xi ‘O[Xv Z] :%‘OE ‘t:O d¢t(Z)
d 0
= li=o %\Odqbt(Z),
ademas ) ,
0 d 0
“owi0a0 5 2= Gy i 070N 2)

y en general
. d e
=56 ([X, Z)) = Zli=0 (" (don(2))),
y de esto sigue que

mGECONE(2) = im0 (2).

Por lo tanto, £ (0) = hx(j5(X))).
Esto prueba que

hi (gl (n)) c{v velocidad en 0 de un grupo uniparamétrico en Hy, (GL®) (n))}
CLie(Hy(GL®(n))).

Como poseen la misma dimension se sigue que
T () (n)) = Lie(Hy(GL™ (n))).

Si pensamos en Hy, y en hj, como representaciones candnicas, entonces con-
cluimos que gl®) (n) = Lie(GL®) (n)). m

Definicion 9 Sea M variedad suave. Definimos el haz de marcos de orden su-
perior como el siguiente conjunto

L® (M) = {ji(¢)/¢: U € R™ — M, difeo. local con 0 € U}.
Lema 3 Si M es variedad suave, entonces L¥) (M) es variedad.

Prueba. Sea U C M abierto que admite un difeormorfismo ¢ : U — R"™.
Entonces si definimos 7 : L) (M) — M por 7(55(¢)) = ¢(0), se tendria que

7' (U) = {j§(9) € LW (M) : $(0) € U}.
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Definamos 5: 71 (U) — U x GL®*) (n) por 5(]5(1#)) = (¢(0)7j5(¢0¢ -
¢(1(0))).

La topologfa en L®) (M) se define de modo que los 7 1(U) son abiertos y
los ¢ son difeomorfismos. Ademas, declaramos a los ¢ como cartas. Si ¢1 y @2
son tales mapeos, el cambio de coordenadas es de la forma:

(P, d6 (1)) — (P, j6(d2 0 61 )G (¥)). ™

Podemos hacer actuar al grupo GL(**)(n) sobre L(*) (M) de la siguiente
forma:

(i6(8), iE@)) € LW (M) x GL®) (n) = j(¢ 0 v) € LW (M).

Esta accion es libre, como se puede comprobar. La prueba del siguiente lema es
candnica y se puede efectuar sin ningin inconveniente.

Lema 4 Si M es variedad suave, entonces L) (M)(M, GL™ (n), 7) es un haz
fibrado principal.

4 Estructuras geométricas de orden superior

Sea Q un GL®)(n)-espacio suave, es decir que GL(¥)(n) actia a la izquierda,
de manera suave, de Q. Si M es una variedad suave, denotaremos por Q¥ (M)
al haz asociado a L(k)(M ) con fibra estdndar . Recordemos que

Qk(M) - L(k)(M) XGL(k)(n) Q.

Definicion 10 Una estructura geométrica de orden k y tipo Q sobre M es una
seccion suave de Q*(M).

La definicién anterior significa que existe A : M — Q¥ (M) tal que m o A =
Iys. Una forma alternativa de expresar una estructura geométrica es utilizando
un mapeo o : L*¥) (M) — Q que sea G1¥)(n)-equivariante.

Definicién 11 Sea o : L) (M) — Q una estructura geométrica de tipo Q
y de orden k sobre la variedad M. Un difeomorfismo ¢ : M — M se dice
automorfismo de o si se cumple al relacion:

O-O(p(k‘) =0,

donde el mapeo ¢y, L&) (M) — L¥) (M) viene definido por

by (G6(f) = (o f).
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Lema$5 Seao : L(k)(M ) — Q una estructura geométrica de tipo Q y de orden
k. Sean ¢, : M — M difeomorfismosde M. Entonces (¢o9) )y = d() 0% (1)

Prueba. La prueba es casi inmediata y sigue del célculo

(¢ o)y (45 (f)) =i6(potpof)
=) (Jg (¥ 0 f))
= (o) oY) (Go(f)). =

El mapeo ¢ ), dado en la definicion anterior, induce un difeomorfismo de
haces fibrados ¢ : Q*(M) — Q*(M) definido por

A([55(£):€)) = low (35 (1)), €.

Proposicion 8 Sea o : L¥) (M) — Q una estructura geométrica de tipo Q y de
orden k sobre la variedad M. Sea )\ : M — Q*(M) la seccién asociada a o.
Consideremos ¢ : M — M un difeomorfismo. Entonces

ooy =0 = Ao =co.

Prueba.
Sea A la seccién asociada a . Para todo j E(f) € LW (M) existe un tnico

o (j5(f)) tal que A(x (55(f))) = [i§(f), o (G5 ())]-
Sea x = w(jE(f)) € M, luego
¢ o Mx) =6lj5(f), o (i5(1))]
=10 (G5 (), o (G5 (H))]-
Por otra parte
Ao p(x) =A(w(j5(¢0 1))
(¢ 0 f),0(i5(d 0 f))]

[i6(¢ 0 )0 by (36 (f))]
(b0 (36 (f)): o (G5 (1))]-

Esto concluye la prueba ya que la otra direccién es andloga. m

k
0
k
0

||
/\/-\

Definicion 12 Sea o : L(k)( ) — Q una estructura geométrica de tipo Q) y de
orden k sobre la variedad M, y x € M. El jet jk+r(¢), donde ¢ es un germen
de difeomorfismos de M en x, se dice un automorfismo infinitesimal de orden r
si se cumple alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN 1409-2433) Vol. 21(2): 167-187, July 2014



(G-ESTRUCTURAS DE ORDEN SUPERIOR 183

1. jgo(a o qb(k)) = jgo(a), para algiin o € 7T_1((L‘).
2. jr(Noo) =ju(doN).

Definicion 13 Denotaremos por Autk‘”(a, x,y) al conjunto de automorfismos
infinitesimales de orden v de o que llevan x en y. Pondremos Autk‘”(a, x)
cuando x = y.

Lema 6 La condicion j%(\ o ¢) = j%(¢ o \) se puede reescribir en la siguiente
forma

Tz (A) 0 Jz(0) = Ji(ay (@) 0 Jiz(A).
La prueba del lema anterior se realiza al introducir el siguiente formalismo:

Definicion 14 Sea J" (Q*(M)) el conjunto de r-jets de secciones de Q*(M).
Dada \ seccién de QF (M), definimos la prolongacién de orden r de )\, denotada
por A", ATt M — J"(QF(M)) por A" (z) = jI(N).

Dado ¢ : M — M difeomorfismo, el mapeo ¢ : Q¥ (M) — Q*(M) induce
un difeomorfismo j7(¢) : J"(Q*(M)) — J"(Q*(M)) definido por
7M@) (75 (V) = jp(@ 0 N).

Entonces j7 (Ao ¢) = jZ(do \) si, y sélosi X (¢(z)) = 57 (do A),que es lo
que se queria probar en el lema anterior.

Seao : L) (M) — @ una estructura geométrica. La prolongacién de orden
r de o es dada por

o Gyt (¢) € L — (o (if(¢ 0 m))) € JT (R, Q),
donde o (j&(¢o7s)) : R™ — Q viene dada por o (j&(po 7)) (v) = o(jE(doT,)).

Lema 7 Sea o : L(k)(M ) — Q una estructura geométrica. Entonces se tiene
que 0" : LH7) — J7(R™, Q) es también estructura geométrica.

Prueba. Basta verificar que 0" es GL**") (n)-equivariante.

Mias  adelante  veremos que la  accidn, izquierda, de
GL*+7) () sobre J” (R™, Q) viene dada por gq = a(g) - (gom¥7(g~1)), donde
a se define también posteriormente. Ahora bien,

o (ag) = " (g (¢ f))
= j§(o(j5(90 fom))).
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Por otra parte,

g o () =alg™") (0" () o 1 (g))

Uniendo lo anterior se concluye que ¢” es una estructura geométrica de tipo
J'(R™",Q)ygradok+7r. m

Teniendo en cuenta lo anterior se tiene la siguiente proposicién, y luego de
esto concluiremos que Aut®+” (0, ) es un grupo de Lie, y ademds cerrado.

Proposicion 9 Sea o : L(k)(M ) — Q una estructura geométrica. Entonces
para todo x € M y o € L*+7) (M) en la fibra sobre x se cumple

Aut™" (0, 2) 2 Stabgyn () (07 () ).

Prueba. En primer lugar observemos que si o € L*+7) (M), entonces se sigue
que o' o g7 o a € GI*t7)(n), para cualquier g = j5t7(f), donde f es
difeomorfismo local de M con f(x) = z. Note que también o' o goa €
GIE+7) ().

Usando la G1(++7) (n)-equivariancia de la estructura geométrica o” se tiene
lo siguiente:

0"(g0) =" (@00 ) o goa)

—o"(a(a o goa))

1

—(atog Tl oa)o"(a).

Del calculo anterior se tiene que

g € Aut"" (0, 2) ©0"(ga) = 0" ()

<:>(Oc_1 o g_1

1

oa)o (a) =o"(a)

salogloace Stab(kir) () (07 (@) ).

Seaar € L) (M) fijo. Si definimos F' : Aut™*" (o, ) — Stabgykr) (07 ()
por F(g) = a~! o g~! o a, tenemos que por el célculo anterior F' estd bien

definida. Claramente F' es un homomorfismo de grupos, ya que
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F(g1g2) =a"' o (g1g2) 0 a
:a_logloaoa_log20a
=F(91)F(g2). m

5 Propiedades de J"(Q(M))

Queremos estudiar las propiedades de J” (Q*(M)). Se puede mostrar, y remiti-
mos al lector a ([7]), que J" (Q¥(M)) es haz asociado, con fibra J"(R", Q), de
un cierto haz fibrado principal: W (L®)(M)).

Este tltimo conjunto se define

W (LE (M) = {j{y o) (N)/A: R" x GLW (n) — LW (M) es triv. local}.

El grupo que actda sobre el haz anterior es GL(") (n) x J%(GL®) (n))).
La accién izquierda del grupo GL) (n) x J7(GL"*)(n))) sobre la variedad
J"(R™, Q) viene dada por

(76(2), 36 () - 46(X) = G5 ((fA) o &7 1).

Se puede mostrar que .J” (Q¥(M)) es también haz asociado de L¥+7) (M),
pero primero vamos a definir ciertos conceptos y probar algunos resultados.

Se prueba en [7] que L*+7) (M) — W7 (L*)(M)) es una reduccién. Tal

mapeo inclusién es dada como sigue. Si jé”r(qb) e LU+ (M), entonces ¢

induce un mapeo local ¢y @ R™ x GL(k)(n) — L(’“)(M), y la asignacién

buscada es jé"“”)(@ - ]'(ro,e)(¢(k))-

Sea g = jé”r(f) e GL¥*7)(n) y definamos f; : R* — GL®*)(n) por
medio de fi(z) = j&(7_, 0 fo Tf-1(z)), donde 7,.(y) = x + y. Consideremos
a : GL¥ ) (n) — Jr(R™, GL™) (n)) dada por a(g) = j5(fx)-

Lema 8 Se cumple que (f o h), = fir. o he(f~1(-)).
Prueba. La prueba es inmediata y sigue del célculo

(foh)k(x) =jo(T—z 0 (fog) o Th-1(r-1(2)))
=Jo(T—z 0 f 0 Ty=1(2) © Ty-1(2) © h 0 Th-1(s-1()))
:fk Ojg(Tf—l(x) oho Th—l(f—l(a:)))
=feohe(f ' (z)). =

Del lema anterior se deduce el siguiente importante resultado.
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Proposicion 10 Si %7 : GL**7)(n) — GL")(n) es la proyeccién natural,
entonces el mapeo a satisface a(g1g2) = a(g1) (a(ge) o 78+ (g!)), donde la
variedad J" (R™, GI*)(n)) posee la estructura natural de grupo.

Definicion 15 Si W’,:_l . GL*V(n) — GL")(n) es la proyeccion natural,
entonces N* = ker(n¥_,).

La inclusién GL**7) (n) — GL")(n) x J7(GL® (n))) se construye una
vez que probemos el siguiente lema.

Lema 9 El mapeo (7"7 a) : GL¥*)(n) — GL") (n) x J7(GL® (n))) es
un homomorfismo que envia N*" en J7(N¥), siempre que en GL")(n)
Jr(GL®) (n))) se tenga el producto (g, h)(g1, h1) = (9g1, h(hi 0 g~1)).

Prueba. La parte que (757", a) es homomorfismo es trivial. En efecto, esto
sigue del lema anterior y de la definicién de producto semidirecto:

(mf 7, a)(9192) =(7F " (9192), alg192))
=7 (g7 (g2), algr) (alga) o it (g71)))
= (75 (1), a(g1)) (7F " (g2), alg2)).

Si tomamos 1
= —L(y, ...
oW =y + Gyt v)
donde L es (k+r)-multilineal y simétrica, entonces 757 (j7(¢)) = e. Ahora

bien, dado g € N**7, sabemos que g = jé”r( f), y porla condici6n de pertenecer

al nicleo se puede probar que f debe tener la forma de la ¢ anterior. Luego se

concluye que 747 (g) = e.

Por otro lado, se concluye que a(g) = j5(f), donde f : R* — NF C
GL®)(n) estd dada por
(1,0,...,0, 5L ) sik>2;

f(z) =
LL o sik =1,

r!
y Ly : R" x - x R" — R" la forma k-lineal dada por
Lm(r)(yh . 7yk‘) = L(y17 . '7yk‘7x7 .. .,$).
Se concluye que (7%, a) es un homomorfismo tal que
(met7, a)(N*7) € JR(NF). m

Lo anterior, bdsicamente, prueba que L“””(M ) es reduccién de
W7 (LK) (M)).
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