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Resumen

En Topologia, el teorema de Tychonoff garantiza la equiaseen-
tre el hecho de que un producto de espacios topoldgicos seapactos
y la compacidad de cada uno de los factores, mientras querehta de
los productos conexos hace lo propio en el caso de la corexiaeel pre-
sente trabajo se demuestra la equivalencia de ambos dEmilta
topologicos.
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Abstract

In Topology, Tychonoff’s theorem asserts that the compesdrof a
product of topological spaces and compactness of each f#dtsrs are
equivalent facts. Analogously, the connected productsréme does the
same about connectedness. This note is devoted to proveuhalkence
between thes two topological results.
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1 Introduccioén

En 1930, el matematico ruso Andrey Nikolayevich Tychonnoff, en subogle
articulo [8] de 1930 demostré que el producto arbitrario de espacioftipo

COS compactos es a su vez compacto, si se le dota de la topologia producto.
El resultado correspondiente a la propiedad topologica de conexideckepser
considerado como propio de la cultura matematica media, y sin embargo, no es
frecuente encontrar su demostracion en los textos de Topologia bastieamE
portante resultado no tiene ni siquiera la fortuna de contar con un nomumie p

por lo que serd identificado en este documento conteceéma de los produc-

tos conexosEn su tercera seccion de este trabajo se propone una demostracion
suficientemente elemental de este resultado como para ser incluida en éss curs
basicos de Topologia.

El matematico norteamericano John Kelley demostré [2] en 1950 la equi-
valencia del teorema de Tychonoff con el axioma de eleccién, y en stimies
trabajo se propone la equivalencia de este axioma con el teorema dedas-pro
tos conexos, imitando basicamente el procedimiento usado por Kelley, de don
se obtiene como corolario la equivalencia entre los teoremas de Tyclyoeff
los productos conexos. Se caracterizan asi estos dos resultadopropios de
la matemética cantoriana.
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Dada una colecciofi X, 7,)|a € A} de espacios topologicos, tigpologia
productor sobre el producto cartesiano

X =] Xa

acA

es la topologia que tiene como subbase: {p,'(U)|a € A, U € 7.}, donde
pa : X — X, €es la proyeccion obvia. La topologia producto de estos espacios
es entonces la topologia inicial inducida por las proyecciones.

Latopologia de las cajasobreX es la topologiap que tiene como base la
coleccion de los productos de la forma

U= ][] Ua

Ua€ETa

y es claramente mas fina que la topologia producto, pero ambas coinciden sob
productos con una cantidad finita de factores.

Sea(X,7) un espacio topoldgico, una coleccidnC 2X es unacubiertade
X silJU = X,y es unacubierta abiertasi es cubierta y/ C 7. Silf es una
cubierta paraX' y V C U también lo es, se dice qoées unasubcubiertade i/
paraX. El espacio topolégicd.X, ) escompactcsi toda cubierta abierta para
X admite una subcubierta finita.

Una coleccionF C 2X tiene lapropiedad de interseccion finitgPIF) si
toda subcoleccion finita d€ tiene interseccién no vacia. El siguiente resultado
es una caracterizacion de la compacidad por cerrados, y su demastnacio
requiere sino un uso inmediato de las definiciones.

Proposicién 1 Un espacio topoldgico es compacto siy sélo si toda coleccion de
cerrados de él con la PIF tiene interseccion no vacia.

Un par de subespacios abiertos no va¢iésB) de un espacio topoldgico
(X, 7) es unaseparaciorsi { A, B} es unaparticion de X, es decir, s{ A, B}
es una cubierta pard y AN B = @. El espacio( X, ) esconexosi no ad-
mite una separacion. Clarametne un espacio no es conexo si y solo sirtiene u
subespacio no trivial abierto y cerrado. En el propésito de la autauocigtese
incluyen el siguiente resultado y un corolario de él que sera usado relas d
Nuevamente, las demostraciones son rutinarias y no se incluyen.

Proposicion 2 SiY C X esconexo Y C Z C Y, entoncesZ es conexo.

Corolario 3 Si X es un espacio que admite una denso conexo, entoxices
conexo.
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2 Productos compactos

En esta seccién se demuestra la equivalencia del teorema de Tychomeff ¢
axioma de eleccion.

Teorema 4 (Tychonoff, 1930)Un producto es compacto si y sélo si cada uno
de los factores es compacto.

Demostracion. Sean{ X, |a € A} una coleccién de espacios topoldgicosyy
su producto. SK es compacto, dado que la proyeccign: X — X, es contiua

y suprayectiva, entonce, es compacto. Reciprocamente, Séa= {F;|i €

Z} una familia de cerrados d€ con la PIF, la que puede suponerse maximal,
en el sentido de que $i;, F; € F, entoncest; N F; € F,yaquesiF C G

y NG C NF. Entonces, para cadac A, la coleccionF, = {p,(F;)|i € I}
tiene la PIF, de manera que por la compacidadide ocurre quenr, # <.
Ell'jas@ To € NFy, Y Sear = (zq|la € A) € X, que claramente satisface que

pa(z) = 7, para cadar € A. Sea
S =p Us) .. .npt(Ua,)

un subbasico de la topologia producto pAratal quex € S, entonced,, (S) es
un abierto deX,, que contiene a,, y en consecuencija,(S) Np.(F;) # @ para
todoay para toda, de manera qug,; (Ua, )N F; # @ paratodd: € {1,...,n}
ytodoi € Z. Seaya, € p,, (Ua,) N F; parai € I fijo, y tbmese un punto
y € F; tal quepy, (v) = ya,, parak € {1,...,n}, que claramente satisface que
y € SN F;, conloqueSnF; # @. Se sigue de aqui quen F; # &, para todo

i € I. Entonces: € F; = F; paratodad € Z, con lo que, entoncesc NF. m

En la demostracion del resultado anterior juega un papel central el ad®ma
eleccion, y es un resultado de Kelley[2], publicado en 1950, que estdado
también implica el axioma de eleccion.

Teorema 5 (Kelley, 1950)El axioma de eleccién es equivalente con el Teorema
de Tychonoff.

Demostracion.Una de las implicaciones ha quedado demostrada en el resul-
tado previo, supongamos entonces valido en teorema de Tychondifigage
que) = {Y,|a € A} es una coleccion no vacia de conjuntos no vacios, y sea

veé | v

acA

INétese que aqui se hace uso del axioma de eleccién.
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Nétese que tal punto en verdad existe, por ejemplo, si

Y = U Y..
acA

DenotemosX, = Y, U {y}, y ditese a este conjunto de la topologia=
{Xa,{y}, 2}, respecto de la cual es claramente compacto, y por hipétesis, el

producto
X =1]] Xa
acA
es compacto. Claramentg, es cerrado eiX,, de manera que por continuidad
p.t(Y,) es cerrado enX y es no vacio. Para toda subcoleccion finita
{aq,...,a,} C A se satisface que

z€py ! (Yo)N...Npyt(Ya,)

donder, =y paraa ¢ {aq,...,a,} yseeliger,, €Y,, parak € {1,...,n}
dado que cad#, es no vaci®. Tenemos entonces age, ' (Ya)|a € A} esuna
coleccion de cerrados dE con la PIF, de manera que por compacidad, tiene
interseccion no vacia, y dado que

() pa'(Ya) = ] Ye.
acA acA
se ha completado la demostracidan.

3 Productos conexos

En esta seccién nos proponemos demostrar el resultado analogo ethaede
Tychonoff para conexidad, resultado al que identificaremos coremrima de
los productos conexos

Proposicién 6 Si cada par de puntos de un espadioestan contenidos en un
conjunto conexo, entonceas es conexo.

Demostracion.Si (A, B) es una separacion dé, tomemos dos puntase A,
y € ByunconexoC C X conz,y € C, entoncegANC,BNC) es una
separacion d€’. m

Este resultado nos permitird demostrar la conexidad de un producto finito de
conexos.

2Nétese que aqui no es necesario el uso del axioma de eleccion, dade drata de una
coleccion finita; la existencia de cada, esta garantizada por el axioma de los pares, en la
axiomatica de Zermelo-Fraenkel.
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Lema 7 El producto cartesiano de una familia finita de espacios topolégicos es
un espacio conexo si y sélo si cada factor es un espacio conexo.

Demostracion.SeanXy, ..., X, espacios topolégicos ¥ su producto. Si
X es conexo, entonces cada factor es conexo por la continuidad deyaspr
ciones. Demostraremos ahora que si cada factor es conexo, entbrres
ducto es conexo, iniciando con el producto de dos espacios. $eaX,
espacios topolégicos conexos, y consideremos dos puntes(zi, z2),y =
(y1,12) € X = X; x Xo. Basta demostrar que existe un conéxa_ X tal
quez,y € C. Siz; = y;, entonces basta hacér = {(z1,2)|z € X2}, que
es conexo porgue es homeomorfo clip. Sizy = yo, entonces basta hacer
C = {(z,z2)|z € X1}, que es conexo porque es homeomorfo &gn

Xo

Y2

x1 X1

Si los puntos tienen ambas coordenadas distintas, tomemog 1, y2),
entonces, haciendo

C={(z1,2)|z € X2} U{(2,52)[2 € X1}

obtenemos el subespacio conexo deseado, puesto que es la unidrcdaams
con un punto comun. Por el primer resultado de la sec&igix X, es conexo.
El resultado se cumple para un producto finito arbitrario por induccioressb
namero de factoresa

Consideremos ahora un producto arbitrario de espacios topol6giceeason
SeanX = {X,|a € A} una coleccién de espacios topoldgica¥ yu producto.
Dados dos puntos,y € X definimosA,, = {a € Alpa(z) # pa(y)}
Decimos quer, y soncasi igualessi A, , es finito, lo que denotamos mediante
x =~ y. Dos puntos entonces son casi iguales si difieren en una cantidad finita
de coordenadas, de manera que todos los puntos de un producto findasso
iguales. Notemos por otra parte que:
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1L Ay =Ays
2. siz =y, entonces ~ y
3. Ape =0
Paraa € X arbitrario pero fijo, consideremos el subespacio
Xo={z € X|z ~a},

para demostrar qu& es conexo, es suficiente demostrar dges conexo y
denso enX.

Demostraremos primero qug, es denso erX. SealU C X un abierto
basico para la topologia producto soBfeentonced/ tiene la forma

U :p_l(Ual) n... ﬂp;i(Uan),

dondelU,, C X,, es abierto y no vacio parfa= 1,...,n. Elijamos ahora
Zo, € Uy, parak =1,...,n,ydefinamos el punto € X tal que:

1. po, () =24, parak =1,...,n,y
2. pa(z) = aq paraa ¢ {ai,...,a,}.

Por construccion es entonces claro que U y x =~ a, por lo quez € X,.
Queda con ello demostrada la densidad.

Para demostrar la conexidad, seg € X, dos puntos arbitrarios, y supon-
gamos qued, , U A, , = {a1,...,a,}, entonces, por el resultado anterior

Y =X, x...xX,,
es conexo. El espacit de los puntog € X, tales que:
1. pa,(2) € X, parak =1,...,n,y

2. pa(2) = aq paraa ¢ {aq,...,an},

es homeomorfo CoF y es tal quer, y,a € Z. Entonces dos puntos cualesquiera
de X, estan contenidos en un conexo contenidaXgn de donde se sigue la
conexidad deX,.

Teorema 8 (de los productos conexosll producto cartesiano de una familia

de espacios topoldgicos es un espacio conexo si y sélo si cada factor es
espacio conexo.
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Demostracion. SeaX = {X,|a € A} una coleccion de espacios topoldgicos,
y denotemos poX el producto cartesiano de la coleccién Si X es conexo, la
continuidad de las proyecciongs : X — X, garantiza la conexidad de cada
uno de los factores. Supongamos ahora reciprocament& gus un espacio
conexo para tode: € A, para demostrar qu& es conexo, basta observar que,
con la notacion de la discusion previg, es conexo X, = X paratoda: € X.

[ ]

4 Laequivalencia

Teorema 9 El teorema de los productos conexos es equivalente con el axioma
de eleccion.

Demostracion. El teorema de los productos conexos es, claramente, consecuen-
cia del axioma de eleccion. Para demostrar el reciproco, coonsidergraos
colecciony = {Y,|a € A} una coleccion no vacia de conjuntos no vacios,
y sea

y¢ | Ya,

acA

punto cuya existencia quedd aclarada en la demostracion del teorema de Ty
chonoff. Supondremos qud es una coleccion infinita, dado que en el caso
finito el resultado es obvio.

DenotemosX,, = Y, U {y}, y détese a este conjunto de la topologja=
{Xa,Yas,{y}, 9}, respecto de la cual claramente no es conexo, y por hipotesis,
entonces el producto

X =] Xa

acA
tampoco es conexo. Denotembs = {« € Alp.(z) = y}, y observemos
que si
V=]]Ya=)rs'a),
acA acA
entonces

Y ={z € X|D, =2}

Supongamos quE = @, demostraremos qug® = X — Y es conexo, con lo
que quedard establecido qué # X. Seay € X tal quep,(y) = y para todo
a€ A

Si (A, B) es una separacion d¢° = {z € X|D, # @}, se supondra, sin
pérdida de generalidad, qgec A, y seal/ un basico deX. talquey € V C A;
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tal basico existe porqud € N (y) en X. Dada la estructura de la topologia
producto,V tiene la forma

V=py)N...0p3ly),

paraasy,...,ar € A, de manera qu& contiene al menos un punioc X tal
que para algim € A — {ay,. .., } se satisface que, (z) # y. Seamx € B
y U un bésico tal que: € U C B, tal béasico existe porquB € N (x) en X.
Analogamente observamos gudiene la forma

U=par,,)N...0pL (y)N pgll (Yz)N...N p/;T}L (Ys,),

paraci1, - .., Qgti, b1, - - -, Bm € A. Pero clarament€ NV # &, puesto que,
sin recurir al axioma de eleccion, por tratarse de una coleccién finitenpasl
encontrar un punte € X tal quepg, (z) € Y, paral <t <m+jypa(z) =y
en cualquier otro caso. Con ello se contradice la hipotesis déAjug) sea una
separacion parg €, y por consiguientd” # <. =

Corolario 10 El teorema de los productos conexos es equivalente con el teo-
rema de Tychonoff.

Demostracion. Ambos son equivalentes con el axioma de eleccn.
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