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2 J.A . PÉREZ

Resumen

En Topología, el teorema de Tychonoff garantiza la equivalencia en-
tre el hecho de que un producto de espacios topológicos sean compactos
y la compacidad de cada uno de los factores, mientras que el teorema de
los productos conexos hace lo propio en el caso de la conexidad. En el pre-
sente trabajo se demuestra la equivalencia de ambos resultados
topológicos.
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Abstract

In Topology, Tychonoff’s theorem asserts that the compactness of a
product of topological spaces and compactness of each of itsfactors are
equivalent facts. Analogously, the connected products theorem does the
same about connectedness. This note is devoted to prove the equivalence
between thes two topological results.
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1 Introducción

En 1930, el matemático ruso Andrey Nikolayevich Tychonnoff, en su célebre
artículo [8] de 1930 demostró que el producto arbitrario de espacios topológi-
cos compactos es a su vez compacto, si se le dota de la topología producto.
El resultado correspondiente a la propiedad topológica de conexidad parece ser
considerado como propio de la cultura matemática media, y sin embargo, no es
frecuente encontrar su demostración en los textos de Topología básica. Este im-
portante resultado no tiene ni siquiera la fortuna de contar con un nombre propio,
por lo que será identificado en este documento como elteorema de los produc-
tos conexos. En su tercera sección de este trabajo se propone una demostración
suficientemente elemental de este resultado como para ser incluida en los cursos
básicos de Topología.

El matemático norteamericano John Kelley demostró [2] en 1950 la equi-
valencia del teorema de Tychonoff con el axioma de elección, y en el presente
trabajo se propone la equivalencia de este axioma con el teorema de los produc-
tos conexos, imitando básicamente el procedimiento usado por Kelley, de donde
se obtiene como corolario la equivalencia entre los teoremas de Tychonoffy de
los productos conexos. Se caracterizan así estos dos resultados comopropios de
la matemática cantoriana.
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Dada una colección{(Xα, τα)|α ∈ A} de espacios topológicos, latopología
productoτ sobre el producto cartesiano

X =
∏

α∈A

Xα

es la topología que tiene como subbaseS = {p−1
α (U)|α ∈ A, U ∈ τα}, donde

pα : X → Xα es la proyección obvia. La topología producto de estos espacios
es entonces la topología inicial inducida por las proyecciones.

La topología de las cajassobreX es la topologíaτB que tiene como base la
colección de los productos de la forma

U =
∏

Uα∈τα

Uα,

y es claramente más fina que la topología producto, pero ambas coinciden sobre
productos con una cantidad finita de factores.

Sea(X, τ) un espacio topológico, una colecciónU ⊆ 2X es unacubiertade
X si

⋃
U = X, y es unacubierta abiertasi es cubierta yU ⊆ τ . Si U es una

cubierta paraX y V ⊆ U también lo es, se dice queV es unasubcubiertadeU
paraX. El espacio topológico(X, τ) escompactosi toda cubierta abierta para
X admite una subcubierta finita.

Una colecciónF ⊆ 2X tiene lapropiedad de intersección finita(PIF) si
toda subcolección finita deF tiene intersección no vacía. El siguiente resultado
es una caracterización de la compacidad por cerrados, y su demostración no
requiere sino un uso inmediato de las definiciones.

Proposición 1 Un espacio topológico es compacto si y sólo si toda colección de
cerrados de él con la PIF tiene intersección no vacía.

Un par de subespacios abiertos no vacíos(A,B) de un espacio topológico
(X, τ) es unaseparaciónsi {A,B} es unapartición deX, es decir, si{A,B}
es una cubierta paraX y A ∩ B = ∅. El espacio(X, τ) esconexosi no ad-
mite una separación. Clarametne un espacio no es conexo si y sólo si tiene un
subespacio no trivial abierto y cerrado. En el propósito de la autocontención se
incluyen el siguiente resultado y un corolario de él que será usado más adelante.
Nuevamente, las demostraciones son rutinarias y no se incluyen.

Proposición 2 SiY ⊆ X es conexo yY ⊆ Z ⊆ Y , entoncesZ es conexo.

Corolario 3 Si X es un espacio que admite una denso conexo, entoncesX es
conexo.
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2 Productos compactos

En esta sección se demuestra la equivalencia del teorema de Tychonoff con el
axioma de elección.

Teorema 4 (Tychonoff, 1930)Un producto es compacto si y sólo si cada uno
de los factores es compacto.

Demostración.Sean{Xα|α ∈ A} una colección de espacios topológicos, yX
su producto. SiX es compacto, dado que la proyecciónpα : X → Xα es contiua
y suprayectiva, entoncesXα es compacto. Recíprocamente, SeaF = {Fi|i ∈
I} una familia de cerrados deX con la PIF, la que puede suponerse maximal,
en el sentido de que siFi, Fj ∈ F , entoncesFi ∩ Fj ∈ F , ya que siF ⊆ G

y ∩G ⊆ ∩F . Entonces, para cadaα ∈ A, la colecciónFα = {pα(Fi)|i ∈ I}
tiene la PIF, de manera que por la compacidad deXα, ocurre que∩Fα 6= ∅.
Elíjase1 xα ∈ ∩Fα, y seax = (xα|α ∈ A) ∈ X, que claramente satisface que
pα(x) = xα para cadaα ∈ A. Sea

S = p−1
α1

(Uα1
) ∩ . . . ∩ p−1

αn
(Uαn

)

un subbásico de la topología producto paraX, tal quex ∈ S, entoncespα(S) es
un abierto deXα que contiene axα, y en consecuenciapα(S)∩pα(Fi) 6= ∅ para
todoα y para todoi, de manera quep−1

αk
(Uαk

)∩Fi 6= ∅ para todok ∈ {1, . . . , n}
y todo i ∈ I. Seayαk

∈ p−1
αk

(Uαk
) ∩ Fi parai ∈ I fijo, y tómese un punto

y ∈ Fi tal quepαk
(y) = yαk

, parak ∈ {1, . . . , n}, que claramente satisface que
y ∈ S ∩Fi, con lo queS ∩Fi 6= ∅. Se sigue de aquí queS ∩Fi 6= ∅, para todo
i ∈ I. Entoncesx ∈ Fi = Fi para todoi ∈ I, con lo que, entoncesx ∈ ∩F .

En la demostración del resultado anterior juega un papel central el axiomade
elección, y es un resultado de Kelley[2], publicado en 1950, que este resultado
también implica el axioma de elección.

Teorema 5 (Kelley, 1950)El axioma de elección es equivalente con el Teorema
de Tychonoff.

Demostración.Una de las implicaciones ha quedado demostrada en el resul-
tado previo, supongamos entonces válido en teorema de Tychonoff, supóngase
queY = {Yα|α ∈ A} es una colección no vacía de conjuntos no vacíos, y sea

y /∈
⋃

α∈A

Yα.

1Nótese que aquí se hace uso del axioma de elección.
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Nótese que tal punto en verdad existe, por ejemplo, si

y =
⋃

α∈A

Yα.

DenotemosXα = Yα ∪ {y}, y dótese a este conjunto de la topologíaτα =
{Xα, {y},∅}, respecto de la cual es claramente compacto, y por hipótesis, el
producto

X =
∏

α∈A

Xα

es compacto. ClaramenteYα es cerrado enXα, de manera que por continuidad
p−1
α (Yα) es cerrado enX y es no vacío. Para toda subcolección finita

{α1, . . . , αn} ⊆ A se satisface que

x ∈ p−1
α1

(Yα1
) ∩ . . . ∩ p−1

αn
(Yαn

)

dondexα = y paraα /∈ {α1, . . . , αn} y se eligexαk
∈ Yαk

parak ∈ {1, . . . , n}
dado que cadaYα es no vacío2. Tenemos entonces que{p−1

α (Yα)|α ∈ A} es una
colección de cerrados deX con la PIF, de manera que por compacidad, tiene
intersección no vacía, y dado que

⋂

α∈A

p−1
α (Yα) =

∏

α∈A

Yα,

se ha completado la demostración.

3 Productos conexos

En esta sección nos proponemos demostrar el resultado análogo al Teorema de
Tychonoff para conexidad, resultado al que identificaremos como elteorema de
los productos conexos.

Proposición 6 Si cada par de puntos de un espacioX están contenidos en un
conjunto conexo, entoncesX es conexo.

Demostración.Si (A,B) es una separación deX, tomemos dos puntosx ∈ A,
y ∈ B y un conexoC ⊆ X conx, y ∈ C, entonces(A ∩ C,B ∩ C) es una
separación deC.

Este resultado nos permitirá demostrar la conexidad de un producto finito de
conexos.

2Nótese que aquí no es necesario el uso del axioma de elección, dado que se trata de una
colección finita; la existencia de cadaxαk

está garantizada por el axioma de los pares, en la
axiomática de Zermelo-Fraenkel.
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Lema 7 El producto cartesiano de una familia finita de espacios topológicos es
un espacio conexo si y sólo si cada factor es un espacio conexo.

Demostración.SeanX1, . . . , Xn espacios topológicos yX su producto. Si
X es conexo, entonces cada factor es conexo por la continuidad de las proyec-
ciones. Demostraremos ahora que si cada factor es conexo, entoncesel pro-
ducto es conexo, iniciando con el producto de dos espacios. SeanX1, X2

espacios topológicos conexos, y consideremos dos puntosx = (x1, x2), y =
(y1, y2) ∈ X = X1 × X2. Basta demostrar que existe un conexoC ⊆ X tal
quex, y ∈ C. Si x1 = y1, entonces basta hacerC = {(x1, z)|z ∈ X2}, que
es conexo porque es homeomorfo conX2. Si x2 = y2, entonces basta hacer
C = {(z, x2)|z ∈ X1}, que es conexo porque es homeomorfo conX1.

X1

X2

x1

y2

Si los puntos tienen ambas coordenadas distintas, tomemosz = (x1, y2),
entonces, haciendo

C = {(x1, z)|z ∈ X2} ∪ {(z, y2)|z ∈ X1}

obtenemos el subespacio conexo deseado, puesto que es la unión de dos conexos
con un punto común. Por el primer resultado de la secciónX1 ×X2 es conexo.
El resultado se cumple para un producto finito arbitrario por inducción sobre el
número de factores.

Consideremos ahora un producto arbitrario de espacios topológicos conexos.
SeanX = {Xα|α ∈ A} una colección de espacios topológicos yX su producto.
Dados dos puntosx, y ∈ X definimosAx,y = {α ∈ A|pα(x) 6= pα(y)}.
Decimos quex, y soncasi iguales, siAx,y es finito, lo que denotamos mediante
x ≈ y. Dos puntos entonces son casi iguales si difieren en una cantidad finita
de coordenadas, de manera que todos los puntos de un producto finito son casi
iguales. Notemos por otra parte que:
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1. Ax,y = Ay,x

2. six = y, entoncesx ≈ y

3. Ax,x = ∅

Paraa ∈ X arbitrario pero fijo, consideremos el subespacio

Xa = {x ∈ X|x ≈ a},

para demostrar queX es conexo, es suficiente demostrar queXa es conexo y
denso enX.

Demostraremos primero queXa es denso enX. SeaU ⊆ X un abierto
básico para la topología producto sobreX, entoncesU tiene la forma

U = p−1
α1

(Uα1
) ∩ . . . ∩ p−1

αn
(Uαn

),

dondeUαk
⊆ Xαk

es abierto y no vacío parak = 1, . . . , n. Elijamos ahora
xαk

∈ Uαk
parak = 1, . . . , n, y definamos el puntox ∈ X tal que:

1. pαk
(x) = xαk

parak = 1, . . . , n, y

2. pα(x) = aα paraα /∈ {α1, . . . , αn}.

Por construcción es entonces claro quex ∈ U y x ≈ a, por lo quex ∈ Xa.
Queda con ello demostrada la densidad.

Para demostrar la conexidad, seax, y ∈ Xa dos puntos arbitrarios, y supon-
gamos queAx,a ∪ Ay,a = {α1, . . . , αn}, entonces, por el resultado anterior

Y = Xα1
× . . .×Xαn

es conexo. El espacioZ de los puntosz ∈ Xa tales que:

1. pαk
(z) ∈ Xαk

parak = 1, . . . , n, y

2. pα(z) = aα paraα /∈ {α1, . . . , αn},

es homeomorfo conY y es tal quex, y, a ∈ Z. Entonces dos puntos cualesquiera
deXa están contenidos en un conexo contenido enXa, de donde se sigue la
conexidad deXa.

Teorema 8 (de los productos conexos)El producto cartesiano de una familia
de espacios topológicos es un espacio conexo si y sólo si cada factor esun
espacio conexo.
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Demostración. SeaX = {Xα|α ∈ A} una colección de espacios topológicos,
y denotemos porX el producto cartesiano de la colecciónX . SiX es conexo, la
continuidad de las proyeccionespα : X → Xα garantiza la conexidad de cada
uno de los factores. Supongamos ahora recíprocamente queXα es un espacio
conexo para todoα ∈ A, para demostrar queX es conexo, basta observar que,
con la notación de la discusión previa,Xa es conexo yXa = X para todoa ∈ X.

4 La equivalencia

Teorema 9 El teorema de los productos conexos es equivalente con el axioma
de elección.

Demostración.El teorema de los productos conexos es, claramente, consecuen-
cia del axioma de elección. Para demostrar el recíproco, coonsideremosuna
colecciónY = {Yα|α ∈ A} una colección no vacía de conjuntos no vacíos,
y sea

y /∈
⋃

α∈A

Yα,

punto cuya existencia quedó aclarada en la demostración del teorema de Ty-
chonoff. Supondremos queA es una colección infinita, dado que en el caso
finito el resultado es obvio.

DenotemosXα = Yα ∪ {y}, y dótese a este conjunto de la topologíaτα =
{Xα, Yα, {y},∅}, respecto de la cual claramente no es conexo, y por hipótesis,
entonces el producto

X =
∏

α∈A

Xα

tampoco es conexo. DenotemosDx = {α ∈ A|pα(x) = y}, y observemos
que si

Y =
∏

α∈A

Yα =
⋂

α∈A

p−1
α (Yα),

entonces
Y = {x ∈ X|Dx = ∅}.

Supongamos queY = ∅, demostraremos queY c = X − Y es conexo, con lo
que quedará establecido queY c 6= X. Seaỹ ∈ X tal quepα(ỹ) = y para todo
α ∈ A.

Si (A,B) es una separación deY c = {x ∈ X|Dx 6= ∅}, se supondrá, sin
pérdida de generalidad, queỹ ∈ A, y seaV un básico deX. tal queỹ ∈ V ⊆ A;
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tal básico existe porqueA ∈ N (ỹ) enX. Dada la estructura de la topología
producto,V tiene la forma

V = p−1
α1

(y) ∩ . . . ∩ p−1
αk

(y),

paraα1, . . . , αk ∈ A, de manera queV contiene al menos un puntox ∈ X tal
que para algúnα ∈ A − {α1, . . . , αk} se satisface quepα(x) 6= y. Seanx ∈ B
y U un básico tal quex ∈ U ⊆ B, tal básico existe porqueB ∈ N (x) enX.
Análogamente observamos queU tiene la forma

U = p−1
αk+1

(y) ∩ . . . ∩ p−1
αk+i

(y) ∩ p−1

β1
(Yβ1

) ∩ . . . ∩ p−1

βm
(Yβm

),

paraαk+1, . . . , αk+i, β1, . . . , βm ∈ A. Pero claramenteU∩V 6= ∅, puesto que,
sin recurir al axioma de elección, por tratarse de una colección finita, podemos
encontrar un puntoz ∈ X tal quepβt

(z) ∈ Yβt
para1 ≤ t ≤ m+ j y pα(z) = y

en cualquier otro caso. Con ello se contradice la hipótesis de que(A,B) sea una
separación paraY c, y por consiguienteY 6= ∅.

Corolario 10 El teorema de los productos conexos es equivalente con el teo-
rema de Tychonoff.

Demostración.Ambos son equivalentes con el axioma de elección.
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