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Resumen ()

[Objetivo] En este articulo, se presentan los resultados de una investigacion cualitativa de cardcter
descriptivo que tiene como objetivo caracterizar el conocimiento especializado de los profesores de
mateméticas en formacién inicial de la Universidad Nacional en Costa Rica (UNA), sobre el concepto
de la demostracién matemética, mediante el modelo Mathematics Teacher's Specialized Knowledge
(MTSK). [Metodologia] La investigacion se posiciona en el paradigma interpretativo y tiene un enfoque
cualitativo. Se aplicé un cuestionario, durante el primer semestre del 2021, a 42 profesores de matematicas
en formacién inicial de cuarto y quinto afio de la carrera Bachillerato y Licenciatura en Ensefianza de la
Matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica. Para examinar la informacién, se empled el andlisis
de contenido y se hicieron agrupaciones de las respuestas, con el propésito de generar ideas centrales
sobre el concepto de demostracién. [Resultados] De los resultados se desprenden cuatro ideas centrales
sobre lo que es una demostracién matematica para los sujetos de la investigacion, cercanas a aspectos
formales légico-sintdcticos y matematicos (ALSM) o aspectos informales semanticos (AIS). Se encontraron
evidencias de las cinco funciones de De Villiers (1993) para la demostracion y surgieron nuevas funciones
relacionadas con esta en las matematicas y en las matematicas escolares. [Conclusiones] Los resultados
brindan insumos a formadores de profesores de mateméticas e investigadores, en la revisién y analisis
de programas de formacién docente, y contribuyen en la busqueda de nuevas dreas de investigacion
relacionadas con el tema.

Palabras clave: conocimiento del profesor de matematicas; demostracién matemética; concepto de
demostracidén; formacion inicial de profesores de mateméticas.
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Abstract

[Objective] This paper presents the results of a qualitative, descriptive research study characterizing the
knowledge of prospective mathematics teachers at the National University of Costa Rica (UNA) concerning
the concept of mathematical proof, using the Mathematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK)
model. [Methodology] This research employed an interpretive paradigm and a qualitative approach. A
questionnaire was administered to 42 mathematics teachers in initial training during the first semester
of 2021, in the fourth and fifth years of the Bachelor's Degree program in Mathematics Teaching at the
National University of Costa Rica. Content analysis was utilized to study the answers provided by participants.
Groupings of answers were created to generate central ideas about the concept of proof. [Results] Based
on the results, four central ideas were found about the nature of mathematical proof for the survey
participants. These ideas are similar to the formal logical-syntactic and mathematical aspects (LSMA) or
informal semantic aspects (ISA). Evidence for the five De Villiers (1993) functions of a proof was found.
Moreover, new functions related to them were discovered in mathematics and in school mathematics.
[Conclusions] The results provide input to trainers of mathematics teachers and researchers for the review
and analysis of teacher training programs. Additionally, they contribute to the search for new research areas
related to this subject.

Keywords: Mathematics teacher's knowledge; mathematical proof; concept of proof; prospective
mathematics teachers.

Resumo

[Objetivo] Este artigo apresenta os resultados de uma pesquisa qualitativa descritiva que visa caracterizar o
conhecimento especializado dos professores de matematica em formagao inicial na Universidade Nacional
da Costa Rica (UNA), sobre o conceito de prova matematica, utilizando o modelo de Mathematics Teacher’s
Specialized Knowledge (MTSK). [Metodologia] A pesquisa estd posicionada no paradigma interpretativo e
tem uma abordagem qualitativa. Foi administrado um questiondrio durante o primeiro semestre de 2021
para 42 professores de matematica em formagdo inicial no quarto e quinto ano do Bacharelado e Bacharelado
em Ensino de Matematica na Universidade Nacional da Costa Rica. Para examinar as informagdes, foi
utilizada a analise de contetido e as respostas foram agrupadas a fim de gerar ideias centrais sobre o conceito
de demonstracao. [Resultades] A partir dos resultados, quatro ideias centrais sobre o que é uma prova
matematica para os sujeitos da pesquisa, proximas aos aspectos formais logico-sintéticos e matematicos
(ALSM) ou aspectos semanticos informais (AIS), podem ser deduzidas. Foram encontradas evidéncias para as
cinco funcdes de De Villiers (1993) paraa demonstraco e surgiram novas fungdes relacionadas a demonstracao
em matematica e matematica escolar. [Conclusdes] Os resultados fornecem contribuicdes para educadores e
pesquisadores em matemética na revisao e analise de programas de formagao docente, e contribuem para a
busca de novas dreas de pesquisa relacionadas ao tema.

Palavras-chave: conhecimento do professor de matematica; demonstracdo matematica; conceito de
demonstracao; formacdo inicial do professor de matemética.
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Introduccion

La demostracion matematica es una
practica matematica cuya forma de com-
prenderse y llevarse a cabo ha evoluciona-
do histéricamente. La idea contemporanea
de lo que es una demostracion matematica
se ha visto influenciada fuertemente por la
logica-simbdlica y los fundamentos de la
matematica (Legris, 2012), asi como por el
contexto sociocultural en que se desarrolla
(Alfaro et al., 2020).

En una investigacion realizada por
Selden y Selden (2017), sobre la compren-
sion de las demostraciones matematicas, los
autores diferenciaron cuatro conceptos rela-
cionados con la actividad demostrativa: la
comprension, la construccion, la validacion
y la evaluacion de las demostraciones. Me-
jia-Ramos et al. (2012) describen el enten-
dimiento de las demostraciones de una for-
ma pragmatica, desde la comprension local
hasta una holistica de la demostracion ma-
tematica (Hernandez-Sudrez et al., 2020).
Sin embargo, no existe consenso sobre una
definicion general de demostracion que sea
compartida por toda la comunidad matema-
tica (Cabassut ef al., 2012), lo que conlleva
que no se tenga claro qué y como el estu-
diantado la comprende (Hernandez-Sudrez
et al., 2020).

Un intento por precisar el concepto de
demostracion es buscar definirlo desde la
l6gica matematica y contrastarlo con lo que
los matematicos consideran que se ajusta a
su quehacer en la practica. De esta mane-
ra, se pueden tener dos conceptualizaciones
principales sobre la demostracion: una vin-
culada a la logica y otra mas cercana a la
practica de los matematicos (Cabassut et al.,
2012). Segin Hanna y De Villiers (2012), la
demostracion matematica puede orientarse
en dos diferentes posiciones, una, en la que
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lo fundamental es el establecimiento de una
conclusion mediante una sucesion de pasos
deductivos en los que privan los aspectos
logicos y sintécticos; otra, en la que se fa-
vorecen los componentes semanticos. En
esta ultima postura, lo esencial son las ideas
que permitan comprender la validez de los
resultados matematicos, dejando al rigor 16-
gico en un plano de menor importancia.

En el ambito internacional, existe
consenso y un amplio reconocimiento sobre
el papel de la demostracion matematica a la
hora de formar estudiantes en todos los ni-
veles educativos, particularmente, en la for-
macion de docentes de matematica (Cabas-
sut et al., 2012; Mariotti, 2006; Stylianides,
Stylianides y Weber, 2017).

Por otra parte, el estudio sobre el co-
nocimiento del profesor ha sido un tema de
interés desde hace tiempo (Ponte y Chap-
man, 2006), particularmente, se destacan,
en la década de 1980, los trabajos de Elbaz
(1983) y Shulman (1986). Posteriores a es-
tos, han surgido diferentes modelos para
conceptualizar el saber de los docentes,
cada uno haciendo énfasis en distintos ele-
mentos y caracteristicas. En dichos mode-
los, a partir del trabajo de Shulman (1986),
se distinguen dos componentes principales:
el conocimiento del contenido por ensefiar
y el conocimiento didactico del contenido
por ensear.

Un modelo especialmente interesan-
te es el planteado por Carrillo ef al. (2018),
Mathematics Teacher s Specialized Knowle-
dge (MTSK), el cual considera la naturaleza
especializada del conocimiento del profesor
de matematicas, tomando en cuenta lo que el
docente utiliza y necesita, sin hacer referen-
cias a otras profesiones. Este modelo plan-
tea dos dominios fundamentales de conoci-
miento: (1) el conocimiento matemdatico que
hace referencia a aquel que posee el profesor
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sobre las matematicas como una disciplina
cientifica, pero en un contexto escolar, y (2)
el conocimiento didactico del contenido que
se refiere a los aspectos relacionados con el
contenido matematico como objeto de ense-
nanza-aprendizaje. Establece, ademads, tres
subdominios por considerar, como parte del
conocimiento matematico: (a) los conoci-
mientos de los temas (KoT), (b) los conoci-
mientos de la estructura matematica (KSM)
y (¢) los conocimientos de la practica mate-
matica (KPM). El Gltimo remite a los saberes
enlazados al como se procede y produce en
matematica, es decir, las practicas ligadas a
la matematica; aqui la demostracion mate-
matica toma protagonismo.

En este sentido, el proposito de esta
investigacion es caracterizar el conoci-
miento especializado de los profesores
de matematicas en formacion inicial de la
Universidad Nacional de Costa Rica, sobre
el concepto de demostraciébn matematica
como parte del conocimiento de la practi-
ca matematica (KPM) del modelo MTSK.
Para esto, se consideraron, particularmente,
dos elementos: (1) el conocimiento sobre la
naturaleza de la demostracion matematica y
(2) el conocimiento sobre las funciones de
la demostracion en las matematicas y en las
matematicas escolares.

Marco teorico

Si bien es cierto el conocimiento del
profesor de matematicas sobre los temas es
muy relevante, Flores-Medrano et al. (2016)
sefalan que, ademas de conocer los conteni-
dos y sus relaciones (el conocimiento sus-
tantivo), el docente de matematicas debe
saber como se produce el conocimiento ma-
tematico, lo que implica entender las reglas
sintacticas de la disciplina; la diferencia
entre una demostracion, una prueba y una
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comprobacion; asi como los diferentes tipos
de demostraciones (el conocimiento sintac-
tico). Esto permite, seglin los autores men-
cionados, que el profesor comprenda que un
ejemplo en unos casos puede corresponder
a una comprobacion de una propiedad y, en
otros, a una demostracion.

El modelo Mathematics Teacher's
Specialized Knowledge (MTSK) conside-
ra el saber del profesor sobre el quehacer
matematico como parte del conocimiento
matematico y le ha asignado un subdomi-
nio en ¢l, llamado Knowledge of Practices
in Mathematics (KPM). Este subdominio
hace referencia al conocimiento del profe-
sor de matematicas sobre la forma con la
que se desarrollan las matemaéticas, mas
allad de cualquier tema en particular. De
esta manera, el saber que tiene el docente
sobre lo que significa demostrar, justifi-
car, definir, deducir e inducir es parte fun-
damental del KPM (Carrillo et al., 2018).
Asimismo, el KPM incluye el conoci-
miento del fundamento l6gico de cada
una de las practicas anteriores, igual que
del uso y funcionamiento del ejemplo y
contragjemplo. Dado que este subdominio
refiere a los modos de desarrollar nuevos
resultados matematicos, es decir, a hacer
matematicas, sus categorias no son ex-
haustivas y pueden emerger nuevas.

Para caracterizar el conocimiento de
los profesores de matematicas en formacion
inicial sobre el concepto de demostracion,
empleamos la categorizacidon propuesta por
Alfaro et al. (2020) dentro del subdominio
KPM. Dichos autores detectaron algunos
elementos relevantes, que deben ser con-
siderados en el conocimiento matematico
sobre la demostracion, y establecieron tres
componentes expuestos a continuacion.
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1. El conocimiento sobre la naturaleza de
la demostracion matemdatica: hace refe-
rencia al saber sobre lo que constituye
una demostraciéon matematica y consi-
dera los siguientes subcomponentes: (a)
el concepto de demostracion matemati-
ca, es decir, el conocimiento sobre qué
es una demostracion matematica y qué
significa demostrar algo en las matema-
ticas, (b) la validez logica, que quiere
decir el conocimiento sobre como pro-
ceder en la demostracion de afirma-
ciones matematicas, involucrando de
forma implicita o explicita las conecti-
vas logicas (v, o, si-entonces, no, entre
otras) y los cuantificadores existencial y
universal, ademas del uso de las reglas
de inferencia, las equivalencias logicas
y los métodos de demostracion y (c) la
validez matematica, que remite al cono-
cimiento del rigor en la demostracion
matematica, lo que supone el uso co-
rrecto de axiomas, hipdtesis y definicio-
nes empleadas en las demostraciones.

2. El conocimiento sobre las funciones de
la demostracion en las matematicas. es
el conocimiento sobre cudl es el papel
de las demostraciones en las matemati-
cas y en las matematicas escolares.

3. La conviccion de un argumento ma-
tematico: se refiere a las razones por
las que los profesores de matematicas
encuentran convincente un argumento
matematico. Se consideran los siguien-
tes subcomponentes basados en el tra-
bajo de Knuth (2002): el uso de elemen-
tos concretos, la familiaridad, el nivel
de detalles, la forma ritual, el nivel ex-
plicativo y la validez del argumento.

En este trabajo, presentaremos los re-
sultados obtenidos, correspondientes a los
componentes (1)(a) y (2), por su estrecha

DOIL: http://dx.doi.org/10.15359/ru.38-1.5
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

relacion con el objetivo de esta investiga-
cion. No se incluyen los subcomponentes
ligados a la validez l6gica o matematica de
la demostracion, puesto que estos, por si
mismos, podrian asumir una postura sobre
lo qué significa demostrar en matematica,
incluyendo aspectos logicos y sintacticos.
En relacion con el primer componen-
te (el conocimiento sobre la naturaleza de
la demostracion), especificamente sobre el
concepto de demostracion, consideramos
las dos conceptualizaciones propuestas por
Hanna y De Villiers (2012). La primera esta
vinculada a la logica en la que una demos-
tracion matematica formal es una sucesion
de proposiciones, donde la tltima es el teo-
rema demostrado y cada una de las anterio-
res es un axioma o es el resultado de apli-
car una regla de inferencia a proposiciones
previas de la sucesion. De esta manera, las
reglas de inferencia son evidentes y la va-
lidez de la demostracion puede verificarse
de forma mecanica (Cabassut et al., 2012;
Hanna y De Villiers, 2012; Tall et al., 2012).
A esta le llamamos, para propositos de ana-
lisis de la informacion, conceptualizaciones
cercanas a aspectos formales logico-sintdc-
ticos y matemdticos (ALSM). La segunda
conceptualizacion estd vinculada a la practi-
ca de los matematicos, donde se consideran
los componentes informales y semanticos
de la demostracion. En esta segunda postu-
ra, la demostracion tiene un proposito mas
amplio que el simple establecimiento de la
verdad, puede contribuir a obtener nuevos
conocimientos matematicos, establecer en-
laces contextuales novedosos y favorecer la
aparicion de mas métodos para resolver pro-
blemas (Cabassut et al., 2012; Hanna y De
Villiers, 2012). De tal manera, una demos-
tracidn matemadtica es un argumento para
convencer a un grupo de expertos sobre la
veracidad de una afirmacion matematica y
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si es posible explicar dicha veracidad. Este
tipo de demostraciones se puede observar
en revistas de investigacion matematica, li-
bros de texto escolares y universitarios; ge-
neralmente, presenta puentes conceptuales
en algunas partes del argumento, en lugar
de una justificacion logica explicita. A esta
le denominamos conceptualizaciones cerca-
nas a aspectos informales semanticos (AIS).

En relacion con el segundo compo-
nente, el conocimiento sobre las funciones
de la demostracion en las matematicas,
se consideraron, para esta investigacion,
las categorias propuestas por De Villiers
(1993): (a) la verificacion, la demostracion
es una forma de justificar la validez de los
resultados matematicos y garantizar su ve-
racidad; (b) la explicacion, la demostracion
permite profundizar y comprender por qué
una proposicion matematica es verdadera;
(c) la sistematizacion, la demostracion po-
sibilita organizar de manera ldgica un con-
junto de enunciados verdaderos, proporcio-
nando una perspectiva global que favorece
la simplificacion, la deteccion de errores, la
aplicacion en distintas areas, entre otros ele-
mentos; (d) el descubrimiento, la demostra-
cion conduce al descubrimiento de nuevos
resultados matematicos de forma deductiva;
(e) la comunicacion, la demostracion deja
comunicar resultados matematicos entre
distintos actores de la comunidad cientifica,
haciendo énfasis en el proceso social de in-
formar y difundir el conocimiento matema-
tico, lo que permite su crecimiento y refina-
miento, la deteccion de errores, entre otros.

Metodologia

Lainvestigacion tiene un enfoque cua-
litativo de alcance descriptivo. Participaron
42 profesores de matematicas en formacion
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inicial de la carrera Bachillerato y Licencia-
tura en la Ensefianza de la Matematica de la
UNA. 28 de los participantes estaban matri-
culados en el cuarto afio de la carrera y 14
en el quinto afio, durante el primer semestre
del 2021. Dicha carrera se imparte de mane-
ra compartida por la Escuela de Matemati-
ca, que ofrece el componente matematico,
y la Divisiéon de Educologia, que brinda el
componente pedagogico. Otorga el grado
académico de bachillerato, con una dura-
cion de cuatro afos, y el de licenciatura, que
consta de tres semestres adicionales y la ela-
boracion de un trabajo final de graduacion.

Todos los sujetos participantes en la
investigacion, como parte de su plan de es-
tudios, han aprobado cursos de logica ma-
tematica y han tanto visto como realizado
demostraciones en la mayoria de las asigna-
turas de matematica que han llevado.

Recoleccion de la informacion

Se aplicd un cuestionario durante los
meses de abril y mayo del 2021, con una du-
racion aproximada de dos horas. Dado que las
clases eran mediante presencialidad remota,
debido a la pandemia por el COVID-19, se
envid el cuestionario al correo electronico
de los sujetos de investigacion, los cuales
lo completaron de forma individual, en los
horarios de los cursos matriculados, bajo la
supervision del respectivo docente.

El cuestionario consta de cuatro
preguntas de respuesta abierta, dirigidas
a caracterizar el conocimiento de los par-
ticipantes sobre el concepto de demostra-
cidon matematica. Las preguntas 1 y 2 estan
orientadas a definir “demostracion” y las
3 y 4, a sus funciones en las matematicas
y en las matematicas escolares: (1) ;qué
es para usted una demostraciéon matemati-
ca?; (2) (qué significa para usted demos-
trar en matematicas?; (3) ;para qué sirve
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una demostracion en matematicas?, y, (4)
[considera usted que la demostracion tie-
ne alguna funcién en la ensefianza de las
matematicas escolares? En caso afirmati-
vo, explique qué funciones tiene. En caso
negativo, explique por qué razon.

Para cada pregunta, los encuestados
debian brindar una respuesta lo mas am-
plia y explicativa posible, apoyando con
un ejemplo que ilustrara su explicacion. El
objetivo del ejemplo que se les pidio era
tener mas elementos para comprender sus
respuestas y planteamientos. El cuestiona-
rio se compartié con expertos nacionales
e internacionales en didactica de la mate-
matica, matematica pura y ensefianza de la
matematica a quienes se les explico el pro-
posito de cada una de las preguntas y las
categorias disefladas para su posterior exa-
men. Ellos brindaron sugerencias que en-
riquecieron los instrumentos y depuraron
las categorias de andlisis. Posteriormente,
todo se validd, en una prueba piloto con
profesores de matematicas en formacion
inicial distintos a los sujetos de investiga-
cion considerados en este estudio. Dicha
experiencia permitio la revision y el refina-
miento de las categorias de analisis.

Analisis de la informacion

La informacion recopilada se exami-
n6 mediante el analisis de contenido, el cual
permite la codificacion de preguntas abiertas
en cuestionarios y la descripcion de patrones
y tendencias en el contenido comunicativo
(Cohen et al., 2007). Este analisis, segun Co-
hen et al. (2007), implica codificacion, cate-
gorizacion (creacion de categorias significa-
tivas en las que se pueden ubicar las unidades
de analisis-palabras, frases, oraciones), com-
paracion (categorias y creacion de vinculos
entre ellas) y extraccion de conclusiones teo-
ricas de las unidades de andlisis.
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Con el fin de analizar la informacion,
se procedio al estudio de cada respuesta
suministrada por los sujetos de investiga-
cion, en sesiones conjuntas de trabajo entre
los dos investigadores. Para las preguntas
1 y 2, se utilizaron las conceptualizacio-
nes propuestas por Hanna y y De Villiers
(2012), que resumimos en dos categorias:
(a) aspectos formales logico-sintacticos
y matematicos (ALSM) y (b) aspectos in-
formales semanticos (A1S). En la categoria
ALSM, se consideraron las respuestas de
los participantes que incluyeran en su des-
cripcidn aspectos alusivos a estructuras se-
cuenciales, pasos deductivos, elementos de
la teoria matematica (tales como axiomas,
definiciones, teoremas, hipdtesis, cuantifi-
cadores universales o existenciales, conec-
tores logicos, uso de reglas de inferencia,
equivalencias logicas, entre otros). Por otra
parte, en la categoria AIS, se incluyeron las
respuestas que apuntaban mas a aspectos
generales y pocos formales asociados a la
argumentacion general para el convenci-
miento; por ejemplo, si contemplaban el
uso de un dibujo o manipulativos, con el
afan de demostrar o justificar un resulta-
do. Es importante aclarar que no necesa-
riamente una categoria es excluyente de la
otra. Fue posible observar respuestas que
incluian aspectos de ambas categorias a la
vez; en tales casos, las contestaciones se
contabilizaban en las dos categorias.

A continuacion, se ilustra, con dos ca-
sos particulares, el andlisis realizado para
las respuestas de los sujetos a la pregunta 1
de este cuestionario. En la figura 1, se pre-
sentan las repuestas de los sujetos EBM04
y ELMOI, respectivamente, sobre la defini-
cién de demostracion matematica.
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Figura 1. Respuestas de los sujetos EBM04 (izquierda) y ELM01 (derecha) a la pregunta 1
del cuestionario

La imagen de la izquierda correspon-
de a la respuesta del sujeto EBMO04, la cual
se ubica en la categoria ALSM, pues hace
alusion al uso de aspectos formales ma-
tematicos tales como axiomas, definicio-
nes, teoremas, entre otros. La imagen de
la derecha muestra la respuesta del sujeto
ELMOL1 y se ubica en la categoria AIS, pues
no hace explicito ningiin elemento formal
logico-sintactico-matematico, en su lugar,
hace referencia a procesos para mostrar que
una proposicion es verdadera, de una forma
muy general, sin hacer evidentes aspectos
formales o sintacticos para tal objetivo.

En el caso de las preguntas 3 y 4, para
determinar las funciones que los sujetos de
investigacion atribuyen a la demostracion
en las matematicas y en las matematicas es-
colares, se utilizaron, como punto de parti-
da, las funciones planteadas por De Villiers
(1993) descritas en el marco tedrico. Las
respuestas se analizaron y se colocaron en
alguna de estas categorias. Algunas con-
testaciones solo referian a una categoria,
mientras que otras hacian alusion a varias
categorias a la vez. Para las respuestas que

no se pudieron ubicar en las categorias ya
existentes, se crearon nuevas, especificadas
en los resultados.

Resultados

Los resultados se organizaron con
base en los dos elementos considerados en
esta investigacion, para caracterizar el co-
nocimiento de los profesores de matematica
en formacion inicial sobre el concepto de
la demostracion matematica: (1) el concep-
to de demostracion que hace referencia al
conocimiento sobre qué es una demostra-
cion matematica y qué significa demostrar
una proposicion en las matematicas; (2) las
funciones de la demostracion que remiten al
conocimiento sobre cudl es el papel de las
demostraciones en las matematicas y en las
matematicas escolares.

El concepto de demostracion

En relacion con el conocimiento
sobre el concepto de demostracion mate-
mdtica, los sujetos de investigacion ofre-
cieron, en la pregunta 1 del cuestionario,
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una definiciéon de demostracion matema-
tica, basada en sus conocimientos y expe-
riencias. La mayoria de los sujetos de la
investigacion proporciond una definicion
de demostracidn matematica cercana a la
categoria denominada aspectos formales
logico-sintacticos y matematicos (ALSM).
A continuacion, se detallan tres ejemplos
de respuestas en esta categoria, correspon-
dientes a los sujetos EBH17, EBM13 y
ELHOS, respectivamente:

. Es la prueba de que una conjetura o
propiedad matematica se cumple o es
verdadera, partiendo de definiciones o
axiomas que funcionan como hipdte-
sis a dicha demostracion (EBH17).

. Es poder aplicar criterios de con-
gruencia, definiciones, axiomas y teo-
remas para dar resultados verdaderos
(EBM13).

. Una argumentacion axiomatica, se-
cuenciada y fundamentada en la teo-
ria, para comprobar la validez de una
proposicion (ELHOS).

En esta categoria, fueron notorias
dos ideas centrales en las respuestas de
los sujetos sobre qué es una demostracion
matematica.

Idea central 1 (ALSM): la demostra-
cion matemadtica como un sustantivo

Asocian demostracion matematica con
sustantivos calificativos tales como una cons-
truccion, una herramienta, un proceso, una
prueba, un razonamiento matematico, un ar-
gumento matematico deductivo, un método
légico y axiomatico, para determinar la vali-
dez de una proposicion, haciendo uso de defi-
niciones, teoremas, axiomas, entre otros.
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Idea central 2 (ALSM): la demostra-
cion matemdtica como una accion

Consideran que la demostracion ma-
tematica es usar o aplicar definiciones, teo-
remas, axiomas, etc., para determinar la va-
lidez de una proposicion.

Ambeas ideas centrales incluyen en su
descripcion aspectos relacionados con la
categoria ALSM. No obstante, las repuestas
incluidas en la idea central 1 hacen prin-
cipal alusion a los aspectos enlazados a la
légica matematica; mientras que las con-
testaciones de la idea central 2 resaltan los
elementos sintdcticos, sin mencionar espe-
cificamente la parte logica matematica.

Por otro lado, una minoria de los profe-
sores de matematicas en formacion inicial de-
fini6 demostracion matematica de modo mas
cercano a la categoria denominada aspectos
informales semdanticos (AIS). Estas definicio-
nes aluden al uso de manipulativos o aplica-
ciones que permitan evidenciar o convencer al
espectador de los resultados del teorema; no
obstante, no evidencian aspectos logico-sin-
tacticos, ni matematicos. A continuacion, se
muestran las respuestas de los sujetos EBH12
y ELHO6 que ilustran dicha categoria:

. Es un argumento matematico con-
vincente que sirve para convencer de
que cierta idea matematica es verda-
dera, o en otras palabras, siempre se
cumple bajo las condiciones que esta
involucra (EBH12).

. Son una serie de pasos matematicos,
fundamentales, que ayudan a expli-
car un resultado matematico en con-
creto (ELHO06).

De las contestaciones en esta catego-
ria, se extrae una idea central que sintetiza
qué es una demostracion matematica para

Christian Alfaro-Carvajal « Jennifer Fonseca-Castro

89

ID"BUN@RIDUIDIUNE)SIAL ] « BIDUSIDIUN/ID IR BUN'SRISTAI MMM @) * 5707 Toquiadaq-Arenue( £ 1-1 *dd T " N ‘8¢ ‘JOA VIDONAIDINN


http://dx.doi.org/10.15359/ru.38-1.5
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia?subject=
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=

los profesores de matematicas en formacion
inicial. Para estos sujetos, una demostracion
matematica es...

Idea central 3 (AIS): una prueba, una
justificacidon, un argumento convincente, un
método, un proceso, una explicacion, una
serie de pasos para garantizar o convencer
sobre la veracidad de una proposicion.

A diferencia de las ideas centrales 1y
2, estas respuestas no aluden la descripcion
o, en los ejemplos proporcionados, a ele-
mentos de l6gica-matematica, deductivos o
sintactico-matematicos.

Solamente la definicion aportada por
el sujeto EBHO9 incluia en su descripcion
elementos de ambas categorias ALSM y AIS,
lo que podria considerarse una idea central
junto con las tres que se mencionaron.

Idea central 4 (ALMS y AIS): una de-
mostracion matematica es una prueba o justifi-
cacion mediante el uso de axiomas o proposi-
ciones verdaderas para justificar el argumento
que se desea demostrar. Puede apoyarse con
materiales concreto o visual (EBH09).

En relacion con el conocimiento sobre
qué significa demostrar una proposicion en
las matematicas, las respuestas de los suje-
tos de investigacion a la pregunta 2 del cues-
tionario se agruparon utilizando las mismas
categorias empleadas para el andlisis de la
pregunta 1. En contraste con la pregunta 1,
solo una contestacion se ubico en la cate-
goria aspectos formales logico-sintacticos
matematicos (ALSM):

. Demostrar en matematica significa
argumentar con rigor, empleando
teoremas y axiomas para construir
y justificar el argumento. También
significa utilizar el razonamien-
to para determinar los procesos y
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recursos a emplear de manera ade-
cuada (EBMO06).

Dicha respuesta involucra aspectos for-
males 16gico-sintacticos-matematicos, hace
referencia al rigor y a la necesidad de saber
emplear razonadamente los recursos para
formular una demostracion. No obstante, no
menciona procesos logicos o deductivos.

El resto de las contestaciones se ubi-
c6 en la categoria aspectos informales se-
manticos (AIS). Estas se agruparon en tres
ideas centrales:

Demostrar en matematicas es una
accion relacionada unicamente con su fun-
cionalidad: en este caso, demostrar refiere a
acciones tales como justificar, verificar, va-
lidar, argumentar, evidenciar o fundamentar
la validez de una proposicion. No obstante,
existe una ausencia de la forma en la que se
llevan a cabo esas acciones. A continuacion,
se muestran las respuestas de los sujetos
EBH10 y ELHI11 que ilustran esta idea:

. Hacer valido un argumento, una pro-
piedad de algun algoritmo, validar
una féormula (EBH10).

. Demostrar en matematicas para mi

significa verificar si un argumento
matematico es confiable, con el fin de
facilitar otros procedimientos mate-
maticos (ELH11).

Demostrar en matematicas es una
accion relacionada con su funcionalidad
e incluye el uso de alguna herramienta en
el proceso: significa argumentar o validar
una proposicion empleando herramientas.
Sin embargo, en las respuestas no se pre-
cisa cuales herramientas o coémo usarlas.
Se hace alusiéon a aspectos mas intuitivos.
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Seguidamente, se presenta como ejemplo la
respuesta del sujeto EBHOS:

. Significa poder utilizar diversas he-
rramientas de la disciplina para ga-
rantizar la veracidad de diversos teo-
remas (EBHO0S).

Demostrar en matematicas es una
habilidad: se remite a una habilidad que
muestra comprension de las matematicas,
por parte de quien demuestra y promueve
la criticidad y la abstraccion para desarro-
llar el pensamiento complejo. Al igual que
en las anteriores, no se conduce a procesos
deductivos o logico-sintactico-matemati-
cos. El siguiente ejemplo del sujeto ELM12
ilustra este tipo de respuesta:

. Es una habilidad, debido a que uno
tiene que comprender el significado
del teorema para luego implementar
las herramientas que uno tiene (defi-
niciones, lemas, etc.) para luego cons-
truir a partir de las hipotesis, poder
llegar al resultado (ELM12).

En general, para la pregunta 2, las
contestaciones de los sujetos de investiga-
cion van orientadas a explicar el significado
de demostrar en matematicas en términos
de su funcion. Pocas respuestas incluyeron
explicaciones o descripciones explicitas de
como se procede al realizar una demostra-
cion matematica. Entiéndase que se descri-
be lo que se observo en el analisis de los re-
sultados, esto no significa que una o la otra
sea correcta o incorrecta.
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Las funciones de la demostracion
en las matematicas y en las mate-
maticas escolares

En relacion con el conocimiento sobre
cual es el papel de las demostraciones en
las matematicas, planteado en la pregunta 3
del cuestionario, se encontraron evidencias
de las funciones descritas por De Villiers
(1993). La que mas mencionaron los sujetos
fue la verificacion, seguida por la explica-
cidn, la sistematizacion, el descubrimiento
y, por ultimo, la comunicacion.

En el caso de la verificacion, los parti-
cipantes sefialan que la demostracion en las
matematicas sirve para certificar, validar,
garantizar, argumentar y observar la vali-
dez de una proposicion y su importancia
en otras areas. Asimismo, indican que sirve
para dar sentido y congruencia a las mate-
maticas y obtener, bajo condiciones simila-
res, los mismos resultados. Una respuesta
representativa es la del sujeto EBHI12.

. Sirve para dar validez, sentido y con-
gruencia en la construccion y apli-
cacion de las matematicas, de modo
que, en cualquier parte del mundo y
en cualquier contexto donde se utili-
cen las matematicas, estas tengan la
misma forma y se llegue a los mismos
resultados (EBH12).

Sobre la funcién explicativa, los su-
jetos consideran que la demostracion fun-
ciona para determinar las razones por las
que una proposicion es verdadera y explicar
mejor el conocimiento matematico, ademas
de justificar el uso de un resultado en un
contexto determinado. En esta funcion, los
profesores proponen un elemento adicional
que consiste en que la demostracion posi-
bilita debatir y cuestionar una proposicion,
con el objetivo de garantizar su validez. Dos
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respuestas que ilustran lo previo son las de . Una demostracion sirve para conocer
EBMO02 y ELM12. mas el mundo que nos rodea e incluso

para conocer nuevos resultados o sa-
. Sirve para justificar al estudiante las beres (EBH09).
razones que le permiten emplear un
determinado resultado en la resolu- La funciéon de comunicacion fue evi-
cion de un ejercicio (EBMO02). denciada por EBM07 y EBM13, tal como se
. Sirve para adquirir un mayor aprendi- muestra aca:
zaje y asi ser capaz de justificar por
qué es necesario implementar esa de- . Sirve para mostrar, de una manera que
finicion. En ocasiones las demostra- cualquiera que conozca el lenguaje
ciones pueden ser confusas pero ne- matematico sea capaz de entender la
cesarias (ELM12). demostracion. De esta manera, no im-
porta si una persona habla inglés, espa-
Respecto a la funciéon de sistematiza- ol o cualquier otro idioma (EBMO07).
cion, los docentes en estudio apuntan que . Considero que sirven para mostrar
ordena, formaliza y generaliza resultados, verdades, debatir y cuestionarse. Lo
asi como determina errores en una teoria veo cuando estoy intentando resolver
matematica. Esta da fundamento a las ma- un ejercicio que tengo que exponer,
tematicas como una teoria organizada. Una siempre intento que sea como vender
respuesta representativa es la de EBHOS. un producto, intento que el que lea mi
demostracién me la compre, que le dé
. En mi opinidn, sirve para tener or- confianza hacer tal compra. Asi veo la
den y formalidad, ademds si no se utilidad de una demostracién, vendo
demuestra en matematicas cualquier conocimiento util (EBM13).
teoria o proposicion se utilizarian si
saber que se cumple no sé6lo para ca- Aunada a las cinco funciones antes
sos particulares, es decir, a partir de mencionadas de las respuestas de los suje-
la demostracion se puede generalizar tos de investigacion, surgio otra emergente
(EBHO5). relacionada con el desarrollo de habilida-
des; asi lo manifesto, por ejemplo, ELMO02:
En cuanto a la funcion de descubri-
miento, determinamos que para los partici- . Las demostraciones matematicas sir-
pantes la demostracion en las matematicas ven para desarrollar habilidades tales
permite construir y revisar el conocimiento, como el pensamiento critico y deduc-
mediante la creacion de nuevos teoremas y la tivo, la argumentacion, entre otras que
validacion o descarte de ideas, lo que conlle- permite justificar con légica los pro-
va ampliar el aporte de las teorias matemati- cedimientos matematicos (ELMO02).
cas existentes en otras areas del saber. El des-
cubrimiento se emplea para comprender una En relacion con el conocimiento sobre
situacion concreta que deja, posteriormente, cudl es el papel de las demostraciones en las
obtener nuevos resultados o saberes. Una matemadticas escolares, en la pregunta 4 del
respuesta de esta funcion es la de EBHO09. cuestionario, una minoria de los participantes
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respondié que la demostracion matematica
no tiene ninguna funcion en las matematicas
escolares. Afirman que el docente de mate-
maticas debe saber demostrar, pero, segun su
experiencia, cuando ensefian las matematicas
escolares no han hecho uso de la demostra-
cion. Seguidamente, se presentan dos res-
puestas que evidencian el resultado.

. Si lo enfocamos en la ensefianza esco-
lar es importante que el docente sepa
demostrar, sin embargo, en el momen-
to que se va a impartir un tema en las
aulas no va a ser por medio de demos-
traciones (EBMO1).

. Tal vez para ustedes que forman futu-
ros profesores si funciona de alguna
manera le enseflan a uno, pero uno
que va para un colegio para que lo ne-
cesita, llevo afos brindando tutorias
o clases particulares y en ningin mo-
mento lo he ocupado (EBH10).

La mayoria de los participantes atribu-
ye una o mas de una funcion a la demostra-
cion en la ensefanza de las matematicas es-
colares. De las funciones de la demostracion
en las matematicas planteadas por De Villiers
(1993), se encontraron evidencias, en este
trabajo, solamente de tres: la verificacion,
la explicacion y el descubrimiento. Adicio-
nalmente, se han determinado tres funciones
emergentes asociadas a las de la demostra-
cioén en las matematicas escolares: el desa-
rrollo de habilidades en los alumnos, la con-
tribucion al dominio afectivo en los alumnos
y la contribucion a la préctica docente.

En el caso de las funciones de verifica-
cioén y descubrimiento, los participantes en-
cuentran la demostracion matematica util en
las matematicas escolares para la validacion
de resultados y facilitar la construccion de
nuevo conocimiento, lo que favorece que los
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estudiantes comprendan que las matematicas
son formales. Lo anterior, sumado al prop6-
sito de la funcion explicativa, la cual procura
dar sentido al saber matematico escolar, que
el estudiantado entienda por qué una propo-
sicidn matematica es verdadera, conozca su
origen, utilidad y fundamentos, igual que
profundice la compresion de los temas.

A continuacion, se presenta la res-
puesta de ELMO04, como evidencia de la
verificacion, y la de ELM12, quien alude al
descubrimiento y la explicacion.

. Les permite a los estudiantes hacer
una comprobacion de lo planteado en
cuanto a los conceptos o formulas ma-
tematicas (ELMO04).

. Sirve para construir el conocimiento
y asi poder aprender el como y el por-
qué se cumplen ciertas caracteristicas
o teoremas (ELM12).

En cuanto a la funcion asociada al desa-
rrollo de habilidades en los alumnos, los suje-
tos mencionan que esta fomenta o desarrolla la
argumentacion; el razonamiento y pensamien-
to matematico; el pensamiento critico, 1ldgico
y deductivo; la formulacion y validacion de
conjeturas, y la resolucion de problemas. De
seguido, las respuestas de EBM07 y EBM18,
quienes hacen referencia a dicha funcion:

. Para inculcar en los estudiantes el ra-
zonamiento y el pensamiento mate-
matico (EBMO07).

. Desde edades muy tempranas seria

bueno ensefar a los nifios a pensar de
una manera no mecanica, sino mas
bien, se debe tratar de ensenarles des-
de el pensamiento critico, légico y
deductivo, proceso de pensamiento el
cual considero que una demostracion
logra desarrollar (EBH18).
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Para la funcion asociada a la contri-
bucion al dominio afectivo en los alumnos,
se remite a aspectos relacionados con la
identidad matematica de los estudiantes; a
la motivacion, el amor e interés por las ma-
tematicas; la curiosidad; la confianza en si
mismos, y la familiaridad con las matemati-
cas. Se presentan las respuestas de EBM03
y ELMO1 que evidenciaron la funcién:

. Motivar a conocer nuevas proposicio-
nes (EBMO03).
. Permite despertar la curiosidad en los

estudiantes, ademas, permite que ellos
confien de los contenidos que se estan
abarcando en la clase y no porque lo
dice el profesor, sino porque hay una
validez matematica (ELMO1).

La funcidén asociada con contribuir a
la préactica docente consiste en que la de-
mostracion sirve para que el profesor de
matematicas conozca los fundamentos del
contenido matematico escolar y justifique la
validez de una proposicion, si esta es cues-
tionada por sus alumnos. Ademas, le brin-
da al docente procedimientos o argumentos
para la ensefanza del conocimiento mate-
matico. Una respuesta que ilustra lo men-
cionado es la de ELMO3.

. Como docente, saber de donde pro-
vienen los diferentes topicos que debe
enseflar, es decir, tener un conoci-
miento especializado. Sin embargo,
utilizarlos para explicar los temas
puede resultar algo abstracto para los
estudiantes. Se utilizaria si un estu-
diante quiere saber que lo que uno ex-
plica no fue inventado, sino que si es
cierto (ELMO3).
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Conclusiones

El objetivo de este estudio es carac-
terizar el conocimiento especializado de
profesores de matematicas, en formacion
inicial en la Universidad Nacional de Cos-
ta Rica, sobre el concepto de demostracion
como parte del KMP del modelo MTSK.

Los resultados de este trabajo permi-
ten dilucidar una caracterizacion de los sa-
beres de los docentes en formacion inicial
de la UNA sobre el concepto de demostra-
cion matematica, en la cual los aspectos 16-
gico-sintacticos cobran relevancia, sin dejar
de lado los informales y semanticos.

En relaciéon con la pregunta sobre
qué es una demostracion matematica, 1os
profesores en formacion inicial proporcio-
naron una definicion que incluye aspectos
formales logico-sintacticos y matematicos
(ALSM) en su descripcion. Ella refiere a pro-
cesos deductivos o secuenciales, en los que
se utilizan teoremas, axiomas, definiciones,
entre otros. Se observaron dos tendencias de
respuestas sintetizadas como ideas centrales
y que pretenden recoger el sentir de los su-
jetos: la demostraciéon matematica definida
como un sustantivo y la demostracion mate-
matica definida como una accion.

Los docentes que brindaron una defi-
nicion cercana a aspectos informales seman-
ticos (AIS) senalaron el uso de manipulati-
vos, dibujos, explicaciones o aplicaciones
para evidenciar o convencer al espectador
de los resultados, sin hacer referencia a los
aspectos 16gico-sintacticos 0 matematicos.

Encontramos definiciones de demos-
tracion matematica que incluian elementos
de ambas categorias ALSM y AIS, las cua-
les hacian referencia tanto a aspectos 16gi-
co-sintacticos y matematicos como a los
semanticos.
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En relacién con qué significa demos-
trar una proposicion en las matematicas,
los resultados se invierten. Los profeso-
res en formacion inicial asocian demostrar
con aspectos informales semanticos (ALS).
Para ellos, demostrar en matematica es (a)
una accioén relacionada Uinicamente con su
funcionalidad, es decir, significa justificar,
verificar, validar, argumentar, evidenciar o
fundamentar la validez de una proposicion;
(b) una accion ligada con su funcionalidad e
incluye en el proceso el uso de alguna herra-
mienta de la disciplina, como definiciones,
axiomas, teoremas, simbolos, lenguaje, en-
tre otros; y (c) una habilidad.

Sobre las funciones de la demostra-
cion en las matematicas, las cinco de De
Villiers (1993) fueron mencionadas por los
participantes, con mayor inclinacion por las
de verificacion y explicacion. De las funcio-
nes mencionadas por los docentes de mate-
maticas, se desprende una nueva funcion, la
demostracion para el desarrollo de habilida-
des; esta es la mas atribuida a la demostra-
cion en las matematicas escolares, seguida
de la explicacion. Los sujetos de investiga-
cion afirman que la demostracion en las ma-
tematicas escolares sirve para fomentar en
el alumno habilidades tales como la argu-
mentacion; el razonamiento y pensamiento
matematico; el pensamiento critico, 16gico
y deductivo; la formulacién de conjeturas;
la resolucion de problemas; la motivacion,
el amor e interés por las matematicas; la
curiosidad, la confianza y familiaridad con
las matematicas. Ademads, estas permiten
dar sentido al conocimiento matematico es-
colar. De las funciones planteadas por De
Villiers (1993) para la demostracion en las
matematicas escolares, se encontraron evi-
dencias solamente de tres: la verificacion, la
explicacion y el descubrimiento.
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Es importante aclarar que en esta in-
dagacién no se consideran respuestas co-
rrectas o incorrectas, ni se generalizan los
resultados. Lo que se pretende es caracterizar
el conocimiento sobre la demostracion, con-
cretamente, saber qué es, qué significa y para
qué sirve la demostracion segun el profesor
de matematicas en formacion inicial, com-
plementando, asi, el trabajo realizado por
Alfaro et al. (2020), en el que el foco inves-
tigativo fue el conocimiento de profesores en
formacion inicial sobre la validez 16gica (ver
componente 1b del marco tedrico) y como se
procede en la demostracion de afirmaciones
matematicas. Para dicho estudio, las catego-
rias de analisis eran precisas y claramente de-
finidas a priori, pues los conocimientos por
caracterizar eran mas explicitos y estaban
fundamentados en el saber matematico.

Nuestros hallazgos, por su parte, se
nutren de la categorizacion propuesta por
Alfaro et al. (2020) y aportan a otras cate-
gorias del modelo no exploradas por dichos
autores, relacionadas con el concepto mis-
mo de demostracion, lo que significa de-
mostrar y sus funciones.

En esta investigacion, al no asumir-
se una postura a priori sobre el concepto
de demostracion, las categorias de andlisis
son emergentes, a diferencia de las pesqui-
sas de Alfaro et al. (2020), en las que esas
categorias fueron claramente identificadas y
fundamentadas desde la l6gica-matematica.

Asimismo, este trabajo podria brindar
insumos a formadores de docentes de mate-
maticas e investigadores, en la revision y el
andlisis de programas de formacion docente
inicial y continua en ensefanza de las mate-
maticas, igual que coadyuva en la bisqueda
de nuevas areas investigativas vinculadas
con la demostracion matematica. Indagar
sobre qué es, qué significa y cual es la fun-
cion de la demostraciéon para los futuros
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profesores permite dilucidar qué apreciacio-
nes se estan generando en ellos y, con esto,
tomar decisiones curriculares y metodologi-
cas en respuesta a los resultados.

Se hace evidente la necesidad de que,
en los programas matematicos de formacion
docente, se discuta y reflexione sobre la de-
mostracion y sus funciones, como un posi-
ble objeto de estudio y no solo como una
herramienta en los cursos de matematica.
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