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Significados parciales del teorema de
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programa de formacion continua

Partial meanings of the Pythagorean theorem used by teachers in the creation
of tasks within the framework of a continuing education program
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Resumen ()

[Objetivo] El objetivo de este articulo es presentar resultados de una investigacién sobre la ensefianza y el
aprendizaje del criterio “implementar una muestra representativa de la complejidad del objeto matemético
que se quiere ensefiar’, implementado con profesorado de secundaria de matematicas de Ecuador en
un master de formacién continua. [Metodologia] Después de explicar el proceso de instruccion en el
que se ensefid este criterio, se presenta el analisis cualitativo de las respuestas a una de las tareas que
se propuso al alumnado de este méster: crear tareas en las que, para su resolucion, se tenia que aplicar
un determinado significado parcial del teorema de Pitdagoras (el geométrico o el aritmético-algebraico),
como ejemplo de evidencia del aprendizaje conseguido. [Resultades] Los resultados muestran que
algunos alumnos del master proponen tareas para trabajar el teorema de Pitagoras, pero no especifican ni
justifican si las tareas disefiadas por ellos estan relacionadas con el significado aritmético-algebraico, con
el geométrico o con ambos; otros no propusieron ninguna tarea para trabajar el significado aritmético-
algebraico y un participante del master no propuso ninguna tarea para trabajar el significado geométrico.
También se observa que algunos crearon tareas que no se corresponden con el significado que sefialan.
[Conclusiones] Se concluye que los profesores tienen dificultades para crear una tarea y sefialar el tipo
del significado del teorema de Pitdgoras que se debe usar para resolverla y que el significado geométrico
es el que mejor relacionan con la tarea que proponen.

Palabras clave: Formacién continua de profesores; significados parciales del teorema de Pitdgoras;
idoneidad didactica; creacién de tareas.
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Abstract

[Objective] This article presents the results of research on the teaching and learning of the criterion
"implement a representative sample of the complexity of the mathematical object to be taught,” which
was carried out with high school mathematics teachers from Ecuador in a master's degree program in
continuing education. [Methodology] After a discussion of the instructional process which was used
when teaching this criterion, a qualitative analysis of the responses to one of the tasks proposed for the
students in this master's degree program is presented: creating tasks for whose resolution the students
had to apply a certain partial meaning of the Pythagorean theorem (geometric or arithmetic-algebraic), as
a demonstration of the learning that they had achieved. [Results] The results show that some students
in the master's degree program proposed tasks to work on the Pythagorean theorem, but did not specify
or justify whether the tasks they designed were related to arithmetic-algebraic meaning, to geometric
meaning or to both; other students did not propose any task to work on arithmetic-algebraic meaning;
and one participant in the master's program did not propose any task to work on geometric meaning. It
was also observed that some students created tasks that did not correspond to either of these meanings.
[Conclusions] It was concluded that teachers have difficulties in creating a task and indicating the type
of meaning of the Pythagorean theorem that should be used to solve it, and that geometric meaning was
most related to the tasks that they proposed.

Keywords: Continuing education of teachers; partial meanings of the Pythagorean theorem; didactic
suitability; task creation.

Resumo

[Objetivo] O objetivo deste artigo é apresentar os resultados de uma pesquisa sobre o ensino e a
aprendizagem do critério "implementar uma amostra representativa da complexidade do objeto
matematico a ser ensinado”, executado com professores de matematica do Ensino Médio do Equador em
um mestrado de educacdo continuada. [Metodologia] Depois de explicar o processo instrucional no qual
este critério foi ensinado, apresentou-se a analise qualitativa das respostas a uma das tarefas propostas aos
alunos deste mestrado: criar tarefas nas quais, para sua resolugao, eles tinham que aplicar um determinado
significado parcial do teorema de Pitdgoras (geométrico ou aritmético e algébrico), como um exemplo
de evidéncia da aprendizagem alcancada. [Resultados] Os resultados mostram que alguns alunos de
mestrado propuseram tarefas para trabalhar o teorema de Pitdgoras, mas nao especificaram ou justificaram
se as tarefas projetadas por eles estdo relacionadas ao significado aritmético e algébrico, ao significado
geométrico ou a ambos; outros ndo propuseram nenhuma tarefa para trabalhar o significado aritmético
e algébrico e um participante do mestrado ndo propds nenhuma tarefa para trabalhar o significado
geométrico. Observa-se, também, que alguns deles criaram tarefas que nao correspondem ao significado
que indicam. [Conclusdes] Conclui-se que os professores tém dificuldade em criar uma tarefa e apontar
o tipo de significado do teorema de Pitdgoras que deve ser usado para resolvé-la e que o significado
geométrico é aquele que eles relacionam melhor com a tarefa que propdem.

Palavras-chave: educacdo continuada de professores; significados parciais do teorema de Pitdgoras;
idoneidade didatica; criacdo de tarefas.
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Introduccion

En la investigacion en educacién ma-
tematica se ha considerado un tema de inte-
rés el estudio de las conexiones matematicas
(Zengin, 2019). Los resultados de estas in-
vestigaciones han impactado en curriculos de
diferentes paises: Estados Unidos (National
Council of Teachers of Mathematics, 2000 y
2013), Colombia (Ministerio de Educacion
Nacional, 1998), Turquia (Ministry of Na-
tional Education, 2013), Espana (Generalitat
de Catalunya, 2015) y Australia (Australian
Curriculum Assessment and Reporting Au-
thority, 2012), entre otros, y el fomento de
las conexiones se ha incorporado, en ellos,
como un aspecto clave.

En los estudios sobre conexiones se
consideran dos grandes tipos de conexiones
matematicas: las intra-matematicas y las
extra-matematicas. En relacion con las pri-
meras, a partir de los trabajos de Businskas
(2008), en los que se proponian cinco tipos de
conexiones, se han ido afiadiendo otros tipos
de conexiones (Flores y Garcia, 2017) hasta
llegar a los nueve tipos de conexiones pro-
puestos en la teoria extendida de las conexio-
nes (Rodriguez-Nieto, Rodriguez-Vasquez
y Font, 2022), uno de los tipos considerados
es la conexion de significado, en particular,
la conexion entre distintos significados par-
ciales de un mismo objeto matematico (que
es el tipo de conexion que interesa en esta
investigacion).

La importancia que se da al estable-
cimiento de conexiones matematicas, en
particular las intra-matematicas, va de la
mano con la importancia que se da a la re-
flexion sobre la complejidad de los objetos
matematicos. En mayor o menor medida, la
problematica de la complejidad asociada al
objeto matematico, y la articulacion de sus
componentes, estd presente en casi todos
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los marcos teoricos del area de la educacion
matematica, en particular en el enfoque on-
tosemidtico de la cognicidén e instruccion
matematica (EOS, a partir de ahora) (Godi-
no, Batanero y Font, 2019). En este enfoque
se modeliza la complejidad de los objetos
matematicos por medio de sus pluri signifi-
caciones, entendidos como significados par-
ciales, y de las conexiones que se establecen
entre ellos (Godino, Burgos y Gea, 2021).

En la actualidad, se han propuesto
diferentes modelos de categorias de cono-
cimientos y competencias del profesorado
de matematicas. Entre ellos, el modelo de
conocimientos y competencias didéactico
matematicas (CCDM) basado en construc-
tos del EOS (Godino, Giacomone, Batane-
ro y Font, 2017). En este modelo se con-
sidera que, para que un alumno pueda ser
competente en la aplicacion de las nociones
matematicas, es necesario que en el proce-
so de instruccion se le ensefie una muestra
representativa, metaféricamente hablando,
y bien conectada de los diferentes significa-
dos parciales (o sentidos) de estas nociones.
En consecuencia, se considera necesario
que los profesores de matematicas tengan
en cuenta la complejidad del objeto mate-
matico que se pretende ensefiar (entendida
esta como pluralidad de significados parcia-
les) en el disefio, implementacién, valora-
cién y redisefio de procesos de instruccion
y que, por tanto, son necesarios procesos
formativos que permitan a los profesores re-
flexionar sobre la complejidad de los obje-
tos matematicos y su posible aplicacion en
el disefio de tareas, en su practica docente,
con la finalidad de mejorarla.

Siguiendo esta linea de investigacion,
el presente trabajo presenta los resultados
de una investigacion sobre la ensefianza y el
aprendizaje del criterio “implementar una
muestra representativa de la complejidad
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del objeto matemadtico que se quiere ense-
fiar”, en un proceso de instruccion imple-
mentado con 95 profesores de secundaria
de matematicas de Ecuador. Para ello, se di-
sefio e implementd una secuencia de tareas
orientada a reflexionar sobre los diferentes
significados de algunos objetos matema-
ticos y su posible aplicacion en la préctica
docente, con la finalidad de mejorarla, y
para tener evidencias de su aprendizaje. Se
les propuso, entre otras, crear tareas (que
podian ser problemas o simples ejercicios)
en los que, para su resolucion, se tenia que
aplicar un determinado significado parcial
del teorema de Pitdgoras (el geométrico o el
aritmético-algebraico). Por tanto, la investi-
gacion que se relata pretende, como primer
objetivo, describir el proceso de instruccion
realizado y, como segundo objetivo, eviden-
ciar el aprendizaje logrado analizando si los
participantes pueden, dados uno de los dos
significados parciales diferentes del teorema
de Pitagoras (el geométrico y el aritméti-
co-algebraico), crear tareas en las que, para
su resolucion, sea necesario este significa-
do parcial. Este segundo objetivo pretende
contestar a la siguiente pregunta: ;Dado un
significado parcial del teorema de Pitagoras
fijado previamente, pueden los profesores
crear una tarea en la que este significado
parcial sea indicado para su resolucion?

El teorema de Pitdgoras ha sido ob-
jeto de multiples investigaciones. Loomis
(1968), por ejemplo, clasifica 370 demos-
traciones del teorema. Las investigaciones
sobre la ensefanza y aprendizaje de este
teorema han usado diferentes marcos teori-
cos, y en muchas de ellas se han tenido en
cuenta sus diferentes significados parciales
de manera explicita (e.g., en Chaverri-Her-
nandez et al., 2020), mientras que en otras se
hace implicitamente. Ahora bien, no hemos
encontrado ninguna en la que se proponga a
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los participantes la creacion de una tarea en
la que se deba usar un determinado signifi-
cado parcial para su resolucion, y tampoco
ninguna sobre el teorema de Pitagoras en la
formacion de profesores de Ecuador.
Después de esta introduccion, donde
se explican los objetivos, se presentan, en la
seccion del marco teorico, algunos construc-
tos del EOS. Seguidamente se expone la me-
todologia cualitativa que se ha seguido y se
explica la gestion del proceso de instruccion
orientado a reflexionar sobre la complejidad
de los objetos matematicos y, también, como
se analizaron las producciones de los parti-
cipantes. A continuacion, se presentan los
resultados y una discusion sobre ellos y, por
ultimo, algunas consideraciones finales.

Marco teorico

En esta seccion explicamos, de mane-
ra breve, el modelo CCDM vy la subcompe-
tencia de analisis de la idoneidad didéctica
y, con mas detalle, el componente “muestra
representativa de la complejidad del objeto
matematico que se quiere ensefar” del cri-
terio de idoneidad epistémica. Por ultimo,
explicamos los significados parciales que se
han tenido en cuenta para describir la com-
plejidad del teorema de Pitagoras.

El modelo CCDM Yy la idoneidad
didactica

En el modelo tedrico de competencias
y conocimientos didactico-matematicos del
profesor de matematica (modelo CCDM),
basado en constructos del enfoque ontose-
midtico de la cognicion e instruccion mate-
maticos (Godino, Batanero y Font, 2019) se
considera que las dos competencias clave del
profesor de matematicas son la competencia
matematica y la competencia de analisis e
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mtervencion didactica; el nacleo fundamen-
tal de esta ultima (Breda, Pino-Fan y Font,
2017) es disenar, aplicar y valorar secuencias
de aprendizaje propias y de otros, mediante
técnicas de andlisis didéctico y criterios de
idoneidad, para establecer ciclos de planifi-
cacion, implementacion, valoracion y plan-
tear propuestas de mejora. Esta competencia
general esta formada por diferentes subcom-
petencias: 1) subcompetencia de analisis de
la actividad matematica; 2) subcompetencia
de anélisis y gestion de la interaccion y de su
efecto sobre el aprendizaje de los estudiantes;
3) subcompetencia de andlisis de normas y
metanormas; y 4) subcompetencia de valora-
cion de la idoneidad didactica de procesos de
instruccion. En este trabajo nos centraremos,
sobre todo, en esta Ultima subcompetencia,
mas en concreto en uno de sus componentes.
La subcompetencia de valoracién de la ido-
neidad didactica de procesos de instruccion
hace hincapié en el andlisis de idoneidad di-
déctica. Esta nocién se descompone en los
siguientes criterios parciales de idoneidad di-
dactica (Font, Planas y Godino, 2010): idonei-
dad epistémica, ecoldgica, cognitiva, afectiva,
mediacional e interaccional. En particular, la
idoneidad epistémica se refiere, sobre todo, al
grado de representatividad e interconexion de
los significados institucionales implementa-
dos (o pretendidos) respecto de un significa-
do de referencia. En Breda, Pino-Fan y Font
(2017) se aporta un sistema de componentes
e indicadores para cada criterio que sirve de
guia de andlisis y valoracion de la idoneidad
didéctica, que esta pensado para un proceso de
instruccion en cualquier etapa educativa.

La idoneidad epistémica y la com-
plejidad de los objetos matematicos

Tanto los componentes como los indi-
cadores de los criterios de idoneidad didacti-
ca se han confeccionado teniendo en cuenta
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las tendencias, los principios y los resultados
de la investigacion en el area de didactica de
las matematicas (Godino, 2013; Breda, Font
y Pino-Fan, 2018). En particular, para la ido-
neidad epistémica se ha tenido en cuenta un
principio fundamental del EOS que, con los
matices propios de cada enfoque, es (o pue-
de ser) asumido por otros enfoques tedricos
del 4rea. Nos referimos al principio que se
puede formular de la siguiente manera: los
objetos matematicos emergen de las practi-
cas, lo cual conlleva su complejidad (Font,
Godino y Gallardo, 2013; Rondero y Font,
2015). De este principio se deriva un com-
ponente (representatividad) cuyo objetivo es
que se tenga en cuenta, dentro de lo posible,
dicha complejidad en el disefio y redisefio de
las secuencias didacticas.

El componente “muestra representati-
va de la complejidad de los objetos mate-
maticos” (entendida la complejidad como
pluralidad de significados parciales y la no-
cion de muestra representativa en términos
metaforicos) se refiere al grado de represen-
tatividad e interconexion de los significados
institucionales implementados (o pretendi-
dos) respecto de un significado de referen-
cia (Giacomone, Godino y Beltran-Pelli-
cer, 2018). Cada uno de estos significados
permite resolver tipos de tareas diferentes,
por lo cual, si se quiere ensefar una muestra
representativa de significados parciales, es
necesario presentar una muestra variada de
tareas (Font, Breda y Seckel, 2017).Y, a su
vez, si se quiere conseguir que el alumno sea
competente en la resolucion de una variedad
de problemas, en particular extra-matemati-
cos, donde el objeto matematico en cuestion
tiene un rol determinante, es necesario que
los alumnos dispongan de una red de sig-
nificados parciales bien conectados entre si.
En la siguiente Tabla 1 se recogen los indi-
cadores de dicho componente.
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Tabla 1 EI componente representatividad y sus indicadores

Componente de la idoneidad epistémica

Indicadores

Muestra representativa de la complejidad del objeto
matematico a ensefiar

Los significados parciales (definiciones, propie-
dades, procedimientos, etc.) son una muestra
representativa de la complejidad de la nocion
matematica que se quiere ensefiar

Los significados parciales (definiciones, propieda-
des, procedimientos, etc.) son una muestra represen-
tativa de la complejidad contemplada en el curriculo
de la nocion matematica que se quiere ensefiar.

Para uno o varios significados parciales seleccio-
nados para su implementacion, ;se contempla una
muestra representativa de problemas?

Para uno o varios significados parciales selec-
cionados para su implementacion, ;se contempla
el uso de diferentes modos de expresion (verbal,
gréfico, simbolico...), tratamientos y conversio-
nes entre los mismos?

Nota: Font, Breda y Seckel (2017).

Primero hay que valorar, si los signifi-
cados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) seleccionados para su
implementacidén son una muestra represen-
tativa de la complejidad de la nocién ma-
tematica que se quiere ensefar (para ello
la mirada se dirige a las matematicas). En
segundo lugar, dado que el curriculo con-
templa parte de estos significados parciales,
hay que valorar si la muestra de significa-
dos presentes en el proceso de instruccion
es también una muestra representativa de
los contemplados en el curriculo (en el cu-
rriculo en general, en la etapa o ciclo o en
el curso donde se realiza la implementa-
cion). —la expresion muestra representativa,
como se ha dicho, se esta usando de manera
metaforica y es muy contextual—, es decir,
depende mucho del objeto que se ensefa y
del nivel donde se ensefia. Un ejemplo de lo
que se entiende por muestra representativa
se puede poner con el objeto pendiente; en
Espana, en la etapa 12-16 afios, el curriculo
contempla cuatro significados de este obje-
to (geométrico, trigonométrico, algebraico

y funcional), con alumnos de 15 afios el
geométrico, el algebraico y el funcional se
podrian considerar una muestra represen-
tativa, en cambio no lo seria explicar solo
el algébrico y el funcional. Una vez selec-
cionados uno o varios significados parcia-
les para su implementacion, valorar, como
minimo, si se contempla una muestra repre-
sentativa de representaciones del objeto y
de tareas en los que se aplica o emerge.

Investigaciones sobre la complejidad
de diferentes objetos matematicos y
su uso en la formacion de profesores

Utilizando como referente teorico el
EOS se han realizado diferentes investiga-
ciones para profundizar en la complejidad de
diferentes objetos matematicos, asi como en
la comprension que tienen los estudiantes de
dicha complejidad (e.g., por ejemplo, Bur-
gos, et al., 2020; Calle, Breda y Font, 2021;
Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2007). Por otra
parte, en diferentes procesos de formacion
de profesores de matematicas de Espafia y
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Latinoamérica se han realizado investiga-
ciones que tienen como finalidad investigar
el uso del constructo criterios de idoneidad
didactica como herramienta para organizar
la reflexion del profesor sobre su practica,
cuando esta reflexion estd orientada hacia la
valoracion y mejora de la practica (e.g., Bur-
gos, Beltran-Pellicer y Godino, 2020; Espi-
noza y Pochulu, 2019; Ferreres y Vanegas,
2015; Morales-Maure, Duran-Gonzalez, Pé-
rez-Maya y Bustamante, 2019). Estas inves-
tigaciones han puesto de manifiesto diferen-
tes aspectos en relacion con el componente
“muestra representativa de la complejidad
del objeto matematico”, de los cuales quere-
mos sefialar aqui los siguientes:

1. Aunque no se incorpore explicitamente
en el proceso de instruccion la ensenanza
de los componentes e indicadores de los
criterios de idoneidad didactica, algunos
de ellos, y en particular el componente
“muestra representativa de la compleji-
dad del objeto matematico”, estan pre-
sentes de manera implicita cuando los
profesores hacen valoraciones de sus
propuestas didacticas (Breda, 2020).

2. Incorporar este componente para valo-
rar la idoneidad epistémica de un pro-
ceso de ensefianza y aprendizaje no es
tarea facil, ni para los formadores ni
para sus alumnos (profesores o futu-
ros profesores), pero se puede ensefiar
como parte del proceso de formacion
del profesorado. Por ejemplo, para el
caso de Espafia, entre otros, Burgos, et
al. (2018) y Esqué y Breda (2021) do-
cumentan procesos de formacion sobre
este componente, asi como se hace en
Seckel (2016) para el caso de Chile.

En Esqué y Breda (2021) se explica
como usaron en su TFM este componente
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en la valoracion y redisefio de una unidad
didactica de cara a futuras implementacio-
nes en un Master de Formacion inicial de
Profesorado de Secundaria de Matematicas
en Espafia. Burgos et al. (2018), a su vez,
cuando trabajan en el reconocimiento de
niveles de algebrizacion en una tarea de
proporcionalidad por futuros profesores
de matematicas de secundaria, focalizan la
atencion en la faceta epistémica del modelo
CCDM, dan importancia al conocimiento
de la pluralidad de los significados de los
objetos matematicos en diferentes contex-
tos y llegan a determinar incluso que los
docentes, en su intento de lograr un nivel de
algebrizacion, sacrifican la significacion del
enunciado del problema.

En Seckel (2016) se describe un pro-
ceso de formacion de una formadora de
profesores chilenos de educacion basica
con mencidén en matematica, cuyo objetivo
es desarrollar su competencia reflexiva y la
de sus alumnos. Un aspecto que se tratd en
el disefio e implementacién del ciclo for-
mativo que recibi6 esta profesora fue como
abordar el componente “muestra represen-
tativa de la complejidad del objeto matema-
tico” (proporcionalidad en este caso).

En cuanto a la creacion de problemas
con fines didacticos, en el marco del EOS,
se considera que es particularmente impor-
tante que el profesor identifique los objetos
matematicos primarios en la solucion de un
problema y establezca interrelaciones entre
ellos; es decir, entre la situacién-problema,
lenguajes, proposiciones, definiciones, pro-
cedimientos y argumentos. Asi, se tendran
redes de objetos que intervienen y emergen,
que se denominan configuraciones epistémi-
cas (CE) cuando son consideradas desde una
perspectiva institucional y configuraciones
cognitivas (CC) cuando son consideradas
desde una perspectiva personal. El andlisis de
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estas configuraciones permite tener informa-
cion acerca de la anatomia de la solucion de
un problema y admite, entre otros aspectos,
crear nuevos problemas por variacion de los
dados inicialmente, o bien crear nuevos pro-
blemas directamente para que en su solucion
se tenga que utilizar un determinado objeto
primario (o varios). Esta manera de entender
la creacion de problemas usando herramien-
tas del EOS se ha incorporado al enfoque de
creacion de problemas desarrollado por Ma-
laspina y colaboradores, y usado en diversas
experiencias didacticas en el Perti, Ecuador
y Espafia (Malaspina, Rubio y Torres, 2019;
Torres, 2020).

Complejidad del objeto matematico
teorema de Pitagoras

El teorema de Pitagoras es quizas la
relaciéon matematica, de cierta complejidad,
mas conocida por personas con una forma-
cion basica. En su version geométrica dice
que, en un triangulo rectangulo, siendo a la
medida de la hipotenusa y b y ¢ las medi-
das de los catetos, el area de un cuadrado
construido tomando como lado la hipote-
nusa es igual a la suma de las areas de los
cuadrados construidos sobre cada uno de
los catetos (lo cual se representa como a* =
b*+ ¢?). Esta mirada geométrica se va dilu-
yendo cuando se hace una mirada un poco
mas aritmético-algebraica y el teorema de
Pitdgoras se entiende como una relacioén
entre los niumeros o letras que representan
las longitudes de los lados del triangulo
rectangulo. De esta manera, los numeros
o letras substituyen a longitudes de seg-
mentos o areas de cuadrados y su funcién
es representarlos. En esta mirada, los sim-
bolos representan magnitudes o relaciones
entre ellas, pero, si bien se pueden realizar
acciones sobre ellos, no se consideran obje-
tos con independencia de la magnitud que
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representan. Los valores que pueden tener
los simbolos son los que permiten las mag-
nitudes y la situacidon que representan.

Si se profundiza en la mirada aritméti-
co-algebraica, los valores que pueden tener
los simbolos son los que se quiera conside-
rar y no estan condicionados por la situa-
cidén que inicialmente representaban. Ahora
los simbolos se consideran objetos sobre los
cuales se pueden realizar acciones e incluso
se puede prescindir de los objetos, relacio-
nes y situaciones que representan. Esta mi-
rada lleva a entender a, b, c como numeros
o letras que no representan necesariamente
magnitudes geométricas y que cumplen que
a* = b*+ ¢?. Primero como ternas pitagoricas
de numero enteros, pasando por fracciones
pitagoricas y llegando a ternas (a, b, c) que
pueden no ser enteros, pero que cumplen la
relacion @ = b*+ 2.

Estas diferentes miradas al teorema
de Pitdgoras nos llevan a considerar que,
en los primeros afios de la secundaria, hay
dos significados parciales del teorema de
Pitdgoras que permiten caracterizar su com-
plejidad, por una parte: 1) el significado
geométrico donde vamos a englobar todas
las interpretaciones de a, b, ¢ como longitu-
des de lados del triangulo y sus respectivos
cuadrados como las areas de los cuadrados
que los tienen por lados y 2) el significado
aritmético-algebraico donde a, b, ¢ se van
a entender como nimeros o letras que no
representan magnitudes geométricas y que
cumplen que a* = b*+ ¢*. El nexo de co-
nexion entre estos dos significados son las
situaciones o problemas en los que se cal-
culan longitudes de alguno de los lados del
triangulo rectangulo, sin hacer mencion ex-
plicita de sus areas. Se trata de situaciones
en las que se interrelacionan los dos tipos de
significados, ya que, por una parte, se consi-
dera un referente geométrico; pero, por otra
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parte, se hace un tratamiento aritmético-al-
gebraico para hallar la solucion.

El teorema de Pitadgoras presenta
también interesantes conexiones con otros
problemas y teorias, que pueden ampliar
los significados parciales anteriores, pero
que no seran considerados en este trabajo
enfocado hacia los primeros afios de la se-
cundaria, que es donde por primera vez se
ensefa este teorema. Se trata de conexiones
con nociones tales como la seccion aurea,
la simetria dindmica, espirales logaritmicas,
triseccion del angulo, duplicacion del cubo,
cuadratura del circulo, determinacion del
valor de 7, concepto de niimero irracional,
poligonos y poliedros regulares y estrella-
dos, teoria de niimeros, constructibilidad de
angulos y poligonos, fracciones continuas,
trigonometria, geometria analitica, vectores,
espacios de Hilbert, etc. (Barroso y Gavilan,
2001; Gonzalez, 2008; Martinez, 2000).

Metodologia

En ese apartado, presentamos, prime-
ro, el contexto del estudio (profesores parti-
cipantes, tipo de master y caracteristicas del
alumnado), En segundo lugar, se narra la
implementacion de la secuencia didéctica,
desde la optica del docente que imparte la
asignatura, en la que se engloba la tarea del
teorema de Pitdgoras analizada con detalle
como evidencia de aprendizaje. Se trata de
un tipo de ciclo formativo desarrollado en
el marco del EOS (Breda, Pino-Fan y Font,
2017) para el desarrollo de las competencias
y conocimientos del profesor. En este caso,
dado que se pretendia ensefiar, a los alum-
nos del master (profesores de secundaria en
activo), la importancia de tener en cuenta,
para la ensefianza y aprendizaje de un de-
terminado objeto matematico, una muestra
representativa de los diferentes significados
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de dicho objeto en el disefio, valoracion y
redisefio de secuencias de tareas, el proce-
so de instruccién se disefid considerando
el siguiente principio: para poder usar este
componente en la valoracion y redisefio de
secuencias de tareas, el profesor, como mi-
nimo, debe conocer los diferentes significa-
dos del objeto matematico a ensefar (sig-
nificado holistico) y sus conexiones, debe
conocer cudles de estos significados estan
incluidos en el curriculo y debe poder selec-
cionar o crear tareas en las que se tenga que
usar un determinado significado del objeto
matematico que se pretende ensefiar. En el
disefio de la secuencia didéctica participa-
ron los tres autores y en la implementacion
tres formadores de profesores, dos de los
cuales eran el segundo y tercer autor de este
documento. El tercer formador fue informa-
do sobre la investigacion y dio su consenti-
miento informado para participar.

A partir de los diarios de clase y de la
documentacion del campus virtual registra-
dos en el afio de 2018, para el primer obje-
tivo, se ha realizado una narracion, desde la
perspectiva del formador, de lo que fue la
ensefianza realizada. Esta implementacion
la consideramos como un estudio de caso
multiple que se enmarca en las investigacio-
nes en didactica de las matematicas de tipo
cualitativo-descriptivo.

Por otra parte, para el segundo obje-
tivo, se presenta la tarea propuesta por los
formadores como ejemplo de evidencia
de aprendizaje y se muestra como se han
analizado las respuestas de los docentes,
conservando su anonimato. En este caso,
se trata de una metodologia mixta ya que,
por una parte, se consideran categorias
cualitativas previas (dos tipos de signifi-
cados) y otras emergentes de los datos vy,
por la otra, se hace una cuantificacion de
los tipos de respuestas.
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Contexto del estudio

Han participado tres formadores que
tenian a su cargo 95 profesores de matema-
ticas de instituciones educativas publicas y
privadas de diferentes ciudades de Ecuador,
en particular, profesores que trabajan en los
niveles de Educacion General Basica Supe-
rior y Bachillerato General Unificado.

De los tres formadores participan-
tes, uno tenia experiencia en impartir esta
asignatura en masteres similares, mientras
que los otros dos, impartieron esta asigna-
tura por primera vez. Los tres formadores
conocian a fondo los criterios de idoneidad
didactica y habian realizado investigaciones
sobre la complejidad de diferentes objetos
matematicos. El tercer autor de este articulo
participo en diferentes investigaciones para
profundizar en la complejidad de diferen-
tes objetos matematicos: numeros natura-
les (Godino, et al., 2009), media aritmética
(Rondero y Font, 2015), limite (Contreras,
Garcia y Font, 2012), optimizacién (Bal-
caza, Contreras y Font, 2017) y colaboro,
con la segunda autora, para caracterizar la
complejidad del teorema de Thales (Font,
Breda y Seckel, 2017) y, con el tercer for-
mador, para caracterizar la complejidad de
la derivada (Pino-Fan, Castro, Godino y
Font, 2013; Pino-Fan, Godino y Font, 2011)
y de la antiderivada (Gordillo, et al., 2018).
A su vez, la segunda autora profundizé en
la complejidad de las inecuaciones (Monje,
Seckel y Breda, 2018).

De los 95 profesores que cursaron el
master, la mayoria acreditan formacién ini-
cial en Licenciatura en Matematicas, pero,
algunos presentan formacion inicial en Edu-
cacion General Basica, Sociologia u otras
areas del conocimiento. Ademas de ejercer
la actividad de docencia en matematicas,
los profesores estaban realizando un master
profesional de formacioén de profesores de
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matematicas de secundaria. Dado su enfo-
que profesional, este master se extiende a
lo largo de dos afios y estd dividido en tres
bloques: a) el bloque general (15 créditos
ECTS) que incluye asignaturas de la psi-
cologia, sociologia, orientacion y sistema
educativo ecuatoriano; b) el bloque especi-
fico (21 créditos ECTS) que contempla las
asignaturas de la disciplina (matematica) y
su didéctica y; c) el bloque de practicum y
trabajo de fin de master (TFM) (24 créditos
ECTS) que se orienta al ejercicio de articu-
lacion entre la teoria y la practica.

Tarea y ejemplo de analisis de las
respuestas

La tarea cuyas respuestas se analizan
era la siguiente:

El teorema de Pitagoras tiene diferentes sig-
nificados parciales. Por una parte se puede
considerar un significado geométrico (el area
del cuadrado construido sobre la hipotenusa es
igual a la suma de las areas de los cuadrados
construidos sobre los catetos) y un significa-
do algébrico-aritmético —se trata de ternas de
numeros, llamadas pitagoricas, en las que el
primer numero al cuadrado es igual a la suma
de los cuadrados de los otros dos niimeros, por
ejemplo: (5, 4, 3), (15, 12, 9) ... Propon dos
tareas para cada uno de estos dos significados.

Se opté6 por un enunciado no muy
extenso dado que, como se ha dicho antes,
el teorema de Pitagoras es uno de los obje-
tos de la matematica sobre el que las per-
sonas en general (y, por tanto, también los
profesores) tiene mas conocimientos. Tal
como se explica en la seccidn posterior, en
el contexto de la implementacion realizada
los profesores tenian claro que lo que se les
preguntaba era que creasen tareas (que po-
dian ser problemas o ejercicios) en los que
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uno de estos dos significados (geométrico
y aritmético-algebraico) fuese determinan-
te para su resolucion. La tarea fue validada
mediante: a) un estudio de los significados
parciales del teorema de Pitdgoras contem-
plado en los trabajos finales de master de fu-
turos profesores de un master de formacion
de profesores de matematicas de secundaria
(14 TFM) de Espaifia en los que se valora-
ba la implementacién de una secuencia de
tarea y se daban orientaciones para su redi-
sefio (donde se observo que estos dos signi-
ficados eran los que estaban presentes siem-
pre); b) mediante su aplicacion a un grupo
de cinco de futuros profesores —una prueba
piloto— que llevo a realizar pequefias mo-
dificaciones en la consigna propuesta, para
garantizar la comprension adecuada del
enunciado y ¢) mediante un juicio experto.
Se pueden hacer muchas clasificaciones
diferentes sobre los problemas que se resuel-
ven mediante el teorema de Pitdgoras como,
por ejemplo, la que se hace en Chaverri-Her-
nandez, etal. (2020). Ahora bien, en esta inves-
tigacion, la creacion de tareas se relaciona con
las matematicas necesarias para su resolucion,
en particular con un determinado significado
parcial del objeto matematico (teorema de Pi-
tagoras en este caso), pero sin concretar dicho
significado en una configuracion epistémica.
La razdn es que en el master no se contemplo
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un proceso especifico de ensefianza y aprendi-
zaje del uso de las configuraciones epistémi-
cas de objetos primarios como herramienta de
andlisis de la actividad matematica necesaria
para la resolucion de la tarea propuesta.

Para el andlisis de las respuestas se
partia de categorias a priori (los dos tipos de
significado) y se trataba de ver si, dado un
significado del teorema de Pitagoras fijado
previamente, los profesores pueden crear una
tarea en la que este significado parcial sea in-
dicado para su resolucion (por ejemplo, si el
significado fijado es el geométrico, entendido
como una relacion entre areas, el problema
propuesto pide calcular un area). Las respues-
tas en las que se proponia un problema en el
que se debian calcular longitudes de alguno
de los lados del tridngulo rectangulo, sin hacer
mencion explicita de sus areas se daban por
validas tanto si el participante las asociaba a un
significado geométrico como al aritmético-al-
gebraico. Por otra parte, podia emerger algu-
na nueva categoria que surgiera a posteriori
como resultado del andlisis de las respuestas.
Por ejemplo, en la siguiente respuesta, con in-
dependencia de que se pida demostrar y que
las longitudes no se expresen en unidades, se
considera que hay correspondencia entre la
tarea que se ha creado y el significado que se
dice que se pone en funcionamiento para re-
solverla (el geométrico).
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Dada la siguicnte figura demucstra

,| que el area del cuadrado de la
hipotenusa corresponde a la suma de
las areas de los otros 2 cuadrados.

Figura 1. Problema creado por el profesor 12 relacionada con el significado geométrico.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Descripcion de la implementacion
en la que se engloba la tarea del teo-
rema de Pitagoras

En este apartado explicamos como se
ha ensefiado a los participantes la importan-
cia de tener en cuenta una muestra represen-
tativa de los diferentes significados de un
objeto matematico en el disefio, valoracion
y redisefio de secuencias de tareas. Para
ello, se usa una metodologia de autoestudio
(una mirada a uno mismo en accion, gene-
ralmente dentro de contextos educativos)
(Hamilton, Smith & Worthington, 2008).

Una de las asignaturas de este master,
titulada Innovacion e Investigacion sobre la
Propia Practica, impartida en el segundo
afo, tenia como principal objetivo presentar
propuestas de innovacion y herramientas de
valoracion de la idoneidad de los procesos
de ensenanza y aprendizaje de las matema-
ticas que permitan al profesor la mejora de
su propia practica. La nocidon de idoneidad
didactica desglosada en criterios, compo-
nentes e indicadores fue utilizada posterior-
mente por los participantes en su trabajo de
fin de master.

En esta asignatura, en lugar de pre-
sentar los criterios de idoneidad como prin-
cipios ya elaborados se crearon momentos y
espacios para su generacion como resultado
de consensos en el grupo. Después se ex-
plicd que los criterios de idoneidad didac-
tica deben ser entendidos como normas de
correccion emanadas del discurso argumen-
tativo de la comunidad educativa, cuando
esta esta orientada a conseguir un consen-
so sobre lo que se puede considerar mejor.
Desde esta perspectiva, la didactica de las
matematicas nos puede ofrecer principios
provisionales consensuados por la comu-
nidad interesada, que pueden servir para
guiar y valorar los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. También se
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explicd que para el desarrollo del constructo
idoneidad didactica, se habian considerado
las tendencias actuales sobre la ensenanza
de las matematicas, los principios del Na-
tional Council of Teachers of Mathematics
(2000) y los aportes de los diferentes en-
foques teoricos del area de didactica de las
matematicas (Breda, Font y Pino-Fan, 2018;
Godino, 2013).

También se remarco que se entiende la
idoneidad didéctica de un proceso de ensefian-
za 'y aprendizaje como el grado en que este (0
una parte de este) reune ciertas caracteristicas
que permiten calificarlo como idéneo (Opti-
mo o adecuado) para conseguir la adaptacion
entre los significados personales logrados por
los estudiantes (aprendizaje) y los significados
institucionales pretendidos o implementados
(ensefanza), teniendo en cuenta las circuns-
tancias y recursos disponibles (entorno). Se
puso énfasis en que se trata de un constructo
multidimensional que se tiene que descompo-
ner en idoneidades parciales.

En relacién con los criterios parcia-
les de idoneidad, se comentd que se nece-
sitan unos componentes ¢ indicadores que
los hagan operativos. Mediante diferentes
tareas, el grupo fue acordando diferentes
componentes e indicadores de los criterios,
las cuales pudieron encajar facilmente con
los propuestos en Breda, Pino-Fan y Font
(2017). Se trata de generar una rabrica (con
criterios, componentes e indicadores) para
ayudar a los profesores en la valoracion de
su practica y guiar su rediseflo, pero que es
muy diferente a las guias docente cuyo pro-
posito es ayudar a los maestros a dar forma
a la instruccion y guiar su accion y toma de
decisiones (Remillard, 2018), en particular
es muy diferente a las guias docentes para el
profesor que acompafian los libros de texto.

A continuacion, se comentan con mas
detalle alguna de las tareas relacionadas con

Eulalia Calle « Adriana Breda « Viceng Font

12

ID"BUN@RIDUIDIUNE)SIAL ] « BIDUSIDIUN/ID IR BUN'SRISTAIMMM @) * 707 Toquiada(q-Arenue( “¢7-1 *dd T " N ‘£¢ ‘[OA VIDONAIDIN


http://dx.doi.org/10.15359/ru.37-1.1
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=

la emergencia del componente “Muestra
representativa de la complejidad del obje-
to matematico que se quiere ensefiar”. Para
hacer emerger este componente, primero se
remarcd que actualmente hay una tendencia
a considerar que saber matematicas incluye
la competencia para aplicarlas a situaciones
de la vida real, y que dicha tendencia, en al-
gunos paises, se ha concretado en el disefio
de curriculos basados en competencias. Se
hizo hincapié en que la idea de competencia
en el fondo pone de relieve que las matema-
ticas que se ensefian han de ser utiles para
resolver problemas en diferentes contextos,
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tomando como primer ejemplo problemas
que se resuelven con la aplicacion de signi-
ficados parciales diferentes del teorema de
Thales (Font, Breda y Seckel, 2017).

Después se reflexion6 sobre la com-
plejidad de la nocién de otros objetos ma-
tematicos, entre ellos los de mediatriz y
pendiente. Para el caso de la pendiente, lo
primero que se hizo fue preguntarles a los
alumnos del master qué entendian por pen-
diente de una recta, como resultado de sus
respuestas aparecieron los cuatro significa-
dos de la siguiente tarea que se les propuso
a continuacion:

Cuadro 1 Tarea sobre los diferentes significados del objeto matematico pendiente

Significados:

del eje de abscisas.

Actividades:

Pendiente

Ordenada en el origen

Tarea: A continuacion, tienes diferentes significados de la pendiente de una recta y diferentes actividades. Asocia
cada significado con la actividad que pone en juego este significado para su resolucion (justifica la asociacion).

a) Significado geométrico: la pendiente determina la inclinacion de la recta
b) Significado trigonométrico: la pendiente es la tangente del angulo que forma la recta con la parte positiva

c) Significado algébrico: el nimero que multiplica a la x en la formula y = mx + n
d) Significado funcional: el aumento de la variable dependiente por unidad de la variable independiente.

Actividad 1. ;Cual de las rectas siguientes tiene mas pendiente?

recta 2

recta 1

Actividad 2. Escribe la formula de las siguientes funciones:

2 3 0
0 4 =

Actividad 3. ;Cual es la pendiente de la recta y = 4x + 57
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Actividad 4. Dibuja el grafico de la funcion y = 5x + 1 y di si son correctos o no los comentarios de los sigui-
entes estudiantes:

Juan: Si nos situamos en un punto cualquiera de la recta y nos desplazamos una unidad hacia la derecha,
después nos tenemos que desplazar 5 unidades hacia arriba en vertical hasta volver a tocar la recta.

Alba: Si nos situamos en un punto cualquiera de la recta y nos desplazamos una unidad hacia la derecha, nos
tenemos que desplazar 5 unidades hacia abajo en vertical hasta tocar la recta.

José: Si nos situamos en el origen de coordenadas y nos desplazamos cinco unidades hacia la derecha, nos
tenemos que desplazar 1 unidad hacia arriba en vertical hasta tocar la recta.

Ana: Si nos situamos en un punto cualquiera de la recta y nos desplazamos dos unidades hacia la derecha,
después nos tenemos que desplazar 10 unidades hacia arriba en vertical hasta tocar la recta.

Alberto: Si nos situamos en el punto de corte de la recta con el eje de ordenadas y nos desplazamos 3 unidades
hacia la derecha, después nos tenemos que desplazar 15 unidades hacia arriba en vertical hasta tocar la recta.

Laura: Si nos situamos en un punto cualquiera de la recta y nos desplazamos un numero de unidades en hor-
izontal, para volver a tocar la recta nos tenemos que desplazar 5 unidades hacia arriba por cada unidad de

desplazamiento horizontal.

Actividad 5. Halla la pendiente de una recta que forma un angulo de 45° con la parte positiva del eje abscisas.

Nota: Fuente propia de la investigacion.

En la puesta en comun sobre la resolu-
cion de esta tarea se hizo hincapié en que cada
problema exigia poner en funcionamiento un
tipo de significado parcial de la pendiente dife-
rente y que la otra cara de la moneda de la com-
petencia en el uso de la nocion de pendiente en
la resolucion de una variedad de problemas era
la ensefianza de sus diferentes significados. Se
trataba de que los alumnos del master pasasen
de un punto de vista ingenuo y optimista, que
presupone que el alumno facilmente realizara
la transferencia del conocimiento matematico
generado en un solo contexto a otros contex-
tos nuevos y diferentes, a otro punto de vista
mas prudente en el que, si bien se considera
que la posibilidad de transferencia creativa se

puede dar, se asume que, sin un trabajo sobre
una muestra representativa de la complejidad
del objeto matematico que se quiere ensefiar y
la articulacion y conexion de los componentes
de dicha complejidad, es dificil que se pueda
aplicar el objeto matematico a diferentes con-
textos. También se recuperd en este momento
toda la reflexion que se habia hecho en otra
asignatura del master sobre la importancia de
presentar a los alumnos diferentes representa-
ciones de un objeto matematica y trabajar los
tratamientos y conversiones entre ellas.

Al final de la asignatura Innovacion
e Investigacion sobre la Propia Practica
se realizd una evaluacion (examen) para
verificar los aprendizajes logrados por los
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profesores. En particular se les propusieron
dos tareas, una sobre la complejidad de la
media aritmética y otra sobre la compleji-
dad del teorema de Pitagoras.

La tarea sobre la media aritmética, ba-
sada en Batanero (2000) y muy similar a la
de la pendiente que se acaba de describir, tra-
taba de que los profesores relacionasen los
significados parciales: 1) la media como va-
lor representativo de un conjunto de datos; 2)
la media como la estimacion de una medida;
y 3) valor que compensa los excesos con los
defectos (equilibrio, equidad, etc.), con tres
problemas diferentes. Al analizar las respues-
tas, se concluye que un numero importante
de los alumnos del master (56), al relacionar
los tres significados con los problemas pro-
puestos, lo hacen de forma confusa y erronea.
Por otra parte, 21 dan una respuesta correcta,
pero su justificacion no es valida; mientras
que 18 sefialan las respuestas correctas, pero
sin ningun tipo de justificacion. La segunda
tarea propuesta en el examen es la que se
analiza en la proxima seccion.

Analisis y resultados

La otra pregunta del examen era sobre
la complejidad del teorema de Pitdgoras. De
los 95 profesores, 32 no contestaron la tarea
y 63 la contestaron proponiendo una o dos
actividades para el significado geométrico y
una o dos para el significado aritmético-algé-
brico. Por tanto, los profesores propusieron
hasta cuatro tareas a las que les asignaban
alguno de los dos significados (o ninguno).

En cuanto a los 63 profesores que
contestaron, tenemos que: a) 10 profesores
proponen tareas para trabajar el teorema de
Pitdgoras, pero no especifican ni justifican
si las tareas disefiadas por ellos estan rela-
cionadas con el significado aritmético-alge-
braico, con el geométrico o con ambos; b)
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15 profesores no propusieron ninguna tarea
para trabajar el significado aritmético-alge-
braico y un profesor no propuso ninguna ta-
rea para trabajar el significado geométrico;
c) 8 profesores crearon tareas que no se co-
rresponden con el significado que sefialan,
en efecto, 6 profesores, para el significado
aritmético-algebraico, proponen activida-
des de célculo de areas de cuadrados cons-
truidos sobre los lados del tridngulo rec-
tangulo, mientras que 2 profesores, para el
significado geométrico, proponen tareas de
comprobacion del teorema de Pitdgoras con
diferentes ternas pitagoricas.

Respecto a las tareas creadas por los
profesores, tenemos:

a) Tareas propuestas para el significado
geométrico entendido como una rela-
cion de areas. Hubo un total de 43 tareas
propuestas relacionadas con comprobar
que la suma de las areas de los cuadra-
dos construidos sobre los catetos de un
triangulo rectangulo es igual al area del
cuadrado construido sobre la hipotenusa
(como la tarea propuesta en la Figura 1
de la seccion de metodologia). En este
caso, hay correspondencia entre el signi-
ficado sefialado y la tarea propuesta.

b) Tareas propuestas por los profesores
para el significado geométrico que son
mas indicadas para otros significados.
Este es el caso del profesor 10, quien
muestra, implicitamente, que conoce
otros significados del teorema de Pita-
goras ya que, como tarea para trabajar
el significado geométrico, propone el
calculo del médulo de un vector (Figura
2). Es decir, utiliza que en la geometria
vectorial-analitica el teorema de Pitdgo-
ras permite relacionar el modulo y las
componentes de un vector del plano.
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Figura 2. Problema creado por el profesor

10 para el significado geométrico.
Nota: Fuente propia de la investigacion.

c) Tareas en las que hay corresponden-
cia con el significado asociado (sea el
geométrico o el aritmético-algebraico).

Hubo treinta tareas propuestas por los
profesores participantes del master relacio-
nadas con el célculo de la longitud de uno
de los lados del triangulo rectangulo y que
asociaron esta tarea o bien con el significado
geométrico o bien con el aritmético-algebrai-
co. Los profesores que asociaron este tipo de
tarea con el significado geométrico lo hicie-
ron porque habia un tridngulo y se tenian que
calcular longitudes (o alturas o distancias si
era un problema contextualizado), mientras
los que asociaron la tarea con el significado
aritmético-algebraico lo hicieron porque la
tarea propone para su la resolucion el uso de
operaciones algébricas a partir de una rela-
cion entre niimeros. Como la tarea del profe-
sor 13 (ver Figura 3).

Dos tareas propuestas por dos profe-
sores utilizaron una representacion geomé-
trica para hacer una comprobacion algebrai-

ca del teorema de Pitdgoras (ver Figura 4).
Dos profesores, para el significado

geométrico, proponen un tipo de tarea en la
que se trata de comprobar que el area del
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semicirculo construido sobre la hipotenusa
es igual a la suma de las areas de los semi-
circulos construidos sobre los catetos (ver
Figura 5), pero para ello se propone impli-
citamente que se haga una demostracion de
tipo algebraica. En este caso se puede con-
siderar que el profesor, al proponer este tipo
de tarea, usa un significado geométrico ge-
neralizado del teorema de Pitadgoras: el area
de la figura construida sobre la hipotenusa
es igual a la suma de las areas de las figuras
semejantes construidas sobre los catetos.

d) Tareas propuestas para el significado
aritmético-algébrico.

Treinta y tres tareas fueron propues-
tas para este significado. Se trata de tareas
relacionadas con la presentacion de ternas
de nimeros en los que los alumnos debian
comprobar o encontrar que un nimero al
cuadrado era igual a la suma de los cuadra-
dos de los otros dos. En este caso, también
hay correspondencia entre el significado se-
nalado y la tarea propuesta. Hay que resaltar
que de estas 33, seis piden encontrar la re-
gularidad en lugar de comprobarla. Como la
tarea del profesor 8 (ver Figura 6).

Un primer resultado es que las res-
puestas dadas permiten inferir que los pro-
fesores tienen dificultades para crear una
tarea y sefialar el tipo del significado del
teorema de Pitdgoras que se debe usar para
resolverla. Avala esta conclusion el hecho
de que, de los 95 participantes, 32 (una ter-
cera parte) dejo la respuesta en blanco, que
otros diez, si bien proponen tareas, no espe-
cifican ni justifican si la tarea esta relaciona-
da con un significado u otro y que 16 no han
propuesto ninguna tarea para trabajar uno
de los dos significados (15 para el significa-
do aritmético-algebraico y uno para el sig-
nificado geométrico). Dicho de otra manera,
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Figura 3. Problema creado por el profesor 13 para el significado aritmético-algébrico.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Figura 4. Problema creado por el profesor 9 para el significado geométrico.
Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Figura 5. Problema creado por el profesor 15 para el significado geométrico.
Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Figura 6. Problema creado por el profesor 8 para el significado aritmético-algébrico.
Nota: Fuente propia de la investigacion.
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mas de la mitad del profesorado es incapaz
de dar una respuesta completa (sea correcta
o incorrecta) a la pregunta. Lo cual, tenien-
do en cuenta que la pregunta trata sobre el
teorema de Pitdgoras, que es uno de los con-
tenidos matematicos, de cierta complejidad,
mas conocido por personas con una forma-
cion basica, resulta muy significativo.

Por una parte, se trata de un resultado
esperado y coherente con la informacion que
se tenia sobre el conocimiento y competencias
de estos profesores en las otras materias del
master, lo cual, a su vez, esta relacionado con
la débil formacion matematica y didactica de
los profesores ecuatorianos, tal como se do-
cumenta (Martinez et al., 2018) en el reporte
sobre Ecuador incluido en el informe, coor-
dinado por Yamamoto y Malaspina (2018),
sobre la educacion matemética en la region
andina. Pero, por otra parte, hay que tener en
cuenta un aspecto que relativiza la relevancia
de esta conclusion, nos referimos a que estas
respuestas se dieron en un examen de una
asignatura del master que estaban cursando,
donde el tiempo era limitado y esta pregunta
era la ultima del examen. Es plausible que al-
gunos profesores no respondiesen por falta de
tiempo o por no considerar que fuese necesa-
rio responderla para superar el examen.

Ahora bien, consideramos que este
resultado es una evidencia de que el tipo de
instruccion realizada no consiguié que los
profesores pudiesen crear tareas en las que
se tenga que usar un determinado significa-
do del objeto matematico que se pretende
ensefar, al menos para la media aritmética
y el teorema de Pitagoras. Se trata de un re-
sultado preocupante ya que las orientacio-
nes curriculares de Ecuador conllevan que
estos profesores deberian poder presentar a
sus alumnos diferentes significados (y co-
nectarlos adecuadamente) de los objetos
matematicos que ensefian.
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Un segundo resultado es que el signi-
ficado geométrico, entendido como una re-
lacion de areas de los cuadrados construidos
sobre los lados, es el que los participantes
mejor relacionan con la tarea que propo-
nen, ya que hubo 43 tareas propuestas para
este significado. Mientras que son menos,
33 tareas, las propuestas para el significa-
do aritmético-algebraico, se trata de tareas
relacionadas con la presentacion de ternas
de nimeros en los que los alumnos debian
comprobar o encontrar que un numero al
cuadrado era igual a la suma de los cua-
drados de los otros dos. Este mejor manejo
del significado geométrico por parte de los
profesores participantes era, en cierta ma-
nera, un resultado esperado ya que, en los
libros de texto que ellos usan para explicar
el teorema de Pitagoras, no se pone especial
énfasis en explicar una vision aritmética-al-
gebraica a partir de ternas de niimeros.

En cuanto al significado geométrico,
hay que remarcar que, para un grupo de pro-
fesores, basta que los simbolos representen
los lados del triangulo para considerar que
se usa el significado geométrico del teorema
de Pitagoras, a pesar de que la resolucion de
la tarea parte de una relacion entre nimeros
o simbolos y el lado que hay que calcular se
obtiene por manipulacion simbdlica.

En relacion con el uso explicito o im-
plicito de otros significados del teorema de
Pitdgoras, se tiene, por una parte, que un
profesor muestra, implicitamente, que co-
noce lo que se podria llamar el significado
vectorial del teorema de Pitagoras, ya que
utiliza que en la geometria vectorial-analiti-
ca este teorema permite relacionar el modu-
lo y las componentes de un vector del pla-
no, pero parece que no lo considera como
un significado diferente o autébnomo de la
interpretacion geométrica del teorema.
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Por otra parte, en dos casos ha apare-
cido, implicitamente, una version generali-
zada del significado geométrico ya que se
usa que el area de la figura construida sobre
la hipotenusa es igual a la suma de las areas
de las figuras semejantes construidas sobre
los catetos (semicirculos en las dos tareas
detectadas). La generalizacion del teorema
de Pitagoras para areas de figuras semejan-
tes es una buena situacion para establecer
una conexion entre el significado geométri-
co y el aritmético-algebraico. Ahora bien,
no queda claro si realmente los dos profe-
sores reconocen esta generalizacion del teo-
rema para cualquier figura o bien solo para
los semicirculos, ni si son conscientes del
potencial de esta generalizacion para conec-
tar los dos significados.

Conclusiones

La descripcion del proceso de en-
seflanza y aprendizaje realizado, desde la
perspectiva del formador que ha impartido
el curso, ha permitido que se elabore un dis-
curso sobre el proceso de ensefianza-apren-
dizaje en el cual se explica los motivos por
los cuales se seleccionaron y secuenciaron
las tareas propuestas. En este sentido, que-
remos destacar la pertinencia e importancia
del desarrollo de estas investigaciones en
la comunidad de educacién matematica, ya
que se da voz al discurso profesional del
profesor. Se trata de una narracioén temporal
en la que se argumentan las acciones y deci-
siones tomadas.

Por otra parte, el segundo objetivo, re-
lacionado con la pregunta, ;dado un signifi-
cado parcial del teorema de Pitagoras fijado
previamente, pueden los profesores crear
una tarea en la que este significado parcial
sea indicado para su resolucion?, informa
sobre como los profesores se apropian de
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los conocimientos didactico-matematicos
implementados, ya que se ha evidenciado el
aprendizaje logrado respecto a la compleji-
dad del teorema de Pitagoras. Las dificul-
tades observadas en los profesores ecuato-
rianos para reflexionar sobre la complejidad
del teorema de Pitdgoras (y mas en general,
de los objetos matematicos) es un resultado
coherente con la investigacion sobre la for-
macion de los profesores en la region andina
(Yamamoto y Malaspina, 2018) y, también,
con una amplia investigacion internacional
sobre el conocimiento y las competencias
del profesorado de matemadticas, la cual
ha evidenciado que los profesores tienen
dificultades para interpretar aspectos epis-
témicos de las tareas y para identificar su
potencial educativo (Stahnke, Schueler y
Roesken-Winter, 2016).

Los resultados sobre la complejidad
del teorema de Pitdgoras (y mas en general
todo el proceso de instruccion implementa-
do) fueron tutiles para retroalimentar el pro-
ceso de instruccion de estos profesores en el
master, mas alla de comentar sus respuestas
con ellos. En particular, fue util en sus tra-
bajos de fin de master.

Los profesores que realizaron el mas-
ter, a pesar de las dificultados que tuvieron,
consideraron interesante la reflexion sobre
la complejidad de los objetos matematicos
y su relacion con el desarrollo de la com-
petencia matematica de los alumnos. Dicha
consideracion coincide con las conclusiones
de la investigacion de Calle y Breda (2019;
2021; 2022), donde futuros profesores de
matematicas ecuatorianos fueron cuestiona-
dos sobre los diferentes significados de algu-
nos objetos matematicos, y se concluyo6 que
los participantes presentaron, en las tareas
que disefiaron, diferentes significados de los
objetos matematicos, tanto intra como ex-
tra matematicos, y consideraron importante
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tener en cuenta la complejidad de los obje-
tos matematicos, manifestando que los dife-
rentes significados se deben ir presentando
de forma gradual a los alumnos.
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