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Resumen

El objetivo del estudio fue explorar las estrategias que emplean niños y niñas de 6º curso de educación 
primaria costarricenses al comparar probabilidades en contextos de urnas. La muestra participante 
fue intencional y estuvo formada por 55 estudiantes de primaria. La investigación tiene un enfoque 
interpretativo, donde se analizan sus respuestas a un cuestionario formado por cinco ítems de comparación 
de probabilidades, tomados de investigaciones previas, que tienen en cuenta diferentes niveles de 
razonamiento proporcional. Los resultados indican que el estudiantado de la muestra resuelve con facilidad 
los problemas que corresponden a los primeros niveles de razonamiento proporcional, y aumentan su 
dificultad en los niveles superiores. Predominan las estrategias de una variable, en que se comparan solo 
los casos favorables o desfavorables de las dos urnas, y aunque aparecen estrategias de correspondencia, 
es poca la cantidad de estudiantes que muestran un razonamiento proporcional completo. Los resultados 
son similares, con ligeras variaciones, a los estudios previos, lo que indica que en esta tarea influye más la 
maduración del alumnado que la enseñanza recibida.
Palabras clave: Comparación de probabilidades; Razonamiento proporcional; Educación primaria; 
Educación Estadística; Urnas; Costa Rica.
Abstract

The study aimed to explore the strategies used by Costa Rican primary school students when comparing urn 
probabilities. The sample was intentional and consisted of 55 6th graders. Using an interpretive approach, 
we analyzed the children’s responses to a questionnaire of five probability comparison items taken from 
previous studies, including different levels of proportional reasoning. Results indicate that problems in 
the first levels of proportional reasoning were solved easily by students, while problems at higher levels 
increased in difficulty. One-variable strategies, which compare only the favorable or unfavorable cases in 
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both urns, are predominant; although there are correspondence strategies, few students show complete 
proportional reasoning. Aside from slight variations, results are similar to previous studies, which suggests 
that this task is influenced more by the child’s level of maturity than the instruction received.
Keywords: Probability comparison; proportional reasoning; primary education; statistical education; 
urns; Costa Rica. 
Resumo

O estudo teve como objetivo explorar as estratégias aplicadas por estudantes do 6º ano do ensino 
fundamental costarriquenho ao comparar probabilidades no contexto das urnas. A amostragem 
participativa foi intencional e composta por 55 meninos e meninas do ensino fundamental. A pesquisa 
tem uma abordagem interpretativa, em que são analisadas as respostas desse público em um questionário 
conformado por cinco itens de comparação de probabilidades, coletados de pesquisas prévias que levam 
em consideração diferentes níveis de raciocínio proporcional. Os resultados indicam que os estudantes 
da amostra solucionam facilmente problemas que correspondem aos primeiros níveis de raciocínio 
proporcional, e aumentam a dificuldade em níveis superiores. São predominantes as estratégias de uma 
variável, nos quais são comparados somente os casos favoráveis ou desfavoráveis das duas urnas e, ainda 
que aparecem estratégias de correspondência, é pouca a quantidade de estudantes que demonstram 
um raciocínio proporcional completo. Os resultados são semelhantes, com ligeiras variações, aos estudos 
prévios, indicando que nesta tarefa a maturidade da infância influencia mais do que o ensino recebido.
Palavras-chave: comparação de probabilidades; raciocínio proporcional; ensino fundamental; educação 
estatística; urnas; Costa Rica.

INTRODUCCIÓN

En la actualidad, la enseñanza de la 
probabilidad adquiere una gran relevancia 
al considerarse necesaria una cultura proba-
bilística para la ciudadanía (Batanero, 2006; 
Gal, 2005). Además de ser una parte rele-
vante de la matemática y aplicarse en otros 
temas curriculares, la probabilidad es nece-
saria hoy en muchos campos de las ciencias, 
donde permite describir sus leyes en fenó-
menos de tipo aleatorio (Borovcnik, 2011). 

Una consecuencia importante y re-
conocida de esta es la inclusión de conte-
nidos de probabilidad en el currículo de la 
Educación Primaria en países como España 
(Ministerio de Educación, Cultura y De-
porte, 2014) o Estados Unidos (National 
Council of Teachers of Mathematics, 2000). 

En Costa Rica, los actuales programas es-
colares de Matemática dan mayor valor a 
la estadística y probabilidad (MEP, 2012). 
Específicamente, se indican las siguientes 
expectativas sobre lo que el estudiantado 
debe aprender a lo largo de la Educación 
Primaria en relación con la probabilidad 
(MEP, 2012): 

• Primer ciclo (1º a 3º curso): Identi-
ficar situaciones aleatorias y seguras 
dentro de la cotidianidad y eventos 
asociados con ellas. Clasificar eventos 
aleatorios en más o menos probables 
para situaciones o experimentos par-
ticulares. Identificar eventos de acuer-
do con los resultados simples que es-
tán vinculados con ellos (p. 147).
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• Segundo ciclo (4º a 6º curso): Iden-
tificar eventos más probables, menos 
probables o igualmente probables de 
acuerdo con el número de resultados 
simples pertenecientes a cada evento. 
Determinar probabilidades elemen-
tales vinculadas con eventos particu-
lares. Plantear y resolver problemas 
vinculados con situaciones aleatorias 
(p. 247).

Es importante, entonces, analizar si el 
niño o la niña cuentan con las competencias 
necesarias para abordar con éxito estos con-
tenidos, así como sus posibles dificultades, 
para que el profesorado las pueda tener en 
cuenta en su planificación educativa. Has-
ta ahora no se había realizado investiga-
ción sobre el razonamiento probabilístico 
de estudiantes costarricenses de esta edad, 
y aunque hay estudios previos en otros 
países, estos se hicieron con alumnado sin 
instrucción en este tema. Esto toma gran re-
levancia en la situación de implementación 
curricular actual, donde, específicamente la 
probabilidad tiene un peso mayor en toda la 
educación primaria. Por ello, consideramos 
que este trabajo puede brindar una primera 
información sobre los significados persona-
les que asignan los niños y las niñas cos-
tarricenses a los conceptos probabilísticos 
desarrollados a partir de la aprobación del 
currículo actual.

En consecuencia, el objetivo de este 
estudio exploratorio es aportar información 
sobre las estrategias que los niños y niñas 
aplican al comparar probabilidades en dos 
urnas y la dificultad que para este grupo 
etario tiene esta tarea en función del nivel 
de razonamiento proporcional requerido. 
Nos centramos en estudiantes de 6º curso 
de educación primaria (edades entre 11 y 
12 años) al ser el curso donde finaliza esta 

etapa educativa. Además, los sujetos parti-
cipantes han seguido el currículo actual de 
Matemática, que se aplicó de forma com-
pleta en todos los niveles educativos a partir 
del año 2015. Un segundo objetivo es com-
parar nuestros resultados con los de la in-
vestigación previa sobre el tema.

MARCO TEÓRICO 

Nuestro trabajo se fundamenta princi-
palmente en los estudios de Piaget e Inhel-
der (1951) sobre la comparación de proba-
bilidades. Piaget (1975) describe el proceso 
de aprendizaje de la niñez por medio de 
la acción y la asimilación-acomodación. 
Cuando un niño o niña afronta un proble-
ma matemático, lo intenta resolver (acción) 
mediante los conocimientos que ya posee, 
usando esquemas conceptuales existentes 
que le permiten anticiparse y emplear es-
trategias y representaciones que conoce. 
Si no es capaz de resolverlo, se le presenta 
un conflicto cognitivo que aborda mediante 
los procesos de asimilación y acomodación. 
La asimilación consiste en la incorporación 
(aceptación), por parte del sujeto, de los 
datos o ideas nuevas, y la acomodación es 
el cambio o reestructuración de los ya exis-
tentes. Los autores sugieren que el conoci-
miento progresa en etapas de desarrollo que 
tienen un orden establecido, aunque la edad 
en que se alcanza una de estas puede variar. 
Piaget (1975) indicó, además, que los suje-
tos que están en una misma fase tienen un 
razonamiento similar.

Para estudiar la capacidad y razona-
miento de niños y niñas al comparar proba-
bilidades sencillas, Piaget e Inhelder (1951) 
utilizaron experimentos con fichas blancas, 
marcadas o no con una cruz, de las que in-
trodujeron un pequeño número de fichas de 
cada tipo en urnas transparentes. Pidieron a 
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los niños y a las niñas elegir, entre dos ur-
nas de este tipo, aquella que era preferible 
para obtener una ficha marcada. Los autores 
fueron cambiando el número de fichas mar-
cadas (casos favorables) y blancas (casos 
desfavorables) en las dos urnas y realizaron 
entrevistas mediante este juego a estudian-
tes desde los 3 años y medio hasta los 13-14 
años. Comparando las respuestas similares 
de grupos de la misma edad, obtuvieron una 
descripción de tres estadios en el desarrollo 
de su razonamiento sobre este tipo de situa-
ciones problemas.

El primer estadio (I) se divide en dos 
niveles. El nivel IA se caracteriza porque en 
esa edad no se tienen los esquemas lógicos 
que les permitan comprender la inclusión de 
la parte en un todo, ni la disyunción entre 
dos tipos de elementos o la conservación de 
las cantidades (por ejemplo, cuando sepa-
ramos fichas unas de otras). Por ello, solo 
son capaces de resolver problemas de com-
paración de dos probabilidades en los casos 
donde existe doble imposibilidad (todas las 
fichas son blancas en las dos urnas), doble 
certeza (todas están marcadas) o certeza - 
imposibilidad (una urna con fichas blancas 
y otra con fichas marcadas). Ello se explica 
porque solo compara los casos favorables, 
sin tener en cuenta todos los posibles. En 
el nivel IB, comparan solo un tipo de fichas 
(favorables, o bien, desfavorables), y toda-
vía no logran concebir los casos favorables 
como parte de los casos posibles (compara-
ción de la parte con el todo); tampoco son 
capaces de comparar los casos favorables 
con los desfavorables (comparación par-
te-parte). Sin embargo, comienzan a com-
prender que la probabilidad depende del nú-
mero de casos favorables o desfavorables.

El segundo estadio (II) también se di-
vide en dos subniveles. En el nivel IIA los 
niños y las niñas pueden resolver problemas 

de comparación de probabilidades que im-
plican una sola variable, es decir, cuando se 
necesita comparar solo los casos favorables 
o desfavorables. Utilizan para ello compa-
raciones aditivas (por ejemplo, restando el 
número de casos favorables a los desfavora-
bles, o viceversa, en cada urna y comparan-
do las diferencias). Comienzan a compren-
der la disyunción (cada caso es favorable o 
desfavorable), pero dan soluciones erróneas 
en los casos en que la composición de casos 
favorables y desfavorables en las dos urnas 
es proporcional, pues a esta edad no han ad-
quirido la idea de fracción o de proporción. 
En el nivel IIB comienzan a resolver el pro-
blema cuando la composición de las urnas 
es proporcional. Para ello establecen una 
correspondencia entre los casos favorables 
y desfavorables en una urna (por ejemplo, 
hay dos favorables por cada desfavorable) 
y la comparan con la correspondencia que 
existe en la otra urna.

En el estadio III, el niño y la niña son 
capaces de resolver fácilmente el caso de 
proporcionalidad y logran pensar una solu-
ción general, si el número de casos favora-
bles y desfavorables es pequeño y la razón 
entre ellos es sencilla (por ejemplo, doble, 
triple, etc.), solución que va generalizando 
con la edad cuando adquiere suficiente co-
nocimiento de fracciones.

En la exposición anterior se observa 
que el éxito en la comparación de probabi-
lidades, en el caso general, supone un ade-
cuado razonamiento proporcional, cuyas 
etapas de desarrollo han sido analizadas en 
varios estudios (p. ej., Karplus, Pulos y Sta-
ge, 1983; Noelting, 1980a; 1980b) y que se 
resumen en Behr, Harel, Post y Lesh (1992) 
y Ben-Chaim, Keret e Ilany (2012). El traba-
jo más relevante para nuestro estudio es el de 
Noelting (1980a; 1980b), quien, a partir de 
un problema de comparación de dos mezclas 
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(de agua y zumo de naranja), analiza las eta-
pas que propusieron Piaget e Inhelder (1951) 
para la comparación de probabilidades y las 
extiende a problemas sobre proporcionali-
dad. Como conclusión de su trabajo, consi-
dera una etapa inicial (2 años) en la que se 
identifican los elementos de la fracción; y 
subdividen aún más algunas de las etapas 
descritas por Piaget e Inhelder (1951):

• La etapa intuitiva se subdivide en tres 
niveles: inferior (IA), medio (IB) y 
superior (IC), según los términos de 
la fracción que se comparan (primer 
término; segundo término con el pri-
mer término igual; o se establece una 
relación interna entre términos, bien 
de una fracción con la otra como entre 
fracciones, respectivamente). 

• La etapa operacional concreta se sub-
divide en dos niveles, según la clase 
de equivalencia de las fracciones que 
se comparan sea de razón 1 (etapa 
IIA) o cualquier clase de equivalencia 
(etapa IIB).

• La etapa operacional formal se sub-
divide en dos niveles, según la pro-
porcionalidad entre los términos de 
la fracción. Se determina un nivel in-
ferior cuando los términos son múlti-
plos (IIIA) y un nivel superior cuando 
se trate de cualquier razón (IIIB).

Otro trabajo que tendremos en cuen-
ta es el de Pérez Echeverría, Carretero y 
Pozo (1986), quienes adaptaron las tareas 
de Noelting (1980a; 1980b) y las pasaron a 
20 estudiantes de Educación General Bási-
ca (13 años), además de a 20 estudiantes de 
Bachillerato (16 años). Definieron diferen-
tes niveles de dificultad en los problemas, 
de acuerdo con la estrategia requerida:

• Nivel 1: problemas donde la cantidad 
de casos favorables o la cantidad de 
casos desfavorables, en las dos urnas, 
es la misma; por tanto, no se requiere 
el uso de fracciones para resolverlo.

• Nivel 2: problemas donde existe pro-
porcionalidad entre los casos favora-
bles y desfavorables de una misma 
urna o entre casos favorables y desfa-
vorables de las dos urnas. Se pueden 
resolver estableciendo una correspon-
dencia en una urna y observando que 
la relación es la misma en la otra urna.

• Nivel 3: problemas que presentan 
proporcionalidad únicamente entre 
los casos favorables de ambas agru-
paciones (o urnas en nuestro caso) o 
solo entre los casos desfavorables, o 
bien entre casos favorables y desfa-
vorables de una sola agrupación. Una 
vez establecida la razón entre casos 
favorables o desfavorables, se pue-
de comparar, si la existente entre los 
otros términos es menor o mayor.

• Nivel 4: Problemas donde no exis-
te relación alguna de proporcionali-
dad entre los cuatro miembros (ca-
sos favorables y desfavorables de 
cada agrupación). Requiere operar 
con fracciones, pasándolas a común 
denominador.

Antecedentes 

La investigación de Piaget e Inhelder 
(1951) inspiró una serie de trabajos sobre el 
razonamiento probabilístico de los niños y 
las niñas que se describen con detalle en Jo-
nes, Langrall y Mooney (2007) y Langrall y 
Mooney (2005). A continuación, resumimos 
los más relacionados con nuestro estudio.

Falk, Falk y Levin (1980) propusie-
ron a menores entre 4 y 11 años comparar 
probabilidades variando el número de casos 
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favorables y posibles, y utilizando dos con-
textos: urnas con bolas y ruletas. Conside-
ran nueve tipos de tarea, teniendo en cuenta 
las siguientes variables: a) el número de ca-
sos favorables es menor, mayor o igual en el 
conjunto de mayor probabilidad; b) el nú-
mero de casos favorables es menor, mayor 
o igual en el conjunto de menor probabili-
dad; c) los dos conjuntos son equiprobables 
y el número de casos favorables es menor, 
mayor o igual en un conjunto. Un error sis-
temático fue elegir siempre el conjunto con 
más casos favorables.

Truran (1994) realizó una investiga-
ción con 32 estudiantes de 8 a 15 años sobre 
comparación de probabilidades en urnas. 
Sus resultados identifican nuevas estrate-
gias que amplían las descritas en la investi-
gación de Piaget e Inhelder (1951), como la 
descripción del contenido de la urna sin ha-
cer una elección, dar una respuesta acertada 
sin justificación, preferencia por el número 
menor del total de bolas, comparación con 
proporciones sencillas conocidas y compa-
ración entre razones de posibilidades a fa-
vor y en contra.

El estudio de mayor relevancia en el 
tema fue llevado a cabo por Green (1982), 
quien hizo una evaluación del razonamien-
to probabilístico en niños y niñas ingleses 
de 11 a 16 años con un test que reproducía 
en papel y lápiz los experimentos de Pia-
get e Inhelder (1951). Algunos de sus ítems 
planteaban la comparación de probabili-
dades en contextos de urnas, en los cuales 
encontraron las siguientes estrategias: a) 
escoger la urna con mayor número de casos 
posibles; b) escoger la de mayor número de 
casos favorables; c) elegir la urna que pro-
porciona la mayor diferencia entre casos fa-
vorables y desfavorables; d) elegir la urna 
en que haya mayor proporción entre casos 
favorables y desfavorables.

Cañizares (1997) elaboró un estudio 
con 320 estudiantes españoles de 10 a 14 
años y, entre otros problemas, propone los 
de comparación de probabilidades en con-
texto de urnas. Cañizares y Batanero (1997) 
en un estudio con 134 estudiantes de 10 a 
14 años consideran tareas que corresponden 
a los niveles I a IIIB descritos por Noelting 
(1980a; 1980b). Anotaron las estrategias 
utilizadas por los niños y niñas, clasificán-
dolas en estrategias de una y dos variables. 
Las estrategias de una variable son aquellas 
en que se comparan solo casos favorables, 
desfavorables o posibles; y las de dos va-
riables cuando se comparan de forma adi-
tiva o multiplicativa los casos favorables y 
posibles. Cañizares (1997) deduce que los 
niveles más frecuentes de razonamiento de 
estudiantes de su muestra son del IB al IIB, 
siendo pocos los que alcanza el IIIB. Algu-
nas variables que influyen en la respuesta 
son la composición de las urnas (número de 
casos favorables y posibles) y la existencia 
de posibles sesgos en el contexto (por ejem-
plo, creencias sobre la equiprobabilidad).

METODOLOGÍA

El enfoque de la investigación es in-
terpretativo, ya que se centra en compren-
der los fenómenos educativos (en nuestro 
caso los razonamientos probabilísticos de 
la niñez) a través del análisis de elementos 
cuantitativos y cualitativos reflejados en las 
respuestas a un cuestionario (Cerrón, 2019; 
Gil, León, y Morales, 2017). La investiga-
ción es de tipo exploratorio, pues la muestra 
es intencional y moderada en tamaño; y de 
acuerdo con Bisquerra (1989), es una inves-
tigación aplicada, ya que busca utilizar la 
teoría desarrollada por otras investigaciones 
(Cañizares,1997; Fischbein y Gazit, 1984; 
Green, 1982) en el contexto de Costa Rica, 
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con la finalidad de proporcionar conoci-
miento que oriente la enseñanza y aprendi-
zaje de la probabilidad a este nivel.

La muestra utilizada fue no aleatoria 
(con selección intencionada) y estuvo for-
mada por 55 niños y niñas de 6º curso de 
educación primaria, 40 con 11 años y 15 
con 12 años, 29 realizaban sus estudios en 
una institución privada y 26 en una insti-
tución pública de la provincia de Cartago, 
Costa Rica. El personal docente a cargo de 
la asignatura de Matemática indicó que los 
niños y las niñas estudiaron el área de es-
tadística y probabilidad de acuerdo con los 
programas de estudio MEP (2012) a partir 
del año 2016. El tratamiento del tema se 
basó en el libro de texto, y no hay eviden-
cias suficientes de actividades realizadas 
con experimentos de forma física. 

Se diseñó un cuestionario (Anexo), a 
partir de algunos ítems empleados en la in-
vestigación de Green (1982), que también 
utilizó Cañizares (1997). Se pretende utilizar 
ítems tomados de cuestionarios validados y 
comparar el razonamiento probabilístico de 
los niños y las niñas costarricenses con es-
tudiantes de una etapa educativa similar en 
otros países. Green (1982) realizó, en primer 
lugar, un estudio de la validez de contenido 
de su cuestionario, con ayuda de la valida-
ción de equipos expertos y el análisis de los 
ítems incluidos. Analizó también la fiabilidad 
del instrumento, mediante el coeficiente Alfa 
de Crombach, y obtuvo un valor A=0,88.

Cañizares (1997) realizó un análisis 
factorial de las respuestas de su muestra al 
cuestionario de Green, y logró un total de 15 
factores. Por ello, calculó el coeficiente de fia-
bilidad theta de Carmines que es preferible al 
alfa de Crombach cuando los datos del análi-
sis factorial, como en su caso, muestran una 
estructura multidimensional. Su resultado fue 
un valor T= 0,8242. Todos los ítems plantean 

experimentos de urnas con bolas negras y 
blancas, y piden seleccionar una de entre dos 
urnas dadas, donde el suceso “sacar una bola 
negra” sea más probable, variando en los dis-
tintos ítems la composición de las urnas.

El ítem 1 corresponde al nivel intuitivo 
inferior (IA) descrito por Noelting (1980a; 
1980b), ya que en las dos urnas hay el mismo 
número de casos desfavorables y un número 
desigual de casos favorables. En el ítem 2 hay 
igualdad de casos favorables y desigualdad 
de casos desfavorables, por lo que correspon-
de al nivel intuitivo medio (IB), según Noel-
ting (1980a; 1980b). Por tanto, en estos dos 
ítems no es necesario usar los cuatro datos 
del enunciado, pues basta comparar o bien el 
número de casos favorables (ítem 1) o desfa-
vorables (ítem 2). Estos dos ítems correspon-
den al primer nivel de dificultad descrito por 
Pérez Echeverría et al. (1986), puesto que no 
requieren razonamiento proporcional.

En los ítems 3 a 5 el número de casos 
favorables es múltiplo al de casos desfavo-
rables. En el ítem 3 (nivel operacional con-
creto inferior “IIA”, según Noelting 1980a; 
1980b), el número de casos favorables y des-
favorables es el mismo en las dos urnas; en el 
ítem 5 (nivel operacional concreto superior 
“IIB”, según Noelting 1980a; 1980b), en las 
dos urnas el cociente entre casos favorables 
y desfavorables es 3; y en el ítem 4 (nivel 
operacional formal inferior “IIIA”, según 
Noelting 1980a; 1980b), este cociente es 3 
en una urna y 2 en la otra. En estos tres últi-
mos ítems es necesario usar los cuatro datos 
del enunciado y el razonamiento proporcio-
nal para establecer una razón en una de las 
urnas y comparar con la otra. Los ítems 3 y 
5 son de nivel 2 en la clasificación de Pérez 
Echeverría et al. (1986), pues existe propor-
cionalidad entre los casos favorables y desfa-
vorables en cada urna o entre casos favora-
bles y desfavorables de las dos urnas. El ítem 
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la misma edad en investigaciones previas: 
Cañizares (1997) en España y Green (1982) 
en Reino Unido. Se trata de ítems de com-
paración de probabilidades simples en con-
texto de urnas, donde lo único que varía es 
la composición de estas.  

Los ítems 1 y 2 resultaron relativamente 
sencillos para los sujetos del estudio, pues más 
de dos terceras partes realizó correctamente la 
tarea. Estos ítems son de nivel de dificultad 1 
en Pérez Echeverria et al. (1986) y niveles IA 
y IB, respectivamente, según Noelting (1980a; 
1980b), por lo que la mayor parte de la mues-
tra ha alcanzado estos primeros niveles. Estos 
ítems pueden resolverse correctamente con 
solo comparar los casos favorables o desfavo-
rables (estrategias de una variable).

El ítem 4, correspondiente al nivel de 
razonamiento proporcional IIIA (Noelting, 
1980a; 1980b) y nivel de dificultad 3, según 
Pérez Echeverría et al. (1986), tuvo una difi-
cultad moderada (50,9 % lo resuelven correc-
tamente), por lo que la mitad de estudiantes 
alcanzó este nivel. Los más difíciles fueron 
los ítems 3 y 5, ambos de nivel de dificultad 
2, según Pérez Echeverría et al. (1986); en 
este último (nivel IIB en la clasificación de 
Noelting 1980a; 1980b) solo el 16,4 % de es-
tudiantes respondió correctamente. 

Hay una inversión en la dificultad es-
perada en el ítem 5, que teóricamente debiera 
ser más sencillo que el ítem 4, según la cate-
gorización por niveles de Pérez Echeverría et 
al. (1986) (Tabla 1), pero resulta más difícil 
al alumnado. Pensamos que para los niños 
y las niñas ha sido más sencillo comparar la 
igualdad entre casos favorables (ítem 2) y 
desfavorables (ítem 1). La comparación de 
dos razones similares (3/1 y 6/2, ítem 5) se ha 
visto dificultada por el hecho de que el gru-
po ha tenido también en cuenta el número de 
casos favorables, que es mayor en la segunda 
urna. Al comparar con los estudios previos, 

Tabla 2. Porcentaje de respuestas correctas en los ítems de nuestro trabajo y los obtenidos 
por Cañizares (1997) y Green (1982) con estudiantes de 6º curso (11-12 años)

Ítem n.º Costa Rica
(Presente estudio)

España
(Cañizares, 1997)

Reino Unido
(Green, 1982)

1 83,6 70,3 88,0
2 72,7 67,6 55,0
3 41,8 54,1 43,0
4 50,9 27,0 38,0
5 16,4 - 20,0

4 es de nivel 3 en esta clasificación, pues hay 
una relación sencilla en la primera urna (3 
casos favorables por cada desfavorable) que 
se puede comparar con la existente en la otra 
(dos a uno). Una diferencia en nuestro estu-
dio, en comparación con los de Green (1982) 
y Cañizares (1997), es que dimos la repre-
sentación gráfica de las urnas en los ítems 4 
y 5, que no se dio en estos estudios.

En la Tabla 1 se resume la clasifica-
ción de los ítems de acuerdo con el nivel 
de razonamiento proporcional requerido 
para su resolución, según Noelting (1980a; 
1980b), y su nivel de dificultad según Pérez 
Echeverría et al. (1986). En esta Tabla se 
presenta también la composición de las dos 
urnas que se comparan (a1,b1) y (a2,b2), sien-
do “a” los casos favorables y “b” los casos 
desfavorables en los experimentos propues-
tos en los ítems.  

Consideramos que la Tabla 1 nos ayu-
dará a analizar las estrategias de los niños y 

Tabla 1. Nivel de razonamiento proporcional (Noelting, 1980a; 1980b) y nivel de 
dificultad (Pérez Echeverría et al., 1986) requerido en los ítems

Etapa Nivel de razonamiento proporcional Ítem Composición
(a1,b1) vs (a2,b2)

Nivel de dificultad

IA Intuitiva inferior 1 (3,1) vs (2,1) 1
IB Intuitiva media 2 (5,2) vs (5,3) 1
IIA Operacional concreta inferior 3 (2,2) vs (4,4) 2
IIB Operacional concreta superior 5 (3,1) vs (6,2) 2
IIIA Operacional formal inferior 4 (12,4) vs (20,10) 3

niñas, confrontándolas con lo que se espera 
en un problema de comparación de frac-
ciones del mismo nivel de dificultad (Pérez 
Echeverría et al., 1986) en la categorización 
de Noelting (1980a; 1980b).

ANÁLISIS Y RESULTADOS 

Con las respuestas al cuestionario se 
realizó un análisis de contenido, el cual, 
según Krippendorff (2013), nos permite es-
tablecer categorías que emergen de modo 
objetivo como resultado del análisis siste-
mático realizado. Este análisis se comple-
menta con información numérica, que se 
muestra mediante tablas para el porcentaje 
de respuestas correctas y para porcentajes 
de cada estrategia en cada ítem.

En la Tabla 2 se presentan los porcen-
tajes de respuestas correctas obtenidas en los 
ítems del cuestionario; considera, además, 
los resultados obtenidos con estudiantes de 
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la misma edad en investigaciones previas: 
Cañizares (1997) en España y Green (1982) 
en Reino Unido. Se trata de ítems de com-
paración de probabilidades simples en con-
texto de urnas, donde lo único que varía es 
la composición de estas.  

Los ítems 1 y 2 resultaron relativamente 
sencillos para los sujetos del estudio, pues más 
de dos terceras partes realizó correctamente la 
tarea. Estos ítems son de nivel de dificultad 1 
en Pérez Echeverria et al. (1986) y niveles IA 
y IB, respectivamente, según Noelting (1980a; 
1980b), por lo que la mayor parte de la mues-
tra ha alcanzado estos primeros niveles. Estos 
ítems pueden resolverse correctamente con 
solo comparar los casos favorables o desfavo-
rables (estrategias de una variable).

El ítem 4, correspondiente al nivel de 
razonamiento proporcional IIIA (Noelting, 
1980a; 1980b) y nivel de dificultad 3, según 
Pérez Echeverría et al. (1986), tuvo una difi-
cultad moderada (50,9 % lo resuelven correc-
tamente), por lo que la mitad de estudiantes 
alcanzó este nivel. Los más difíciles fueron 
los ítems 3 y 5, ambos de nivel de dificultad 
2, según Pérez Echeverría et al. (1986); en 
este último (nivel IIB en la clasificación de 
Noelting 1980a; 1980b) solo el 16,4 % de es-
tudiantes respondió correctamente. 

Hay una inversión en la dificultad es-
perada en el ítem 5, que teóricamente debiera 
ser más sencillo que el ítem 4, según la cate-
gorización por niveles de Pérez Echeverría et 
al. (1986) (Tabla 1), pero resulta más difícil 
al alumnado. Pensamos que para los niños 
y las niñas ha sido más sencillo comparar la 
igualdad entre casos favorables (ítem 2) y 
desfavorables (ítem 1). La comparación de 
dos razones similares (3/1 y 6/2, ítem 5) se ha 
visto dificultada por el hecho de que el gru-
po ha tenido también en cuenta el número de 
casos favorables, que es mayor en la segunda 
urna. Al comparar con los estudios previos, 

Tabla 2. Porcentaje de respuestas correctas en los ítems de nuestro trabajo y los obtenidos 
por Cañizares (1997) y Green (1982) con estudiantes de 6º curso (11-12 años)

Ítem n.º Costa Rica
(Presente estudio)

España
(Cañizares, 1997)

Reino Unido
(Green, 1982)

1 83,6 70,3 88,0
2 72,7 67,6 55,0
3 41,8 54,1 43,0
4 50,9 27,0 38,0
5 16,4 - 20,0

el nivel de dificultad de cada ítem fue pare-
cido, aunque un poco mejores nuestros resul-
tados en los ítems 1, 2 y 4 a los obtenidos en 
Cañizares (1997) y mejores que los de Green 
(1982) en los ítems 2 y 4. En el ítem 3, los re-
sultados fueron peores que los de Cañizares 
(1997) pero similares a los de Green (1982); 
el ítem 5 fue muy difícil también en la inves-
tigación previa.

Estrategias del estudiantado

A partir del análisis de los argumentos 
de estudiantes al justificar sus respuestas, 
se clasificaron las estrategias empleadas to-
mando como base la clasificación estableci-
da por Cañizares y Batanero (1997). Estas 
estrategias fueron las siguientes:

A: Comparar los casos posibles de 
cada una de las dos urnas. Aunque podría 
circunstancialmente generar respuestas co-
rrectas, carece de base lógica y está origina-
da por la imposibilidad de comparar el con-
junto total con un subconjunto (parte-todo). 

E38: “Hay más fichas que en el E” (res-
puesta B, ítem 3).

B. Comparar los casos favorables en 
cada una de las dos urnas, eligiendo la que 
tiene mayor número. Genera respuestas co-
rrectas cuando hay igualdad de casos desfa-
vorables, como en el ítem 1. 

E8: “Porque hay mayoría de bolas negras 
en el A que en el B” (respuesta A, ítem 1).

C. Comparar casos desfavorables en 
las dos urnas, eligiendo la que tiene menos 
casos desfavorables. Supone un avance res-
pecto a la estrategia B, pues reconoce que 
el número de casos desfavorable empeora 
la probabilidad de ganar. Genera respuestas 
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correctas cuando hay igualdad de casos fa-
vorables, como en el ítem 2. 

E54: “Porque hay una ficha blanca me-
nos que la otra” (respuesta A, ítem 2).

Aunque existe preferencia por las estra-
tegias anteriores, que son estrategias de una 
variable, propias de la etapa preoperacional, se 
emplearon otras estrategias de dos variables.

D. Comparación aditiva de casos fa-
vorables y desfavorables. Consiste en com-
parar la diferencia entre casos favorables y 
desfavorables en las dos urnas. En el ejem-
plo que sigue, la diferencia sería cero.

E16: “Porque en las dos cajas hay una 
misma cantidad de blancas que de ne-
gras” (respuesta C, ítem 3).

E. Estrategia de correspondencia. 
Se establece un criterio de proporcionali-
dad en una fracción para aplicarlo a la otra. 
Este tipo de razonamiento es propio de un 
nivel superior de desarrollo y, según Piaget 
e Inhelder (1951), se asocia al período de 
operaciones formales, aunque podría apa-
recer en el periodo de operaciones concre-
tas en casos más sencillos de composición 
proporcional de bolas de urnas. Algunos 
ejemplos son:

E7: “La misma posibilidad porque si du-
plicamos la E x2 sale el mismo resultado 
de F” (respuesta C, ítem 3). 

E14: “Porque la caja E tiene la misma can-
tidad de fichas negras que de fichas blancas 
y la caja F también” (respuesta C, ítem 3).

En los anteriores ejemplos se apre-
cia que el estudiantado establece un criterio 
de proporcionalidad en una de las cajas para 
aplicarlo a la otra; esto resulta natural cuando 

aún no se cuenta con los conocimientos para 
el cálculo con fracciones. Según Noelting 
(1980a; 1980b), este tipo de estrategias está 
asociado a la etapa IIA, donde el niño o la 
niña relaciona internamente los términos de 
la fracción, diferenciando los conceptos de 
razón y cantidad. El autor hace la distinción 
de estrategias “entre” e “intro” para comparar 
dos fracciones (a1/b1 vs a2/b2), por lo que es 
importante identificar que E7 realiza una es-
trategia “entre”, al comparar los términos de 
una fracción con los de otra (a1 con a2 y b1 con 
b2), mientras que E14 emplea una estrategia 
“intro”, porque compara los términos dentro 
de una misma fracción para establecer una 
razón (a1/b1 =1/1) y luego lo compara con la 
razón en la otra fracción (a2/b2 =1/1).

F. Estrategias multiplicativas (com-
parar razones). Se relaciona el número de 
casos favorables con el número de casos 
posibles, es decir, la parte con el todo, o 
también fracciones formadas por el núme-
ro de casos favorables y desfavorables para 
después compararlas aplicando la regla de 
Laplace. Pocos sujetos del grupo de estu-
dio usan estrategias multiplicativas, que sin 
duda son las más elaboradas y requieren del 
dominio de cálculo con fracciones:

E14: “Porque la caja J tiene un tercio de 
fichas blancas que de fichas negras y la 
K también” (respuesta A, ítem 5).

E17: “Porque la caja H tiene la mitad de 
fichas blancas que de fichas negras y la 
G tiene 1 tercio de fichas blancas que de 
fichas negras” (respuesta B, ítem 4).

Se puede apreciar que E14 establece la 
fracción 1/3 del número de bolas blancas (ca-
sos desfavorables) y negras (casos favorables) 
para compararla con la otra urna. E17, para el 
ítem 4, realiza una comparación de fracciones 
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y se apoya en la representación gráfica ex-
puesta en la Figura 1, donde agrupa los casos 
favorables y los desfavorables para establecer 
de forma más clara una comparación “intro” 
mediante una relación “parte-parte”.

Figura 1. Representación gráfica 
elaborada por E17 en el ítem 4. 
Fuente propia de la investigación.

G. Sesgo de equiprobabilidad. Cuan-
do se consideran todos los sucesos de un 
experimento aleatorio como equiprobables, 
conocido como “sesgo de la equiprobabili-
dad” (Lecoutre, 1992). 

E27: “Porque en ambas cajas hay la mis-
ma probabilidad de sacar una ficha blanca 
o una ficha negra” (respuesta C, ítem 1).

E30: “Puede salir cualquiera” (respuesta 
C, en los ítems 1, 2 y 3). 

H. Disposición de las fichas. Asimis-
mo, hay un porcentaje notable de argumen-
tos asociados a creencias que relacionan la 

disposición espacial de las fichas en la re-
presentación gráfica en el ítem con la proba-
bilidad del evento, también identificadas en 
Cañizares y Batanero (1997). Esto se dio en 
todos los ítems por diferentes estudiantes:

E52: “Tiene la ficha negra a los 8 lados” 
(respuesta A, ítem 1).

E39: “Porque también la negra está en 
la parte superior” (respuesta B, ítem 3).

E48: “Porque la bola negra está de prime-
ra y es mucho mucho más posibilidad de 
la negra que salga” (respuesta C, ítem 5).

I. Otras: Otros argumentos, por ejem-
plo, hacen referencia a la suerte o la forma 
en que se saca la ficha, como mostramos en 
el siguiente ejemplo:

E32: “Pero también puede salirte la 
blanca, ya que todo depende de cómo la 
coja la mano” (respuesta A, ítem 1).  

En la Tabla 3 se resumen las estrategias 
en los diferentes ítems. En el ítem 1, poco 
más de tres cuartas partes realizaron justifi-
caciones asociadas a estrategias pertinentes, 
siendo la estrategia B la más utilizada (72,7 

Tabla 3. Porcentaje de estrategias empleadas en cada ítem (las estrategias correctas se 
han subrayado)

Ítem
Estrategia 1 2 3 4 5

A. Comparar casos posibles 3,6 1,8 20,0 12,7 10,9
B. Comparar casos favorables 72,7 21,8 12,7 23,6 32,7
C. Comparar casos desfavorables 5,5 41,8 5,5 10,9 12,7
D. Comparar casos favorables y desfavorables 5,5 16,4 32,7 29,1 23,6
E. Correspondencia 0,0 0,0 1,8 3,6 7,3
F. Multiplicativas (comparar razones) 1,8 1,8 3,6 1,8 1,8
G. Sesgo de equiprobabilidad 3,6 1,8 1,8 0,0 0,0
H. Disposición de fichas 1,8 10,9 7,3 10,9 7,3
I. Otras 5,5 3,6 10,9 7,3 3,6
No responde 0,0 0,0 3,6 0,0 0,0

Nota: Fuente propia de la investigación.
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CONCLUSIONES

Al analizar las respuestas de los niños 
y las niñas de la muestra en la comparación 
de probabilidades en contexto de urnas, ob-
tuvimos resultados similares a los de otros 
estudios previos con menores de la misma 
edad, que fueron realizados en un periodo en 
que no se impartía ningún tipo de enseñanza 
de la probabilidad elemental en las escuelas. 
Es verdad que, en el momento de pasar el 
cuestionario, los niños y las niñas todavía no 
habían estudiado la parte de probabilidad de 
6º curso, pero sí la de los cursos anteriores. 
Aunque no habían estudiado la cuantificación 
de probabilidades usando la regla de Laplace, 
esto no es vinculante con el éxito en los ítems 
propuestos en el cuestionario, pues el uso de 
la herramienta no es necesario para estable-
cer la comparación de probabilidades pedi-
das, como sucedió en investigaciones pre-
vias con estudiantes de igual edad. Por otro 
lado, el alumnado no estaba acostumbrado a 
comparar dos experimentos diferentes como 
demandan las tareas propuestas, pues había 
trabajado sucesos de un mismo experimento. 
Por todo ello, sería importante ampliar nues-
tro estudio e incluir otro grupo de 7º curso, 
para asegurar que haya realizado tareas de 
comparación de probabilidades similares y, 
así, analizar el efecto de la instrucción.

No obstante, nuestra conjetura es que 
la mayor dificultad de algunos ítems es debi-
da a que solo parte de la muestra han alcanza-
do el correspondiente nivel de razonamiento 
proporcional en la clasificación de Noelting 
(1980a; 1980b). En el 5º curso, el alumna-
do costarricense estudia fracciones propias 
e impropias, homogéneas y heterogéneas, y 
realiza actividades de comparación de frac-
ciones. Pero no se suele utilizar el contexto 
de probabilidad para completar su estudio de 
fracciones y realizar comparaciones.

%) debido a la igualdad de casos desfavora-
bles. En Cañizares y Batanero (1997), apro-
ximadamente dos terceras partes de la mis-
ma edad obtuvieron argumentos pertinentes, 
también la comparación de casos favorables 
fue la más utilizada (48,6 %), pero con ma-
yor porcentaje en estrategias que consideran 
dos variables (10,8 %).

En el ítem 2, el 60 % de estudiantes 
empleó estrategias pertinentes, donde la C 
resultó la más utilizada (41,8 %), lo que es 
natural por haber igual número de casos fa-
vorables. Cañizares y Batanero (1977) obtu-
vieron un porcentaje menor de argumentos 
pertinentes (54,0 %), donde aproximada-
mente el 40 % comparó el número de casos 
desfavorables, como en nuestro estudio. 

Para el ítem 3 se obtuvo un 38,1% de 
argumentos pertinentes, un poco menor que 
el 48,6 % obtenido en Cañizares y Batane-
ro (1997); y mientras nuestro estudiantado 
se centró en la estrategia D (32,7 %), el de 
Cañizares y Batanero (1997) lo hizo en la 
E (43,2 %), que requiere un mayor nivel de 
razonamiento proporcional.

En los ítems 4 y 5 no se alcanzó ni el 
10 % de estrategias correctas, se centró en 
estrategias de una variable, en la compara-
ción de casos favorables y desfavorables, lo 
cual no es oportuno, debido a que el núme-
ro de casos favorables o desfavorables no 
coincide. Esto mismo ocurrió con el ítem 
4 en Cañizares y Batanero (1997), donde 
apenas se obtuvo un 2,7 % de estrategias 
pertinentes en menores de igual edad que 
en nuestro estudio. Hay que recordar que 
este ítem presenta un nivel de razonamiento 
proporcional superior, correspondiente a la 
etapa IIIA (Noelting, 1980a; 1980b). No se 
relaciona el ítem 5 con el estudio de Cañi-
zares y Batanero (1997), pues utilizaron un 
ítem distinto para su estudio.
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construcción de intuiciones correctas sobre 
el azar. Esta recomendación sigue el prin-
cipio de que el conocimiento es construido 
activamente por el sujeto y no recibido pa-
sivamente del entorno (Piaget e Inhelder, 
1951); de ahí surge la importancia de una 
enseñanza activa por parte de los niños, 
también en el campo de la probabilidad.

Nuestro estudio es limitado, debido 
al tamaño de la muestra y su carácter inten-
cional, por lo que nuestro propósito es am-
pliarlo para poder obtener conclusiones más 
generalizables. No obstante, a pesar de estas 
limitaciones, pensamos que la información 
obtenida puede contribuir a la formación de 
docentes que han de impartir el tema.

Como apuntan Alpízar et al. (2012) 
y Alpízar, Chavarría y Oviedo (2015), una 
parte de la muestra de docentes de prima-
ria manifiesta inseguridad al enseñar la 
probabilidad, debido a su débil formación 
didáctica de la probabilidad o por no tener 
experiencia en su enseñanza. Por ello, que-
remos destacar el valor de la información 
que proporciona esta investigación, y más 
en un contexto de implementación curricu-
lar como el que está viviendo este país. 

Este trabajo puede ayudar en los pro-
cesos de capacitación docente y cursos de 
formación del profesorado, apoyar la re-
flexión sobre las demandas cognitivas de las 
tareas planteadas a los niños y las niñas, sus 
formas de razonamiento y posibles sesgos, 
y cómo estos elementos podrían orientar la 
planificación educativa. 
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Nuestra recomendación, entonces, es 
completar el trabajo en probabilidad en la 
Educación Primaria con problemas simila-
res a los mostrados en los ítems del cues-
tionario, donde, primero, únicamente sea 
necesario el trabajo con una variable y el 
razonamiento proporcional requerido sea 
solo de los primeros niveles (ítems 1 y 2). 
Además, en el estudio de fracciones se pue-
den completar con comparaciones de tipo 
parte-parte, ya que actualmente predominan 
las comparaciones parte-todo, y aplicar la 
proporcionalidad a situaciones problema de 
comparación de probabilidades.

Aunque Piaget e Inhelder (1951) seña-
lan que la población infantil trata de comparar 
en primer lugar los casos posibles (estrategia 
A), esta estrategia no apareció con frecuencia 
en nuestro estudio. Coincidimos con Cañiza-
res y Batanero (1997) en que los problemas 
donde los casos favorables son explícitamente 
distinguibles de los desfavorables, el estudian-
tado primero compara los casos favorables 
(estrategia B) antes que los posibles, ya que 
existe una percepción inicial “parte-parte”. 
Esto queda evidenciado en todos los ítems de 
nuestro cuestionario (excepto el 3), donde los 
porcentajes de estrategia B fueron superiores a 
los de estrategia A. Queda claramente refleja-
do en el ítem 1, donde casi las tres cuartas par-
tes optan por la estrategia B, que solo genera 
respuestas correctas en este ítem. 

Es importante, no obstante, que el 
alumnado pase a las siguientes estrategias 
en problemas más elaborados. Pensamos 
que este paso se facilita trabajando con los 
niños y las niñas con material manipulativo, 
donde puedan recrear la situación plantea-
da, exponer sus creencias iniciales y, con 
ayuda del personal docente, corregirlas con 
la experiencia. De acuerdo con Pratt (2000), 
son muchos los materiales a nuestro alcance 
que pueden servir de recursos para apoyar la 
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