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Resumen

En esta investigación, se identifican y describen los argumentos expuestos por un grupo de estudiantes de 
bachillerato, cuando justifican sus respuestas a situaciones geométricas e incorporan el uso del software 
de geometría dinámica GeoGebra. El trabajo muestra que el proceso de argumentación es deficiente en 
un grupo de estudiantes entre 15 y 18 años de la escuela de bachilleres de la Universidad Autónoma de 
Querétaro. A esta agrupación de educandos se le propuso una secuencia de actividades que involucraron 
situaciones referentes a transformaciones isométricas, en las cuales ellos realizaron manipulación de 
applets y construcciones de teselados semirregulares, mediante el uso del software GeoGebra. Se trata de un 
estudio de casos de carácter descriptivo. Para el análisis de los argumentos de los estudiantes, se utilizan las 
configuraciones epistémicas del marco teórico del enfoque ontosemiótico del conocimiento y la instrucción 
matemáticos (EOS) y para el análisis de los resultados, los esquemas de argumentación. Estos resultados 
sugieren que en el proceso de argumentación de los alumnos recurren a los esquemas argumentativos 
empírico y fáctico, evidenciados a través del lenguaje informal y escaso lenguaje matemático. Además, 
la percepción visual, favorecida por el software GeoGebra fue esencial en el desarrollo del proceso de 
argumentación, aunque esta jugó el papel de argumento más que de apoyo a dicho procedimiento.
Palabras clave: Bachillerato; enfoque ontosemiótico; esquemas de argumentación; geometría dinámica; 
GeoGebra; transformaciones isométricas. 
Abstract

This paper identifies and describes the arguments presented by a group of high school students when 
justifying their responses to geometric situations and using GeoGebra, a dynamic geometry software. The 
argumentation process showed to be deficient for the group of 15-18-year-old students from the Universidad 
Autónoma de Querétaro (UAQ) high school. Students were given a sequence of activities involving isometric 
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transformations, in which they manipulated applets and created semi-regular tessellations using the 
GeoGebra software. The research was a descriptive case study. The epistemic configurations of the theoretical 
framework of the Ontosemiotic Approach to Mathematical knowledge and Instruction (OSA) were used for 
the analysis of the students’ arguments, while argumentation schemes were used for the analysis of the 
results. These results suggest that, in the argumentation process, students resort to empirical and factual 
argumentation schemes, which was evidenced by the use of informal language and little mathematical 
language. In addition, the visual perception favored by the GeoGebra software was essential to develop 
the argumentation process, although it played the role of argument rather than a support to the process.
Keywords: high school; ontosemiotic approach; argumentation schemes; dynamic geometry; GeoGebra; 
isometric transformations.
Resumo

Nesta pesquisa, são identificados e descritos os argumentos expostos por um grupo de alunos do ensino 
médio ao justificar suas respostas ante situações geométricas e incorporam o uso do software de geometria 
dinâmica GeoGebra. O trabalho mostra que o processo de argumentação é deficiente em um grupo 
de alunos entre 15 e 18 anos da escola do ensino médio da Universidade Autônoma de Querétaro. Foi 
proposta a esta agrupação de educandos uma sequência de atividades que compreenderam situações 
referentes a transformações isométricas, nas quais eles realizaram manipulação de applets e construções 
de tesselações semirregulares, por meio do software GeoGebra. Trata-se de um estudo de casos de carácter 
descritivo. Para a análise dos argumentos dos estudantes, foram utilizadas as configurações epistémicas 
do referencial teórico do Enfoque Ontosemiótico do Conhecimento e a Instrução Matemática (EOS) e, para 
a análise dos resultados, os esquemas de argumentação. Os resultados propõem que, no processo de 
argumentação, os alunos recorram aos esquemas argumentativos empíricos e fáticos, evidenciados através 
da linguagem informal e escassa linguagem matemática. Além disso, a percepção visual, favorecida pelo 
software GeoGebra, foi essencial no desenvolvimento do processo de argumentação, embora esta tenha 
desempenhado mais o papel de argumento do que de apoio a tal procedimento.
Palavras-chave: ensino médio; enfoque ontosemiótico; esquemas de argumentação; geometria 
dinâmica; GeoGebra; transformações isométricas. 

Introducción

La argumentación matemática es un 
proceso que debe ser fomentado en el aula 
de matemáticas a través de las explicacio-
nes,	justificaciones,	conjeturas,	argumentos,	
demostraciones, de la solución de alguna si-
tuación	problema.	Según	el	plan	de	estudios	
de la Educación Media Superior (EMS) del 
sistema educativo mexicano (SEP, 2017), 
el alumnado debe ser competente para 

argumentar situaciones en las cuales utili-
ce diferentes representaciones matemáticas, 
así como tecnologías digitales como un me-
dio de interacción y comunicación de los 
significados	matemáticos,	donde	la	explica-
ción e interpretación de resultados sean con 
el	fin	de	validar	o	argumentar	la	solución	de	
problemas. Aunque, el proceso de argumen-
tación ha sido relevante en el currículo, este 
se ha impulsado poco por las instituciones 
educativas mexicanas; con la consecuencia 
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de	estudiantes	con	deficiencias	en	el	desar-
rollo	de	este	proceso,	como	muestran	los	úl-
timos resultados (2018) de las pruebas del 
Programme for International Student Asses-
sment (PISA) de la EMS, ya que el 44 % de 
alumnos (de 15 años) alcanzó el nivel míni-
mo (2 o superior) en matemáticas; es decir, 
únicamente	pueden	interpretar	y	reconocer,	
sin	 instrucciones	 directas.	 Como	 se	 sabe,	
PISA evalúa	la	“capacidad	en	que	el	indivi-
duo formula, emplea e interpreta las mate-
máticas en distintos contextos, esto incluye 
razonar matemáticamente y utilizar concep-
tos, procedimientos, herramientas y hechos 
matemáticos	para	describir,	justificar,	expli-
car y predecir fenómenos” (OCDE,	2017,	p.	
64). Además, se reconoce la necesidad de 
incorporar herramientas digitales como un 
medio para representar y relacionar objetos 
matemáticos emergentes en el desarrollo de 
los procesos de enseñanza y aprendizaje de 
las matemáticas.

Asimismo, estas herramientas digita-
les son medios semióticos por los cuales, 
a través de su uso, emerge un proceso de 
transformación del conocimiento, que im-
plica en el individuo el desarrollo de habi-
lidades cognitivas, que evolucionan dentro 
de la interacción social (Mariotti, 2009; 
Rabardel, 2002). Una de estas herramientas 
digitales que ha sido potencialmente aplica-
da en la enseñanza de las matemáticas es el 
software	de	geometría	dinámica	 (SGD),	el	
cual permite generar aprendizaje a través de 
la exploración y experimentación o descu-
brimiento, brindando al usuario un sopor-
te	visual	de	 las	propiedades	y	 significados	
matemáticos. Algunos estudios (Artigue, 
2011; Fiallo, 2010; Larios, 2015; Mariotti, 
2000; Mejía y Molina, 2013; Rojano, 2014) 
dan cuenta acerca del uso de la geometría 
dinámica como un medio para desarrollar la 
argumentación matemática en los alumnos. 

Además, consideran esencial el desarrollo 
del	pensamiento	crítico,	analítico	y	reflexi-
vo para orientarlo a un quehacer matemáti-
co sobre el planteamiento de conjeturas, 
justificaciones	y	explicaciones,	con	el	fin	de	
argumentar situaciones. 

Tomando en cuenta lo anterior, es 
necesario indagar y conocer, entre otros 
hechos, cómo argumentan los alumnos 
cuando utilizan herramientas digitales en 
el aula de matemáticas. El objetivo de este 
estudio	 es	 identificar	 y	 describir	 los	 argu-
mentos manifestados por estudiantes de la 
EMS (entre 15 y 18 años), cuando utilizan 
el	SGD	GeoGebra	en	el	desarrollo	de	situ-
aciones geométricas. Para ello, se parte del 
hecho de que la secuencia de actividades 
propuestas en este estudio fomenta la argu-
mentación matemática. En este documento 
se enfatiza en la actividad que implica la 
construcción de teselados semirregulares 
con la utilización del software GeoGebra.

Marco teórico

Geometría dinámica y proceso de 
argumentación 

De	 acuerdo	 con	 el	National	 Council	
of Teachers of Mathematics (NCTM,	2000), 
las tecnologías son esenciales para enseñar, 
aprender y hacer matemáticas; sin embargo, 
estas no deben ser utilizadas como un rem-
plazo del profesor ni de los conocimientos 
matemáticos a enseñar. En el proceso de 
instrucción, las tecnologías juegan un rol de 
mediador semiótico para favorecer y pro-
piciar	un	aprendizaje	significativo	(Bussi y 
Mariotti, 2008; Mejía y Molina, 2013; Rad-
ford, 2006).	En	particular,	el	SGD	GeoGe-
bra integra herramientas del álgebra y cál-
culo, y permite abordar la geometría desde 
un ambiente dinámico. Además, a través de 
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las diferentes vistas, es posible representar 
familias de objetos geométricos mediante 
la experimentación, manipulación y visua-
lización; esto permite al alumno reforzar 
los	 significados	 generados	 a	 través	 de	 las	
construcciones geométricas y desarrollar 
un proceso de metacognición (Lagrange, 
Artigue, Laborde y Trouche, 2003). En el 
estudio realizado por Sandoval (2009) con 
alumnos de 15 y 18 años, se muestra que 
el uso adecuado del software de geometría 
dinámica puede ayudar a descubrir y cons-
truir nuevos esquemas de uso, llegando a 
ser una herramienta mediadora entre el co-
nocimiento perceptivo y el geométrico. Sin 
embargo, resalta que en este desarrollo es 
fundamental el papel del profesor. Arcavi y 
Hadas (2000)	refieren	a	identificar	un	ciclo	
que ocurre cuando se utiliza la geometría di-
námica en tareas matemáticas, el cual con-
forma la visualización, experimentación, 
sorpresa y retroalimentación; estos aspectos 
constituyen diversas habilidades de cons-
trucción, exploración y manipulación, don-
de el proceso de argumentación es relevante 
para el cierre del ciclo. Por tanto, el apren-
dizaje	del	alumno	es	favorecido	al	justificar	
y argumentar situaciones que involucran la 
exploración, manipulación y construcción 
mediante	el	SGD.	

En este sentido, algunos autores han 
indagado en el proceso de argumentación 
en alumnos (Fiallo y Gutiérrez, 2007; Lara 
y Samper, 2014; Mariotti y Goizueta, 2018; 
Pedemonte, 2007) como parte esencial de 
la	 actividad	 demostrativa.	 De	 estos	 estu-
dios se rescata que para que los alumnos 
desarrollen un proceso de argumentación, 
se requiere madurez matemática durante 
la	justificación	de	conjeturas	en	la	solución	
de un problema. Por otro parte, en el con-
texto escolar el proceso de argumentación 
dista de la demostración formal y rigurosa, 

ya que, por su relación con estructuras axio-
máticas,	 los	alumnos	manifiestan	dificulta-
des al aplicar propiedades que implican un 
razonamiento deductivo (Fiallo,	 Camargo	
y Gutiérrez, 2013; Goizueta, 2015). Ade-
más, el proceso de argumentación mate-
mática está estrechamente relacionado con 
la	validación	de	conjeturas,	justificaciones,	
procedimientos	 y	 resultados,	 con	 el	 fin	 de	
desarrollar un razonamiento deductivo que 
contribuya al desarrollo de la demostración 
formal (Larios, 2015).

Teselados o recubrimientos en el 
plano

Un referente sobre los teselados o re-
cubrimientos en el plano es el artista holan-
dés	Maurits	Cornelis	Escher,	quien	analizó	
patrones de mosaicos de La Alhambra en 
Granada, España, lo que le llevó a realizar 
trabajos importantes referente a las isome-
trías en el plano, la geometría hiperbólica, 
los cuerpos platónicos, etc. Por otro lado, 
Kepler, al realizar un estudio de teselacio-
nes, intentó explicar la armonía del universo 
y sus manifestaciones en términos geomé-
tricos,	 y	 afirmaba	 que	 los	 polígonos	 regu-
lares	eran	figuras	armónicas	y	perfectas	ya	
que, al unir los ángulos interiores de cada 
polígono en un vértice sin dejar espacio o 
hueco entre ellos, se forma una congruencia 
en el plano. 

En concreto, un teselado es un recu-
brimiento	 del	 plano	 con	 figuras	 poligona-
les que no se superponen ni dejan regiones 
sin recubrir. Existen diversos teselados en 
el plano, algunos de ellos son regulares y 
otros son semirregulares. Los primeros se 
construyen con regiones poligonales regu-
lares congruentes, mientras que los semirre-
gulares son los que se forman por dos o más 
regiones poligonales regulares (cada una de 
ellas congruentes entre sí).
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En este estudio, los teselados o recu-
brimientos en el plano son el escenario por 
el cual se tiene acceso al estudio de las iso-
metrías o trasformaciones isométricas (tras-
lación,	rotación,	reflexión	o	simetría	axial),	
a través del uso de herramientas propias de 
la geometría dinámica, particularmente, el 
software GeoGebra. 

Prácticas matemáticas y configura-
ciones ontosemióticas

El enfoque ontosemiótico del conoci-
miento y la instrucción matemáticos (EOS) 
articula nociones institucionales y perso-
nales del conocimiento matemático en los 
procesos de enseñanza y aprendizaje (Go-
dino, Batanero y Font, 2007).	 Desde	 esta	
perspectiva, todas la acciones operativas y 
discursivas descritas por un sujeto; es decir, 
todo lo que puede hacer y decir referente a 
un objeto matemático (p. ej.: tipo de len-
guaje;	verbal,	simbólico,	gráfica,	numérica,	
etc., propiedades, conceptos, argumentos y 
procedimientos) se le llama prácticas ma-
temáticas (Godino y Batanero, 1994). Las 
prácticas matemáticas son relativas al sujeto 
que las realiza; si son desarrolladas por una 
persona, se les llama prácticas matemáticas 
personales; si el sistema de prácticas al re-
solver un campo de problemas es comparti-
do por una comunidad, son llamadas prácti-
cas matemáticas institucionales (Godino et 
al., 2007; Godino, Font, Wilhelmi & Lur-
duy, 2009). 

En las prácticas operativas y dis-
cursivas que realiza un alumno durante la 
solución de un tipo de problema emergen 
conceptos,	 representaciones	 gráficas,	 sim-
bólicas o algebraicas, propiedades, pro-
cedimientos y argumentos, a los cuales en 
el EOS se reconoce como objetos mate-
máticos primarios	 y	 que	 interactúan	 for-
mando una red denominada configuración 

ontosemiótica. Esta noción permite descri-
bir, de manera sistémica, los objetos mate-
máticos intervinientes y emergentes en la 
práctica matemática (Gordillo y Pino-Fan, 
2015) y así se convierte en una herramienta 
potente para analizar a detalle la actividad 
matemática que desarrolla el individuo y los 
procesos de instrucción. 

Las	 configuraciones	 ontosemióticas	
pueden ser epistémicas o cognitivas. Las con-
figuraciones cognitivas se asocian al signifi-
cado del alumno a través de la red de objetos 
matemáticos intervinientes y emergentes en 
el desarrollo de su práctica matemática. En 
cambio,	 las	 configuraciones epistémicas se 
asocian	al	significado	institucional	moviliza-
do a través de la red de objetos matemáticos 
institucionales	o	por	algún	representante	de	
este (Font y Godino, 2006). En este estudio, 
la	 configuración	 epistémica	 se	 utiliza	 para	
analizar a priori las actividades propuestas, 
donde la argumentación matemática es vin-
culada a los esquemas de argumentación; 
mientras	que	la	configuración	cognitiva,	para	
describir	 los	 significados	 de	 los	 alumnos	 a	
través de sus argumentos referentes a las si-
tuaciones propuestas.

Esquemas de argumentación

Las acciones operativas y discursi-
vas que realiza el alumno cuando resuelve 
situaciones problemas que involucran el 
uso de la geometría dinámica incluyen ac-
ciones de construcción, experimentación, 
manipulación, validación, planteamiento de 
conjeturas	 y	 justificación,	 los	mismos	 que	
forman parte de la práctica argumentativa. 
De	 acuerdo	 con	Morales, Rubio y Larios 
(en prensa), la práctica matemática (opera-
tiva o discursiva) se asocia con la práctica 
argumentativa, cuando el alumno respon-
de una situación problema que requiere de 
una	 justificación,	 validación,	 descripción,	
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explicación, argumentación o demostración 
en el proceso de solución del problema, en 
el que puede o no manifestar un razona-
miento lógico–deductivo. 

Se	 pone	 atención	 en	 la	 justificación	
como parte del proceso de argumentación 
matemática.	De	acuerdo	con	Flores (2007), 
el conjunto de acciones y razonamientos 
que un individuo pone en juego para justi-
ficar	y	 explicar	un	 resultado	o	validar	una	
conjetura que emerge de la situación pro-
blema se denomina esquema de argumen-
tación.	 Dicho	 autor,	 al	 realizar	 un	 estudio	
con	profesores	de	bachillerato,	identificó	es-
quemas de argumentación al resolver tareas 
que involucraron la geometría dinámica en 
el desarrollo de la práctica argumentativa. 
En este estudio, los esquemas de argumen-
tación	 permiten	 clasificar	 las	 respuestas	 o	
argumentos manifestados por los alumnos, 
cuando desarrollan actividades mediante el 
uso del software GeoGebra. A continuación, 
se describen los esquemas de argumenta-
ción propuesto por Flores (2007):

• Autoritario. Los argumentos se basan 
en	afirmaciones	hechas	por	alguna	auto-
ridad, esta puede ser, un libro de texto, el 
profesor	del	curso	o	algún	compañero. 

• Simbólicos. El lenguaje matemático 
y símbolos utilizados suelen ser poco 
consistentes. Este tipo de argumentos 
representan conceptos poco claros o 
inventados.

• Fácticos. El alumno recurre a una serie 
de pasos a modo de mecanización o al-
gorítmico. Estos argumentos correspon-
den a esquemas a manera de explica-
ción	o	justificación	de	algún	resultado.	

• Empíricos. El alumno se apoya en he-
chos	 físicos	 o	 en	 un	 dibujo.	 Conside-
rando este hecho como argumento y no 
como un apoyo para el argumento.

• Analíticos. El alumno sigue una serie 
de pasos deductivos, donde no necesa-
riamente llega a una conclusión valida.

En este estudio el esquema de argu-
mentación autoritario no se considera, ya 
que las situaciones propuestas están pensa-
das	para	que	los	alumnos	justifiquen	y	argu-
menten sus respuestas.

Metodología

Este trabajo forma parte de un estudio 
más amplio, el cual se enmarca en el para-
digma fenomenológico desde la perspectiva 
de Cohen,	Manion	y	Morrison	(2018). Esta 
investigación se centra en un estudio de ca-
sos	de	carácter	descriptivo,	intenta	identificar	
y describir argumentos de un grupo de alum-
nos	de	bachillerato	cuando	utilizan	el	SGD	
GeoGebra. Para ello, se propuso una secuen-
cia de actividades que abordaron situaciones 
referentes a la construcción de teselados, las 
que involucraron la manipulación y la explo-
ración de applets en el software GeoGebra 
por parte de los alumnos, así como la apli-
cación de las herramientas necesarias que 
deberían emplear en la construcción de los 
teselados regulares y semirregulares.

Participantes y contexto

El estudio se realizó con un grupo de 
32 estudiantes (edades entre 15 y 18 años) 
que cursaban la asignatura de geometría 
analítica correspondiente al tercer semes-
tre y al segundo ciclo escolar 2018 (agos-
to-diciembre), en la escuela de bachilleres 
de la Universidad Autónoma de Querétaro 
(UAQ).	Por	otro	lado,	con	el	fin	de	dar	a	co-
nocer el objetivo del estudio y el tratamiento 
de los datos recabados, se realizó el proce-
dimiento de consentimiento informado a los 
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tutores responsables de los alumnos, ya que 
el investigador era ajeno a la institución. Las 
actividades propuestas en este estudio se de-
sarrollaron en el laboratorio de matemáticas 
de dicha institución y en horario de clases de 
los alumnos correspondientes, aquí se expo-
nen 4 de las 13 sesiones de 50 minutos cada 
una, por ser las sesiones que abordaron la 
actividad correspondiente a la construcción 
de teselados semirregulares. Además, fue 
necesario el uso de computadoras y del sof-
tware de geometría dinámica GeoGebra, por 
lo que previo a la implementación de activi-
dades, el investigador se aseguró de contar 
con	dicho	software.	Dado	que	el	número	de	
computadoras	 fue	 insuficiente,	 se	 optó	 por	
desarrollar las actividades en parejas, for-
mándose 16 de ellas. Por otra parte, el papel 
del investigador fue del tipo observador par-
ticipante, ya que fue quien guio y monitoreó 
el desarrollo de actividades, en particular, se 
enfocó en atender dudas relacionadas con la 
comprensión de las situaciones propuestas 
en la actividad y el uso del software Geo-
Gebra, ya que la mayoría de los alumnos 
contaban con poco conocimiento de las he-
rramientas	específicas	a	utilizar.	

Instrumentos de recolección de 
datos

Los instrumentos para la recolección 
de datos consistieron en hojas de traba-
jo (actividades) y archivos dinámicos del 
GeoGebra, relacionados con el protocolo 
de construcción de los teselados semirre-
gulares realizados por los alumnos de este 
estudio. Además, se realizaron notas en re-
lación con la interacción expuesta entre las 
parejas de estudiantes cuando manifestaron 
sus argumentos. 

La articulación del EOS con la in-
geniería didáctica

Para el desarrollo de este estudio se 
utilizaron las fases de la ingeniería didáctica 
(ID)	entendida	como	una	clase	especifica	de	
la investigación basada en el diseño, toman-
do como base las herramientas teórico-me-
todológicas del EOS (Godino, Rivas, Artea-
ga, Lasa y Wilhelmi, 2014). Este enfoque 
se	centra	en	la	búsqueda	de	conocimientos	
sobre cómo se construye y se comunica el 
conocimiento matemático, es decir, identi-
ficar	pautas	que	orienten	el	diseño	instruc-
cional. Las fases que se distinguen son: 
estudio preliminar, diseño de experimento, 
implementación y evaluación o análisis ret-
rospectivo. A continuación, se describen las 
fases	de	la	ID	en	términos	del	EOS:	

• El estudio preliminar constituye un 
significado	de	referencia	del	conteni-
do en relación con las acciones ope-
rativas y discursivas que sirven para 
identificar	 el	 significado	 pretendido	
durante el proceso de instrucción. 
Esta fase se asocia a la solución ex-
perta de cada actividad, muestra solo 
algunas situaciones. 

• El diseño de experimento corresponde 
a la selección, secuenciación y análi-
sis a priori de las situaciones proble-
mas a desarrollar en el proceso de ins-
trucción. En esta fase se describe el 
propósito y el tipo de situaciones pro-
puestas, así como el análisis a priori 
de	cada	actividad	a	través	la	configu-
ración epistémica de los objetos mate-
máticos intervinientes y emergentes. 

• La implementación corresponde a la 
observación de interacciones entre 
los individuos y los recursos imple-
mentados. En esta fase se analizan y 
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aplicación de las transformaciones isomé-
tricas fue primordial para lograr la cons-
trucción de los teselados regulares y semi-
rregulares. Por cuestiones de espacio, en 
este estudio se enfatiza en la actividad que 
aborda la construcción de teselados semi-
rregulares, la cual se eligió por ser la que in-
tegró la experiencia ganada por parte de los 
alumnos en una actividad previa, que abor-
dó la construcción de teselados regulares y 
el uso de las transformaciones isométricas 
del GeoGebra. 

El estudio preliminar se desarrolló en 
dos momentos: Por un lado, se realizó la so-
lución experta de la secuencia de activida-
des	 con	el	fin	de	 establecer	un	 significado	
de referencia en relación con lo esperado en 
la práctica argumentativa de los alumnos. 
Asimismo, esta solución experta permitió 
validar el diseño de la secuencia de activi-
dades tanto del contenido matemático como 
de las herramientas a utilizar del software 
GeoGebra. Por otro lado, se realizó el aná-
lisis a priori de cada actividad utilizando la 
configuración	epistémica	de	 las	 trasforma-
ciones	 isométricas,	 que	 permite	 identificar	
la red de objetos intervinientes y emergen-
tes. En la Tabla 1 se presenta el propósito de 
la cuarta actividad y la solución experta de 
las situaciones que la constituyen, las cuales 
se centran en la construcción y argumenta-
ción de teselados semirregulares (formados 
por dos o más polígonos regulares). Para el 
desarrollo de esta actividad se proporcionó 
el concepto de teselado semirregular, con el 
fin	de	que	los	alumnos	tuvieran	noción	so-
bre este, y sugerencias de manera escrita y 
verbal para guiar al alumno a una apropiada 
aplicación de las herramientas del software 
GeoGebra.

clasifican	 los	 argumentos	 manifesta-
dos por los alumnos de este estudio 
mediante los esquemas de argumenta-
ción	 y	 la	 configuración	 cognitiva	 en	
relación con los argumentos.

• La evaluación o análisis retrospectivo 
consiste en una valoración o contraste 
entre lo previsto en el diseño y lo ob-
servado durante la implementación. 
Esta fase corresponde a la valoración 
del análisis a priori y a posteriori de 
las	configuración	epistémica	y	cogni-
tiva.	Así	como	la	reflexión	sobre	el	di-
seño	que	incorpora	el	uso	de	un	SGD.

Diseño de actividades y estudio 
preliminar

En este apartado se abordan las dos 
primeras fases de la ingeniería didáctica, 
donde	el	contenido	en	estudio	se	sitúa	en	el	
contexto de los teselados, como un medio 
de aplicación de las transformaciones iso-
métricas	 en	 el	 plano.	 Dado	 que	 el	 interés	
fue	 identificar	 y	 describir	 los	 argumentos	
manifestados por los alumnos de este estu-
dio,	con	el	fin	de	conocer	cómo	argumentan	
cuando utilizan el software GeoGebra, el 
diseño consistió en una secuencia de cinco 
actividades centradas en el planteamiento 
de preguntas abiertas (situaciones proble-
ma), las cuales se enfocaron en promover 
la argumentación matemática cuando se usa 
un software de geometría dinámica. Este di-
seño fue validado a través de tres expertos 
en el tema, teniendo como referencia la so-
lución experta y un pilotaje previo. 

El diseño de actividades también in-
cluyó situaciones donde los alumnos no 
necesariamente tenían que usar el software, 
principalmente aquellas que abordaron los 
conocimientos previos; sin embargo, estas 
fueron necesarias para guiar y secuenciar 
el desarrollo de las actividades, donde la 
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Tabla 1. Propósito y solución experta de las situaciones referente a los teselados 
semirregulares

Propósito: Realizar la construcción de teselados semirregulares y argumentar el proceso de construcción 
mediante el uso de herramientas de las transformaciones isométricas del software GeoGebra.

Situación problema Solución experta
Se pide la combinación de 
posibles polígonos regulares a 
utilizar para la construcción de un 
teselado semirregular, así como 
la	representación	figural	en	el	
software GeoGebra. 

Se espera que propongan cualquiera de las posibles combinaciones de 
polígonos regulares que conforman un teselado semirregular, las cuales 
pueden ser: 

Si construyeras un teselado semir-
regular y sumaras los ángulos que 
rodean	a	un	solo	vértice	¿Cuál	
sería	el	valor	de	la	suma?	Justifica	
tu respuesta. 

Se debe tener en cuenta el concepto de teselado, el cual se proporciona 
en	la	actividad	previa,	para	identificar	que	la	suma	de	ángulos	en	un	
vértice forma un ángulo de 360°. Lo anterior se puede validar mediante 
la medición de los ángulos interiores de los polígonos que conformen el 
teselado semirregular. 

Se pide construir en el GeoGebra 
tres teselados semirregulares 
(triángulo y cuadrado, triángulo y 
hexágono y triángulo, cuadrado y 
hexágono) aplicando las herra-
mientas de las trasformaciones 
isométricas del GeoGebra.

Si en cualquiera de las construcciones de teselados semirregulares la 
aplicación de las transformaciones isométricas es aplicada correcta-
mente,	el	teselado	debiera	cumplir	con	la	siguiente	definición:	un tese-
lado es un recubrimiento del plano con figuras que no se superponen ni 
dejan regiones sin recubrir.	Así	que	al	aplicar	la	herramienta	de	“arras-
tre” del GeoGebra el teselado preserva sus propiedades.

Si alguien quisiera construir esta 
misma teselación (semirregular), 
¿cómo se lo explicarías? Escribe 
detalladamente el procedimiento 
de construcción del teselado.

En el teselado semirregular, se debe explicar en términos de las her-
ramientas de las transformaciones isométricas: traslación, rotación o 
simetría axial. Por ejemplo, para el caso de la traslación, se debe tener en 
cuenta que los vectores de traslación deben ubicarse sobre cualquiera de 
los lados del polígono a trasladar; en el caso del cuadrado, considerar los 
lados, sin embargo, para el caso del hexágono se deben colocar vectores 
diagonales. 

Nota: Fuente propia de la investigación. 

Dado	que	el	énfasis	se	hace	en	la	ac-
tividad que incorpora la construcción de 
teselados semirregulares (cuarta actividad), 
el respectivo análisis a priori se relaciona 
con los objetos matemáticos primarios (si-
tuaciones,	elementos	lingüísticos,	definicio-
nes, propiedades, procedimientos y argu-
mentos)	de	 la	 configuración	 epistémica	de	
las transformaciones isométricas. En esta 

configuración,	los	argumentos	se	asocian	a	
los esquemas de argumentación (fácticos, 
simbólicos, empíricos y analíticos), que se 
identificaron	cuando	 los	 alumnos	 resolvie-
ron las actividades. En la Tabla 2, se descri-
be el análisis a priori correspondiente a la 
actividad que involucró la construcción de 
teselados semirregulares. 
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Tabla 2. Configuración epistémica de las transformaciones isométricas a través de los teselados
Situaciones problemas
Construir	un	teselado	semirregular	a	partir	de	polígonos	regulares.	Dibujar	a	papel	y	lápiz	las	posibles	com-
binaciones	de	polígonos	regulares	que	servirían	para	construir	un	teselado	semirregular.	Construir	y	verificar	
en	el	software	los	teselados	utilizando	las	transformaciones	geométricas.	Construir	con	el	software	teselados	
semirregulares utilizando cuadrados, triángulos equiláteros y hexágonos.

Elementos lingüísticos
Lenguaje	 verbal:	 formal	 e	 informal;	 Gráfico-software:	 aplicación	 de	 herramientas	 del	 GeoGebra	

;	Gráfico-geométrico:	representación	geométrica	del	teselado	semirregular.

Definiciones/conceptos
Previas: 
Teselado semirregular; Polígono regular;
Ángulo interior de polígono.

Emergentes
Conceptualización	de	teselado	semirregular	y	de	las	
transformaciones isométricas.

Propiedades/proposiciones
Transformaciones	geométricas	como	operaciones	geométricas	que	permiten	crear	una	nueva	figura	a	partir	de	
una previa dada. 
La medida de la suma de ángulos en cada vértice del teselado semirregular es de 360°.
Propiedad de arrastre como herramienta de validación en el teselado regular.

Procedimientos
Previos (matemáticos):
Cálculo	de	 la	 suma	de	medidas	de	ángulos,	 cuando	
los polígonos regulares concurren en un vértice for-
mando un ángulo de 360º.

Emergentes (matemáticos):
Justificar	qué	procedimiento	le	llevaría	el	tener	lados	
comunes entre los polígonos para formar un teselado 
semirregular.

Previos (software):
Uso de herramientas del GeoGebra para la con-
strucción de un teselado con triángulos equiláteros, 
cuadrados y hexágonos. 
Uso de sugerencias para construcción de los teselados.

Emergentes (software):
Construcción	 del	 teselado	 semirregular	 aplicando	
transformaciones isométricas del GeoGebra. 
Exploración	de	la	construcción	para	justificar	el	pro-
cedimiento que llevó a la construcción.

Argumentos
De	tipo	empírico	(visual)	por	el	uso	del	registro	semiótico	gráfico	que	proporciona	el	software	dinámico	en	la	
construcción de teselados, a partir del uso de transformaciones isométricas. 
De	tipo	fáctico,	proporcionados	por	los	cambios	dinámicos	sobre	la	construcción	de	teselados	al	repetir	los	
hechos	de	una	situación	a	modo	de	explicación	o	justificación.
De	tipo	simbólico	a	través	de	los	conceptos	emergentes	en	la	construcción	del	teselado.	
De	tipo	analítico	al	utilizar	un	razonamiento	deductivo	para	justificar	o	explicar	los	movimientos	generados	en	
la dinamicidad de la construcción del teselado semirregular.

Nota: Fuente propia de la investigación.

Análisis y resultados

El propósito de este artículo fue iden-
tificar	y	describir	 los	 argumentos	manifes-
tados por los alumnos de este estudio en el 
contexto de los teselados cuando utilizan el 
software GeoGebra. Para ello, se realizó la 

clasificación	de	argumentos	de	los	alumnos	
considerando los esquemas propuestos por 
Flores (2007),	 así	 como	 la	 configuración	
cognitiva para explicitar la red de objetos 
matemáticos intervinientes y emergentes 
en su proceso de argumentación matemáti-
ca.	La	clasificación	consistió	en	el	análisis	
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de 59 situaciones por pareja, teniendo un 
total de 944 respuestas o argumentos posi-
bles de las 16 parejas. El 16 % del total se 
mostró sin argumento (S/A) debido a que 
no hubo respuesta o argumento por parte de 
los alumnos. Para el esquema de argumen-
tación empírico se asoció a un 52 % de los 
argumentos, las parejas de alumnos basaron 
sus argumentos en describir el hecho físico 
(la construcción) en términos de las herra-
mientas del GeoGebra, donde la percepción 
(visual) fue esencial para la exploración, 
manipulación y construcción. Sin embargo, 
este hecho no formó parte de un argumen-
to razonado. El esquema de argumentación 
fáctico	 se	 identificó	en	un	20	%	de	 los	ar-
gumentos de las parejas de alumnos, ellos 
recurrentemente realizaron explicaciones 
a modo de secuencia de pasos, en particu-
lar, cuando realizaron las construcciones de 
los teselados y se les pedía explicar el pro-
ceso de construcción hecho en el software 

GeoGebra. El esquema de argumentación 
simbólico	fue	identificado	en	un	8	%	de	los	
argumentos de las parejas de alumnos, es de-
cir, ellos utilizaron un lenguaje matemático 
poco apropiado y consistente al expresar y 
describir sus argumentos, más bien, usaron 
un	lenguaje	informal	y	afirmaciones	escasa-
mente argumentadas. Finalmente, el esque-
ma de argumentación analítico	se	identificó	
escasamente, teniendo solo el 4 % de los 
argumentos manifestados por las parejas de 
alumnos. Este esquema se promovió cuando 
tenían que realizar exploración, manipula-
ción o construcción, ya que sus argumentos 
tenían	que	ser	justificados	mediante	los	con-
ceptos de las transformaciones isométricas 
y las herramientas correspondientes en el 
software	GeoGebra.	La	Gráfica	1	muestra	la	
clasificación	antes	mencionada,	referente	al	
número	de	situaciones	que	se	analizaron	por	
las 16 parejas en relación con los esquemas 
de argumentación.

Gráfica 1. Esquemas de argumentación asociados a cada pareja de alumnos

Nota: Fuente propia de la investigación.
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y	orientación	de	 la	figura	 trasladada,	eso	 le	
permitió determinar que la medida del vector 
representa	 una	 distancia	 entre	 figura	 trasla-
dada y su preimagen. Sin embargo, para la 
segunda situación la pareja no asocia la res-
puesta	anterior	con	la	definición	correcta	de	
la traslación geométrica, de esta manera se 
identifica	 una	 discordancia	 entre	 el	 razona-
miento deductivo a partir de la exploración 
y manipulación realizados en la primera si-
tuación y el poco dominio que se concibe en 
relación con el concepto de la traslación.  

La situación mostrada en la Figura 
2 está asociada a la manipulación de polí-
gonos regulares realizada por los alumnos 
mediante un deslizador que representa di-
ferentes medidas de ángulos asociados a 
polígonos regulares en el GeoGebra. El ar-
gumento manifestado en esta situación por 
la pareja 8 corresponde a un esquema de ar-
gumentación simbólica, ya que, aunque la 
respuesta es correcta, por relacionar de ma-
nera ostensiva el concepto de ángulo llano, 

Figura 1. Esquema de argumentación analítico de la pareja 8.

Figura 2. Esquema de argumentación simbólico de la pareja 8.

Para	ejemplificar	los	esquemas	de	ar-
gumentación, se muestran las respuestas de 
la pareja 8, la cual se eligió por tener me-
nor	número	de	situaciones	sin	argumentos	y	
más argumentos analíticos, aunque estos no 
necesariamente fueron evidenciados en la 
actividad correspondiente a la construcción 
de teselados semirregulares. Además, se 
presenta	la	configuración	cognitiva	asocia-
da a las respuestas de esta pareja en relación 
con la construcción de teselados semirregu-
lares, donde sus argumentos se asocian a los 
esquemas	de	argumentación	identificados.

Esquemas de argumentación de la 
pareja 8

La primera situación mostrada en la Fi-
gura 1 se relaciona con el esquema analítico, 
la cual proviene de la exploración y manipu-
lación de un applet que involucra la trasla-
ción	geométrica	de	una	figura.	Por	lo	que	la	
pareja 8 experimenta sobre forma, tamaño 
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manera de explicación de un procedimiento 
de construcción geométrica, cuando aplican 
la herramienta de polígono y traslación del 
GeoGebra. El argumento carece de una ex-
plicación detallada en términos de cada una 
de las herramientas aplicadas del software, 
cuando ampliaron el teselado semirregular. 
Por	ejemplo,	no	refieren	dónde	ubicaron	el	
vector	de	 traslación,	ni	cómo	fue	que	“co-
piaron	 la	 figura”	 para	 generar	 el	 teselado.	
De	 acuerdo	 con	 el	 protocolo	 de	 construc-
ción, los vectores no se ubicaron sobre los 
polígonos base y la traslación se aplicó a un 
conjunto de polígonos, en vez de uno a uno. 
Por lo que al validar la construcción del te-
selado	 aplicando	 la	 herramienta	de	 “arras-
tre”,	 este	 no	 cumplió	 con	 la	 definición	 de	
teselado semirregular.  

En	este	estudio	la	configuración	epis-
témica y cognitiva representan el análisis a 

Figura 3. Esquema de argumentación empírico de la pareja 8.

Figura 4. Esquema de argumentación fáctico de la pareja 8.

cuando este se forma entre dos semirrectas 
de la misma pendiente y comparten un mis-
mo vértice, hay inconsistencia al decir que 
la figura sería plana y recta.

El argumento de la pareja 8 en la Fi-
gura 3 se asocia al esquema de argumen-
tación empírico. Este argumento se basa 
en un hecho físico que los alumnos repre-
sentan a través de un dibujo y al conjeturar 
que la suma de ángulos en cada vértice es 
360°, para posteriormente reproducir en el 
GeoGebra. Además, este argumento des-
prende una conjetura referente al cálculo de 
la suma de ángulos en cada vértice, esto a 
partir del hecho de dibujar triángulos y cua-
drados para determinar que estos polígonos 
formarían un teselado semirregular. 

El argumento de la pareja 8 en la Figu-
ra 4 corresponde al esquema de argumenta-
ción fáctico, recurren a una serie de pasos a 
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priori y a posteriori en relación con la cons-
trucción de los teselados semirregulares. 
En	la	Tabla	3,	se	muestran	los	significados	
personales de la pareja 8 en relación con la 
red de objetos intervinientes y emergentes. 
Referente a los conceptos, la traslación se 
planteó de manera parcial, pero no es apli-
cado de manera correcta en el GeoGebra. 
Además,	la	definición	del	teselado	semirre-
gular	no	es	considerada	al	justificar	el	pro-
ceso de construcción del teselado. Respecto 

a las propiedades de los teselados, estos fue-
ron	validados	mediante	la	prueba	de	“arras-
tre”; sin embargo, la pareja 8 solo aplicó 
está herramienta porque se indicaba en la 
actividad y en las sugerencias, y perdió de 
vista que tenían que usarse para validar la 
construcción correcta del teselado. Además, 
solo se tomó en cuenta que no hubiera espa-
cio entre los polígonos, sin argumentar que 
la medida de la suma de ángulos en cada 
vértice del teselado debiera ser de 360°. 

Tabla 3. Configuración cognitiva asociada a los teselados semirregulares de la pareja 8
Situaciones problemas
Las	situaciones	propuestas	correspondiente	a	los	teselados	semirregulares	(configuración	epistémica).

Elementos lingüísticos

Lenguaje	 verbal:	 informal;	 Gráfico-software:	 aplicación	 de	 herramientas	 del	 GeoGebra	 ; 
Gráfico-geométrico:	representación	geométrica	de	teselado	semirregular.

Definiciones/conceptos
Previas: 
Polígonos regular; ángulo interior de polígono; teselado 
semirregular.

Emergentes
Traslación: “trasladar la figura usando un vector 
para que la distancia entre el triángulo y el vector 
sea la misma”.

Propiedades/proposiciones
Propiedad de arrastre como herramienta de validación en el teselado regular.
La medida de la suma de ángulos en cada vértice del teselado semirregular es de 360°.

Procedimientos
Previos (matemáticos):
Cálculo	no	ostensivo	de	la	suma	de	ángulos,	cuando	al	
unir polígonos regulares en un vértice forman un ángulo 
de 360º.

Emergentes (matemáticos):
Planteamiento de secuencia de pasos del proceso de 
construcción del teselado semirregular. 

Previos (software):
Identificar	las	herramientas	del	software	Geogebra	
para la construcción correcta del teselado 
semirregular.

Emergentes (software):
Exploración y manipulación de applets para hacer 
emergen los conceptos de la traslación. 
Construcción	 de	 teselado	 semirregular	 utilizando	
traslación geométrica.
Validación de la construcción de teselado a través 
de	la	herramienta	de	“arrastre”.

Argumentos
De	tipo	empírico	(visual)	al	aplicar	la	traslación	geométrica	para	la	construcción	del	teselado	semirregular,	
aunque	 este	 no	 es	 definido	 correctamente.	 La	 aplicación	 de	 la	 herramienta	 de	 arrastre	 para	 validar	 la	
construcción, donde preserva las propiedades del teselado semirregular. 
De	tipo	fáctico,	al	justificar	el	proceso	de	construcción	cuando	los	alumnos	repitieron	hechos	y	explicaciones	
en las distintas construcciones de teselados semirregulares.

Nota: Fuente propia de la investigación. 
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Los procedimientos fueron poco detallados 
y estructurados, pues, aunque se aplicó la 
herramienta de traslación, está no fue usa-
da correctamente y tampoco se utilizó para 
explicar a detalle el procedimiento realiza-
do en la construcción del teselado. Mientras 
que los argumentos asociados corresponden 
con	los	esquemas	previstos	en	la	configura-
ción epistémica, el esquema epistémico y el 
fáctico son los más recurrentes por la pareja 
8. Por ejemplo, al utilizar representaciones
figurales para argumentar el tipo de tesela-
do semirregular y que la medida de la suma
de ángulos debiera ser 360° en cada vértice
del teselado semirregular. Aunque aquí es
utilizada esta propiedad, no es mencionada
en el proceso de construcción. Los elemen-
tos lingüísticos utilizados fueron del tipo
verbal e informal, en términos del uso de las
herramientas del GeoGebra.

Discusión y conclusiones

Los resultados de este estudio mues-
tran un despliegue de esquemas argumen-
tativos recurrentes por parte de los alumnos 
en el contexto de la geometría dinámica, 
donde el uso del software Geogebra fue 
fundamental para promover y favorecer el 
proceso de argumentación, así como el apo-
yo al proceso discursivo para la argumen-
tación de las situaciones propuestas. Se ob-
servaron	conflictos	y	dificultades	al	intentar	
argumentar usando conceptos matemáticos 
referentes a las transformaciones isométri-
cas; sin embargo, estos fueron expresados 
en un lenguaje informal, debido al poco do-
minio de la aplicación de las transformacio-
nes isométricas, tanto conceptuales como 
de las del software GeoGebra. Esto llevó a 
los alumnos a limitar sus argumentos, en-
focándose solo en describir lo visualizado 
en el software en términos del uso de sus 

herramientas, lo cual fue evidenciado en la 
elaboración	de	la	configuración	cognitiva.	

La función de arrastre del software 
les permitió a los alumnos validar sus cons-
trucciones y cuestionar las razones por las 
cuales no cumplían con las propiedades de 
los teselados, aunque en otros casos no fue 
relevante el uso de esta función, pues no se 
tomó en cuenta para validar la construcción 
ni en su argumento. Aunque los alumnos 
mostraron poco interés sobre esta función 
que les permitía dar validez, especialmen-
te cuando tenían que construir los teselados 
regulares y semirregulares, manifestaron 
esfuerzos por interpretar, explicar y descri-
bir las propiedades del software, conceptos 
y procedimientos referente a las transforma-
ciones isométricas y argumentos mediante 
un lenguaje informal que representara la 
construcción hecha en el software. En con-
cordancia con Mariotti (2000),	 los	 signifi-
cados matemáticos referentes a polígonos, 
ángulos y transformaciones isométricas, 
que evidenciaron los alumnos a través del 
uso del software, están relacionados con las 
potencialidades que ofrece la geometría di-
námica. En el análisis de los argumentos se 
identificó	que	el	esquema	utilizado	con	ma-
yor frecuencia fue el empírico, este corres-
ponde a un poco más de la mitad del total de 
las situaciones problema. Las característi-
cas principales mostradas por los esquemas 
empíricos fueron que los alumnos argumen-
taron en términos de la experimentación y 
manipulación del software, esto los llevó a 
mostrar argumentos descriptivos en función 
de lo observado y del uso de las herramien-
tas del software GeoGebra.

El esquema de argumentación fáctico 
fue	el	segundo	en	abarcar	un	mayor	núme-
ro de situaciones problema. Se caracterizó 
por apreciar una argumentación poco es-
tructurada, ya que los alumnos, a través de 
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la	percepción	visual,	comúnmente	repetían	
un argumento generalizado, sin considerar 
un	 razonamiento	 analítico	 y	 reflexivo	 de	
acuerdo con la situación planteada y sus re-
laciones. Este esquema mostró una recopi-
lación	de	explicaciones	y	justificaciones,	en	
el sentido de evidenciar una serie de pasos 
para realizar construcciones y argumentos 
basados en la visualización. Se coincide 
con Flores (2007) en que la estructura de 
estos tipos de esquemas el razonamien-
to deductivo no se ve favorecida ya que 
la organización de proposiciones, el uso 
del lenguaje y conceptos son imprecisos. 
Las características del esquema simbólico 
fueron	significativas	aun	cuando	el	análisis	
epistémico no lo evidenció en el desarrollo 
de las actividades. Este esquema muestra 
poca organización sobre el uso de conceptos 
y	lenguaje	matemático,	puesto	que	común-
mente el argumento presentó inconsistencia 
y poca claridad. A pesar de los esfuerzos de 
los alumnos, este tipo de esquema mostró 
afirmaciones	 que	 carecían	 de	 argumento	
matemático, pues los alumnos más bien re-
currían a explicaciones mediante el uso del 
lenguaje informal. El esquema analítico fue 
el	menos	 recurrente,	pues	 este	únicamente	
se	identificó	en	un	4	%	del	total	de	las	situa-
ciones a pesar de que el diseño lo promovió 
en casi todas las actividades. En los pocos 
casos en que se presentó, la característica 
principal de este esquema fue que los alum-
nos recurrieron a explicaciones relaciona-
das con el uso de conceptos con poca pre-
cisión, donde el uso de herramientas juega 
el papel de argumento más que como apoyo 
al proceso de argumentación. 

Es necesario reconocer que la prácti-
ca argumentativa va más allá de un apren-
dizaje pasivo en el aula, pues se requiere 
que se integre un diseño apropiado de activ-
idades apoyadas por el uso de tecnologías 

digitales que promuevan el pensamien-
to	 analítico	 y	 reflexivo	 del	 alumno.	Cabe	
mencionar que es necesario tener en cuenta 
que el papel del profesor en un proceso de 
argumentación es fundamental.
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