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122 M. TEJEDOR – C. VANHILLE

Resumen

En este artículo de recolección e investigación se estudia la propa-
gación de ondas ultrasónicas en líquidos con burbujas de gas. Estos medios
son extremadamente no lineales, una pequeña fracción de vacío cambia
drásticamente las propiedades acústicas del medio. Las burbujas de gas
no sólo producen una alta no linealidad, sino que también producen fenó-
menos de dispersión y atenuación que son muy importantes para el com-
portamiento ultrasónico. Se presentan aquí varios resultados obtenidos
mediante un modelo numérico desarrollado previamente (basado en el
método de los volúmenes finitos en la dimensión espacial y en el método
de las diferencias finitas en el dominio temporal) que permite analizar al-
gunos efectos complejos asociados a este problema. El modelo resuelve
un sistema diferencial que acopla las oscilaciones no lineales de las burbu-
jas y el campo acústico. Nos centramos principalmente en entender como
potenciar la generación de nuevas frecuencias (armónicos y subarmónicos
a partir de una fuente de una frecuencia y frecuencias suma y diferencia a
partir de una fuente de dos frecuencias) teniendo en cuenta algunos aspec-
tos como el tipo de cavidad, el suavizado y optimización del medio.

Palabras clave: Acústica no lineal; líquidos con burbujas; ultrasonidos;
modelos numéricos.

Abstract

In this survey article we study the propagation of ultrasonic waves in
liquids with gas bubbles. These media are extremely nonlinear. A tiny
void fraction changes the properties of the medium drastically. The gas
bubbles not only produce high nonlinearity, but also introduce dispersive
phenomena and attenuation that can be decisive for the ultrasonic behav-
ior. Several results obtained by a numerical model previously developed
(based on the finite-volume method in the space dimension and the finite-
difference method in the time domain) are presented here, which allow us
to analyze some complex effects associated with this problem. The model
solves a differential system that couples the nonlinear oscillations of the
bubbles and the acoustic field. We mainly focus on understanding how to
enhance the generation of new frequencies (harmonics and subharmonics
from a one-frequency source and sum and difference frequencies from a
two-frequency source) taking into account some aspects such as cavity
type, smoothing and optimization of the medium.

Keywords: Nonlinear acoustics; bubbly liquids; ultrasound; numerical models.
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NUMERICAL MODEL FOR ULTRASOUND IN BUBBLY LIQUIDS 123

1 Introducción

Los medios con varias fases son muy interesantes debido a que nos permiten
sacar partido a diferentes propiedades de las fases que los componen.
En particular, los líquidos con burbujas lo son, puesto que una muy pequeña
cantidad de gas en forma de burbujas transforma drásticamente las propiedades
del líquido, cambiándolo a un medio extremadamente no lineal, muy dispersivo
y cuya atenuación aumenta en varias órdenes de magnitud [4].

Debido a ese gran aumento de la no linealidad cuando un campo acústico
se propaga a través de un medio con burbujas ocurren efectos muy interesantes
como es la generación de nuevas frecuencias. Se producen frecuencias múltiplos
o submúltiplos cuando la onda que se propaga es de una frecuencia y se generan
también la suma y la diferencia de frecuencias cuando se propaga una onda con
varias frecuencias. [5, 1].

Generar nuevas frecuencias es muy interesante, nos permite aprovechar
propiedades de varias frecuencias al mismo tiempo. Las frecuencias mayores
(armónicos, frecuencia suma) nos proporcionan, a partir de una frecuencias de
menor atenuación, unas frecuencias con una mayor resolución [12]. Sin embargo,
generar frecuencias menores (subarmónicos, frecuencia diferencia) nos propor-
ciona, a partir de unas frecuencias de mayor resolución unas frecuencias de
menor atenuación y que por tanto van a poder viajar más lejos [11, 1].
Generar unas u otras dependerá de la aplicación [6, 2, 3].

En este trabajo de investigación, disponible también en una presentación en
versión online [10], se presentan resultados parcialmente publicados mediante
un modelo numérico desarrollado anteriormente [8], intentamos comprender la
generación de nuevas frecuencias, así como estudiar qué mecanismos influyen
en su producción a fin de potenciarlas. En la Sección 2 se presenta el modelo
matemático que se utiliza para describir este fenómeno físico. En la Sección 3 se
presentan varios resultados, en primer lugar con fuentes de una frecuencia (Sec-
ción 3.1) para obtener frecuencias mayores, Sección 3.1.1, y menores, Sección
3.1.2. También se muestran resultados para fuentes de dos frecuencias (Sección
3.2) para estudiar la frecuencia diferencia, Sección 3.2.1, y la frecuencia suma,
Sección 3.2.2. Finalmente en la Sección 4 se dan las conclusiones derivadas de
este trabajo.

2 Modelo matemático

Se considera un campo ultrasónico que se propaga a través de un líquido con
una alta densidad de pequeñas burbujas de aire distribuidas de forma uniforme
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124 M. TEJEDOR – C. VANHILLE

en una cavidad unidimensional cuyo dominio es desde x = 0 a x = L, siendo x
la coordenada espacial.

La interacción no lineal entre el campo de presión acústica p(x, t) y las
vibraciones de las burbujas v(x, t) = V (x, t) − v0g (variación de volumen
respecto al volumen inicial), puede describirse mediante el sistema de
ecuaciones diferenciales formado por la ecuación de onda (1) y una ecuación
de Rayleigh-Plesset (2), donde t es el tiempo, Tt es el tiempo total que dura
el experimento, V es el volumen de la burbuja, y v0g = 4

3πR
3
0g es el volumen

inicial de la burbuja, de radio R0g.

∂2p

∂x2
− 1

c20l

∂2p

∂t2
= −ρ0lNg

∂2v

∂t2
, 0 < x < L, 0 < t < Tt, (1)

∂2v

∂t2
+ δω0g

∂v

∂t
+ ω2

0gv + ηp = av2 + b

(
2v

∂2v

∂t2
+

(
∂v

∂t

)2
)
,

0 ≤ x ≤ L, 0 < t < Tt.

(2)

En la Ecuación (1), c0l y ρ0l son respectivamente la velocidad de propagación
del sonido y la densidad en el estado de equilibrio del líquido, Ng es la densidad
de las burbujas, el término ρ0lNg

∂2v
∂t2

está asociado a la influencia de las burbujas
sobre el campo acústico [4][5].

En la Ecuación (2), δ = 4νl/ω0gR
2
0g es el coeficiente de amortiguación

viscosa del líquido con burbujas, en el que νl es la viscosidad cinemática del
líquido, ω0g =

√
3γgp0g/ρ0lR

2
0g es la frecuencia de resonancia de las burbujas,

en la que γg es la cociente de calores específicos del gas, p0g = ρ0gc
2
0g/γg es

su presión atmosférica, ρ0g y c0g son la densidad y la velocidad del sonido en
el estado de equilibrio del gas, por tanto el término δω0g

∂v
∂t está asociado a la

viscosidad. El parámetro η = 4πR0g/ρ0l es una constante y está asociado a
la influencia del campo acústico sobre la burbuja. a = (γg + 1)ω2

0g/2v0g y
b = 1/6v0g son los coeficientes no lineales correspondientes a la ley adiabática
del gas y a la dinámica de las burbujas [4][5].

Las condiciones iniciales son las siguientes:

p(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0,
∂p

∂t
(x, 0) = 0,

∂v

∂t
(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ L. (3)

La fuente de presión que se denota por s(t) situada en x = 0, es una
función de presión sinusoidal de una frecuencia (Sección 3.1) o de dos frecuen-
cias (Sección 3.2):

s(t) = p(x = 0, t), 0 ≤ t ≤ Tt. (4)
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NUMERICAL MODEL FOR ULTRASOUND IN BUBBLY LIQUIDS 125

Como condiciones de contorno se tiene, en cada caso, bien condición de
pared libre (5) o bien pared reflectante (6) en x = L:

p(L, t) = 0, 0 ≤ t ≤ Tt, (5)

∂p

∂x
(L, t) = 0, 0 ≤ t ≤ Tt. (6)

Este modelo considera que las burbujas son la única fuente atenuación,
dispersión y no linealidad. Se asumen también las siguientes restricciones
físicas: las burbujas tienen el mismo tamaño, son esféricas y oscilan en su primer
modo radial, se desprecia su tensión superficial, y que oscilan a amplitud finita
pero moderada (no se modela el colapso), no irradian sonido, se utiliza la ley
adiabática de los gases, y su amortiguación térmica se considera despreciable.
Además, la fracción de vacío del medio debe ser muy inferior a uno, y no se
tienen en cuenta las fuerzas de empuje, de Bjerknes y de arrastre viscoso [4][12].

Este sistema diferencial (las Ecuaciones (1)-(4) junto a la Ecuación (5) o
la Ecuación (6)) se resuelve utilizando el modelo numérico desarrollado en [8].
Este modelo está basado en el método de volúmenes finitos en la dimensión
espacial y en el método de diferencias finitas en la dimensión temporal. Se han
utilizado 100 volúmenes por cada longitud de onda λ y 400 puntos temporales
por periodo de la frecuencia f en cada apartado de la Sección 3.

3 Resultados

Se usan los siguientes datos para el líquido con burbujas: c0l = 1500 m/s,
ρ0l = 1000 kg/m3, y νl = 1.4310−6 m2/s para el líquido (agua) y
c0g = 340 m/s, ρ0g = 1, 29kg/m3, y γg = 1, 4 para el gas (aire).
En todos los casos el tiempo total del experimento es lo suficientemente alto
como para garantizar que se alcanza el régimen estacionario.

3.1 Fuente de una frecuencia f

En este apartado se usa una fuente continua de presión s(t) = p0sen(ωt),
ω = 2πf y diferentes condiciones de contorno según las frecuencias que se
quieran generar.
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126 M. TEJEDOR – C. VANHILLE

3.1.1 Generación de armónicos

3.1.1.1 Cavidad L = λ/4 vs. cavidad L = λ/2

En este apartado se usa la condición de contorno, Ecuación (5), con dos longi-
tudes de resonador L = λ/4 y L = λ/2, con f = 200 kHz y R0g = 2, 5 µm, y
la densidad de la burbujas es Ng = 5 × 1011 m−3 para ver qué cavidad parece
más idónea para generar armónicos. En la Figura 1 se muestra la FFT (transfor-
mada rápida de Fourier) de la cavidad de longitud L = λ/4 con una amplitud de
presión en la fuente baja p0 = 1 Pa donde tan sólo aparece la f fundamental,
(con una amplitud del 100% respecto a p0, como era de esperar). En la Figura 2
se muestra la FFT de la cavidad de longitud L = λ/4 con una amplitud de pre-
sión en la fuente de p0 = 25 kPa, como se puede observar se obtienen ampli-
tudes de 100% para f , 53, 7% para 2f , 4, 6% para 3f y 2, 7% para 4f respecto a
p0.
En la Figura 3 se muestra la FFT de la cavidad de longitud L = λ/2 con una am-
plitud de presión en la fuente de p0 = 250 Pa, se obtienen amplitudes de 6900%
para f , 209% para 2f , 103% para 3f y 9, 6% para 4f respecto a p0. Como se
puede observar con amplitudes de la fuente muy diferentes se obtienen ampli-
tudes de frecuencias de la fuente del mismo orden de magnitud pmax = 25 kPa
(Figura 2) y pmax = 17, 25 kPa (Figura 3), la principal diferencia es donde se
sitúa el máximo, para el resonador L = λ/4 se situa en x = 0 y para el resonador
L = λ/2 se situa en x = λ/4. Si nos fijamos en las amplitudes de los armónicos
(respecto a la amplitud de la fuente) se observa que las amplitudes son mucho
mayores cuando la longitud del resonador es L = λ/2, la mejora es del orden
del 150% respecto a p0, como se observa en la Figura 4.

3.1.1.2 Resonancia no lineal

En este apartado se sigue considerando el mismo tipo de condición de
contorno de pared libre, Ecuación (5), y una longitud de resonador L = λ/2 y
burbujas de R0g = 2, 5 µm con densidad Ng = 5× 1011 m−3, para potenciar la
generación de armónicos, esta vez teniendo en cuenta el suavizado
del medio [9]. Cuando las amplitudes aumentan ocurre que la velocidad de pro-
gación del ultrasonido disminuye y eso hace que la longitud de la onda no encaje
a la perfección en la cavidad (se pierde la resonancia) y por tanto no se obtiene
un nivel óptimo de frecuencia fundamental y por tanto de armónicos. Para cada
amplitud se busca cual es la nueva frecuencia de resonancia de la cavidad para
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Figura 1: FFT en la cavidad L = λ/4, con amplitud en la fuente presión de p0 = 1 Pa,
y condición de contorno de pared libre, Ecuación (5). Los porcentajes son
respecto a p0.
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Figura 2: FFT en la cavidad L = λ/4, con amplitud en la fuente presión de
p0 = 25 kPa, y condición de contorno de pared libre, Ecuación(5).
Los porcentajes son respecto a p0.

así obtener mayores amplitudes de frecuencia fundamental y por tanto de ar-
mónicos. En la Figura 5 se muestra como varía la f de resonancia de la cavidad
en función de la amplitud de la fuente de presión. En la Figura 6 se muestra la
amplitud en toda la cavidad que tienen el segundo, tercer y cuarto armónico con-
siderando la resonancia lineal (líneas continuas) y las amplitudes del segundo,
tercer y cuarto armónico considerando la resonancia no lineal (líneas disconti-
nuas). Como se puede observar, teniendo en cuenta la propiedad del suavizado
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128 M. TEJEDOR – C. VANHILLE

Figura 3: FFT en la cavidad L = λ/2, con amplitud en la fuente presión de
p0 = 250 Pa, y condición de contorno de pared libre, Ecuación (5).
Los porcentajes son respecto a p0.

Figura 4: Detalle de la FFT en la cavidad L = λ/2, con amplitud en la fuente pre-
sión de p0 = 250 Pa, condición de contorno de pared libre, Ecuación(5).
Los porcentajes son respecto a p0.

del medio se obtienen amplitudes que mejoran en torno al 200% para los tres
armónicos considerados.

3.1.1.3 Optimización del medio

Como hemos visto hasta ahora, los líquidos con burbujas son muy
interesantes para generar nuevas frecuencias. En este caso se ha hecho un

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 30(1): 121–139, Ene–Jun 2023



NUMERICAL MODEL FOR ULTRASOUND IN BUBBLY LIQUIDS 129

f (Hz)
×10

5

1.975 1.98 1.985 1.99 1.995 2 2.005 2.01 2.015

p
m

a
x

 (P
a)

×10
4

0

0.5

1

1.5

2

2.5
1 Pa

25 Pa

50 Pa

75 Pa

100 Pa

125 Pa

150 Pa

175 Pa

200 Pa

225 Pa

250 Pa

Figura 5: Presión máxima de la frecuencia fundamental f en la cavidad en función de
la f fuente para diferentes amplitudes, longitud de resonador L = λ/2, y
condición de contorno de pared libre, Ecuación(5).
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Figura 6: Amplitudes de presión de 2fNL, 3fNL, 4fNL teniendo en cuenta el
suavizado (líneas discontinuas) y amplitudes presión de 2fL, 3fL, 4fL
sin tener en cuenta el suavizado del medio (líneas continuas), longitud de
resonador L = λ/2, y condición de contorno de pared libre, Ecuación (5).

estudio, para una frecuencia f = 200 kHz y una cantidad de aire fija, para
ver qué medio es más interesante para generar armónicos, un medio con más
burbujas más pequeñas o uno con menos burbujas pero más grandes. En este
caso se trabaja con una longitud de resonador L = λ/4 para controlar mejor
la amplitud máxima que se alcanza en la cavidad, y una amplitud en la fuente
p0 = 20 kpa. En la Figura 7 se representa el valor máximo de amplitud de
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presión para el segundo armónico en función del cociente entre la f de la fuente
y la frecuencia de resonancia de la burbuja f0g. Como se puede observar cuanto
mayor es el cociente entre f/f0g más amplitud tiene el segundo armónico, lo
cual se traduce en cuantas más burbujas más pequeñas más amplitud del segundo
armónico se obtiene.
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Figura 7: Amplitud de presión máxima para 2f para una misma cantidad de aire (varía
la cantidad y el tamaño de las burbujas) en función de el cociente f/f0g,
longitud de resonadorL = λ/4, p0 = 20 kPa, y condición de contorno de
pared libre, Ecuación (5).

3.1.2 Generación de subarmónicos

Con una fuente de una frecuencia también podemos generar subarmónicos.
En este caso la condición de contorno que usamos es pared reflectante, Ecuación
(6), y dos longitudes de resonador L = λ/2 y L = λ con frecuencia fuente
f = 300 kHz y radio de la burbuja R0g = 2, 5 µm y densidad
Ng = 5× 1011 m−3.

3.1.2.1 Cavidad L = λ/2

Cuando la amplitud es baja p0 = 1Pa tras aplicar la FFT, sólo aparece la
frecuencia f de la fuente como se muestra en la Figura 8, sin embargo cuando
aumentamos la amplitud a p0 = 14 kPa, además de f aparecen varias
frecuencias como se observa en la Figura 9, entre ellas una de gran amplitud
f/2 con amplitud pmf/2 = 35, 7kPa (255% respecto p0). Este comportamiento
resulta que no es progresivo, sino que tiene un comportamiento abrupto, hay
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que superar un cierto umbral de presión para que aparezca esta frecuencia [7].
Además, una vez que se ha generado dicha frecuencia el crecimiento parece ser
lineal con la amplitud de la fuente, como se ve en la Figura 10.
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Figura 8: FFT en la cavidad L = λ/2, p0 = 1 Pa, condición de contorno (6).
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Figura 9: FFT en la cavidad L = λ/2, p0 = 14k Pa, condición de contorno (6).
Los porcentajes son respecto a p0.

3.1.2.2 Cavidad L = λ

Cuando la amplitud es alta con esta longitud de resonador, tras aplicar la FFT,
p0 = 14 kPa aparecen varias frecuencias como se puede observar en la Figura
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Figura 10: Amplitud máxima de f/2 en función de la amplitud de la fuente,
L = λ/2, condición de contorno (6).

11, entre ellas dos de gran amplitud f/4 y 3f/4 con amplitudes
pmf/4 = 18, 62kPa (133% respecto p0) y pm3f/4 = 12, 32kPa (88% respecto
p0). Este comportamiento tampoco es progresivo, sino que tiene un compor-
tamiento abrupto, hay que superar un cierto umbral de presión para que aparez-
can estas frecuencias. Además, una vez que se han generado dichas frecuencias
el crecimiento parece ser lineal con la amplitud de la fuente como se puede
observar en la Figura 12.
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Figura 11: FFT en la cavidad L = λ, p0 = 14 kPa, condición de contorno (6).
Los porcentajes son respecto a p0.
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Figura 12: Amplitud máxima de f/4, 3f/4 en función de la amplitud de la fuente,
L = λ, condición de contorno (6).

3.2 Fuente de dos frecuencias f1, f2
En este apartado se usa una fuente continua de presión s(t) = p0(sen(ω1t) +
sen(ω2t)), ω1 = 2πf1 y ω2 = 2πf2, f1 = 700 kHz, f1 = 900kHz,
R0g = 2, 5 µm, L = λd/2 y la condición de contorno (5). Cuando se tiene una
baja amplitud de la fuente p0 = 1Pa, una vez aplicada una FFT, se
obtiene la Figura 13, sin embargo cuando aumentamos la amplitud de la fuente
a p0 = 7, 5 kPa, se generan frecuencias menores, como la frecuencia diferencia
fd = f2−f1 con amplitud pmfd

= 10, 3kPa (136% respecto a p0), y frecuencias
mayores, como la frecuencia suma fs = f2+f1,con amplitud pmfs = 3, 38kPa
(45% respecto a p0) tal y como se observa en la Figura 14.

3.2.1 Generación de frecuencia diferencia, cavidad L = λd/2

En este caso vamos a aprovechar el fenómeno de suavizado del medio para
amplificar la generación de la fd. En la Figura 15 se muestra cómo varía la
fd de resonancia de la cavidad en función de la amplitud de la fuente. En la
Figura 16, se muestra cómo mejora su generación teniendo en cuenta este efecto
(líneas discontinuas) y sin tenerlo en cuenta (líneas continuas). Como se puede
observar su generación mejora en torno a un 200%.
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Figura 13: FFT en la cavidad L = λd/2, p0 = 1 Pa, condición de contorno (5).
Los porcentajes son respecto a p0.

Figura 14: FFT en la cavidad L = λd/2, p0 = 7, 5 kPa, condición de contorno (5).
Los porcentajes son respecto a p0.
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Figura 15: Amplitud máxima de fd en la cavidad en función de fd para
diferentes amplitudes, L = λd/2, condición de contorno (5).
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Figura 16: Amplitudes de f1NL, f2NL, fdNL teniendo en cuenta el suavizado (líneas
discontinuas) y f1L, f2L, fdL sin tenerlo en cuenta (líneas continuas),
L = λd/2, p0 = 7, 5 kPa, condición de contorno (5).
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3.2.2 Generación de frecuencia suma, cavidad L = λs/2

En este caso vamos a aprovechar el fenómeno de suavizado del medio para
amplificar la generación de la fs. En la Figura 17 se muestra cómo varía la fs de
resonancia de la cavidad en función de la amplitud. En la Figura 18, se muestra
cómo mejora su generación teniendo en cuenta este efecto (líneas discontinuas)
y sin tenerlo en cuenta (líneas continuas) con una amplitud de p0 = 9 kPa.
Como se puede observar su generación mejora en torno a un 150% respecto a la
amplitud de la fuente.
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Figura 17: Amplitud máxima de fs en la cavidad en función de fs para diferentes am-
plitudes, L = λs/2, condición de contorno (5).

4 Conclusiones

Desarrollar modelos numéricos permite estudiar y comprender fenómenos
físicos no lineales complejos. Aquí consideramos fenómenos no lineales que
tienen lugar cuando un campo ultrasónico se propaga a través de un líquido con
burbujas, principalmente la generación de nuevas frecuencias. Generar nuevas
frecuencias es interesante ya que permite aprovechar propiedades de varias
frecuencias al mismo tiempo. Generar frecuencias mayores a partir de otras
menores permite tener frecuencias con una mayor resolución espacial a partir
de otras de menor atenuación, esto podría ser útil en el campo del diagnóstico
por ultrasonidos usando burbujas como agente de contraste. Generar frecuen-
cias menores a partir de otras mayores permite tener frecuencias con una menor
atenuación y que por tanto podrán alcanzar distancias mayores a partir de otras
de otras de una longitud de ondas más corta, esto podría ser útil en el campo de
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Figura 18: Amplitudes de f1NL, f2NL, fsNL teniendo en cuenta el suavizado (líneas
discontinuas) y f1L, f2L, fsL sin tenerlo en cuenta (líneas continuas),
L = λs/2, p0 = 9 kPa, condición de contorno (5).

las telecomunicaciones subacuáticas. Hemos visto que a partir de una fuente de
una frecuencia podemos generar frecuencias mayores, armónicos, que podemos
potenciar teniendo en cuenta la resonancia de la frecuencia fundamental,
el suavizado del medio y la optimización del medio para cada frecuencia y can-
tidad de aire dadas. También, a partir de una fuente de una frecuencia se pueden
generar subarmónicos, que tienen un comportamiento abrupto, y que a partir de
una frecuencia umbral se comportan de manera lineal. A partir de una fuente de
dos frecuencias podemos generar frecuencias menores (frecuencia diferencia)
y frecuencias mayores (frecuencia suma), las cuales podemos potenciar con-
siderando la resonancia para esas frecuencias y teniendo en cuenta el suavizado
del medio.

Todos estos efectos son extrapolables a varias dimensiones, en trabajos
futuros se esperan poder hacer los cálculos pertinentes.
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