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114 H. PASTÉN

Resumen

Es sabido que se obtendría una solución negativa al décimo problema
de Hilbert para el anillo de enteros OF de un campo de números F si Z
fuera diofantino en OF . Denef y Lipshitz conjeturaron que esto último
ocurre para todo F . En esta nota se demuestra que la conjetura de Denef
y Lipshitz es consecuencia de una conocida conjetura sobre superficies
elípticas.
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Abstract

A negative solution to Hilbert’s tenth problem for the ring of integers
OF of a number field F would follow if Z were Diophantine in OF .
Denef and Lipshitz conjectured that the latter occurs for every number
field F . In this note we show that the conjecture of Denef and Lipshitz is a
consequence of a well-known conjecture on elliptic surfaces.

Keywords: Hilbert’s tenth problem; rings of integers; elliptic surfaces; elliptic
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1 Introducción

En 1900 Hilbert propuso una famosa lista de 23 problemas, el décimo de los
cuales pedía un algoritmo para decidir la existencia de soluciones enteras a
ecuaciones diofantinas. Este problema fue resulto negativamente en 1970
[3, 10] y a partir de esa solución negativa se han investigado varias extensiones
a otras estructuras. Uno de los casos abiertos más destacados es el de anillos
de enteros de campos de números. En este contexto el problema se ha resuelto
negativamente para el anillo de enteros OF de varios tipos de campos de números
F ; ver [4, 6, 5, 16, 21, 22, 25, 12, 7, 18, 8]. Sin embargo, el caso general sigue
abierto y se espera una respuesta negativa. En efecto, si Z es diofantino en
OF (ver la definición de “conjunto diofantino” en la sección siguiente) entonces
el análogo del décimo problema de Hilbert en OF tiene respuesta negativa,
mientras que Denef y Lipshitz [6] propusieron:

Conjetura 1.1 (Denef–Lipshitz). El anillo Z es diofantino en OF para todo
campo de números F .
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Aunque la conjetura de Denef y Lipshitz sigue abierta en general, los
trabajos de Mazur–Rubin [11] y de Murty–Pasten [14] muestran que es
consecuencia de conjeturas estándar sobre curvas elípticas. En esta nota se dará
evidencia adicional, demostrando que la conjetura de Denef y Lipshitz también
es consecuencia de una conocida conjetura sobre superficies elípticas.

Cabe destacar que los trabajos [11] y [14], así como también el presente
artículo, se basan en un criterio desarrollado por Poonen y Shlapentokh [23] que
reduce la conjetura de Denef–Lipshitz a un problema de curvas elípticas; ver los
detalles en la sección siguiente.

Dado un campo de números K, sea π : X → P1 una superficie elíptica sobre
K con una sección distinguida σ0 : P1 → X . Por [9] sabemos que el grupo
de secciones MW(X,π,K) definidas sobre K con neutro σ0 es finitamente
generado. Para todos salvo finitos t ∈ P1(K) la fibra Xt es una curva
elíptica y se tiene el morfismo de especialización espt : MW(X,π,K) →
Xt(K) dado por σ 7→ σ(t). Mejorando resultados de [15], Silverman [24]
demostró lo siguiente (donde rg es el rango):

Teorema 1.2 (Silverman). El morfismo de especialización espt es inyectivo para
todos salvo finitos t en P1(K). Así, para todos salvo finitos t en P1(K) se tiene
que rgXt(K) ≥ rgMW(X,π,K).

Así, es difícil no definir los conjuntos de puntos t ∈ P1(K) donde
rgXt(K) = rgMW(X,π,K) y donde rgXt(K) > rgMW(X,π,K), el
primero de los cuales denotaremos por N (X,π,K); esto es, donde el rango no
salta. Es una conjetura que forma parte del folklore del área que si π : X → P1

no es isotrivial, entonces ambos conjuntos deberían ser infinitos. Este problema
ha capturado considerable atención; ver por ejemplo el apéndice A de [1], o bien
[19] y las referencias ahí citadas. Nuestra contribución es:

Teorema 1.3. Suponga que para todo campo de números K y toda
superficie elíptica no isotrivial π : X → P1 sobre K con rgMW(X,π,K) = 0
se tiene que N (X,π,K) es infinito. Entonces la conjetura de Denef y Lipshitz
es correcta: Z es diofantino en OF para todo campo de números F .

De la demostración será claro que la condición de infinitud de N (X,π,K)
se necesita solo para superficies elípticas de un tipo bastante particular.

2 Preliminares: conjuntos diofantinos

Dado un campo de números F , un conjunto S ⊆ OF es diofantino si existe
un polinomio P (x, y1, ..., yn) ∈ OF [x, y1, ..., yn] (para algún n) tal que dado
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cualquier a ∈ OF , se tiene que a ∈ S si y solo si la ecuación P (a, y1, ..., yn) = 0
tiene solución sobre OF . Por ejemplo, los cuadrados de OF forman un conjunto
diofantino, tomando P (x, y1) = x− y21 .

En un trabajo pionero, Denef [5] relacionó conjuntos diofantinos en
anillos de enteros con la estabilidad de rangos de curvas elípticas en extensiones.
Este tema fue desarrollado por Poonen [17], Cornelissen–Pheidas–Zahidi [2], y
más recientemente por Shlapentokh [23], quien obtuvo (simultáneamente con
Poonen) el teorema siguiente:

Teorema 2.1 (Poonen, Shlapentokh). Sea L/K una extensión de campos de
números. Si hay una curva elíptica E sobre K con rgE(L) = rgE(K) > 0,
entonces OK es diofantino en OL.

El resultado anterior ha jugado un papel central en todos los últimos
desarrollos en la conjetura de Denef y Lipshitz.

Más aún, usando [5], Shlapentokh probó la siguiente sorprendente reducción
[13]:

Lema 2.2 (Shlapentokh). Suponga que para toda extensión cuadrática de
campos de números L/K se tiene que OK es diofantino en OL. Entonces la
conjetura de Denef y Lipshitz es correcta.

3 Preliminares: superficies elípticas

Una superficie elíptica sobre un campo de números K con base P1 es una
superficie suave proyectiva X dotada de un morfismo π : X → P1 y una sección
σ0 : P1 → X de π, todo definido sobre K, tal que la fibra genérica de π es una
curva elíptica sobre K(P1) cuyo elemento neutro es determinado por σ0.

La totalidad de las secciones de π : X → P1 forman un grupo que
denotamos por MW(X,π,K). La estructura de grupo para las secciones es
determinada por la estructura de grupo de la curva elíptica en la fibra genérica.
En particular, MW(X,π,K) es un grupo abeliano, y el teorema de Lang-Néron
[9] nos dice que es finitamente generado. En particular, MW(X,π,K) tiene un
rango y una parte de torsión finita.

Concretamente, una superficie elíptica se puede pensar como una familia
parametrizada de curvas elípticas en un parámetro t, y por ende, eligiendo un
parámetro t afín en P1, se puede escribir en forma de Weierstrass

y2 = x3 +A(t)x2 +B(t)x+ C(t),
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donde A,B,C ∈ K[t], obteniendo así un modelo birracional de la superficie
elíptica en cuestión. En este modelo, la sección σ0 no es otra que la sección al
infinito.

Además de lo anterior, necesitaremos un ejemplo conveniente de superficie
elíptica.

Lema 3.1. Existe una superficie elíptica no isotrivial π : Y → P1 definida sobre
Q tal que el grupo de secciones sobre C es exactamente MW(Y, π,Q), y este
grupo es libre abeliano de rango positivo.

Superficies elípticas de este tipo abundan; ver por ejemplo [20].

4 La conjetura de Denef y Lipshitz cuando el rango no
salta

Sea π : Y → P1 una superficie elíptica sobre Q como las dadas por el
Lema 3.1. Sea y2 = f(T, x) una ecuación de Weierstrass para ella con coe-
ficientes en Q[T ] donde T es una coordenada afín en P1. Dado un campo de
números K y un β ∈ K× definimos la superficie elíptica p : Y

(β)
K → P1 so-

bre K por medio de la ecuación βy2 = f(T, x), dotada de la sección σ0 al
infinito. Sobre C esta superficie elíptica es isomorfa a π : Y → P1, así que
no es isotrivial.

Lema 4.1. Si K es un campo de números y β ∈ K no es un cuadrado en K,
entonces se tiene que MW(Y

(β)
K , p,K) = (σ0), o sea, este grupo de secciones

sobre K es trivial.

Proof. Suponga que τ = (x, y) = (a, b) ̸= σ0 es una sección con a, b ∈ K(T ).
Tenemos b ̸= 0 porque sobre C no hay secciones no triviales de 2-torsión
(por el Lema 3.1). Así, si γ es una raíz cuadrada de β vemos que τ ′ = (a, γb) es
una sección de π : Y → P1 sobre C, y por ende sobre Q por el Lema 3.1. Luego,
γb ∈ Q(T ) y como b ∈ K(T )× concluimos que γ ∈ K; contradicción.

Demostración del Teorema 1.3. Sea L/K cualquier extensión cuadrática de
campos de números. Es generada por la raíz cuadrada de cierto β ∈ K× que
no es cuadrado. El Lema 4.1 da que rgMW(Y

(β)
K , p,K) = 0. Por hipótesis,

N (Y
(β)
K , p,K) es infinito, así que hay infinitos α ∈ K con rgE

(β)
α (K) = 0,

donde E
(β)
α es la curva elíptica dada por βy2 = f(α, x). Esta última es el

torcimiento cuadrático por L sobre K de la curva elíptica Eα definida
por y2 = f(α, x).
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Como rgMW(Y, π,K) ≥ 1 (ver el Lema 3.1), del Teorema 1.2 obtenemos
que todos salvo finitos α ∈ K cumplen que rgEα(K) ≥ 1. Así, podemos elegir
α ∈ K con rgE

(β)
α (K) = 0 y rgEα(K) ≥ 1. Hecho esto, se obtiene

rgEα(L) = rgEα(K) + rgE(β)
α (K) = rgEα(K) > 0,

donde la primera igualdad es un hecho estándar sobre rangos de torcimientos
cuadráticos, tomando en cosideración que L = K(

√
β). Por el Teorema 2.1

deducimos que OK es diofantino en OL. Concluimos por el Lema 2.2.
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