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210 C. CORTES-GARCIA — A. RAMIREZ-FIERRO

Resumen

En este trabajo se demuestra la existencia de ondas viajeras como solu-
ciones para un modelo depredador—presa, con funcional de depredacién
Holling I y término difusivo unidimensional para los depredadores. Al
realizar un andlisis cualitativo al modelo sin difusién, se deduce que el
modelo con difusion presenta soluciones periddicas. De igual forma, al
asumir solucién tipo onda viajera al modelo con difusidn, se demuestra
que posee una Orbita heteroclinica que conecta dos puntos de equilibrio,
atractora a uno de ellos, y por tanto presenta frentes de ondas.

Palabras clave: modelo de Gause; ciclo limite; teorema de Hartman Grobman;
principio de LaSalle; teorema de la bifurcacién de Hopf.

Abstract

This paper demonstrates the existence of traveling waves as solutions
for a predator - prey model with a Holling II predation function and a one-
dimensional diffusive term for predators. When performing a qualitative
analysis on the model without diffusion, it follows that the model with
diffusion presents periodic solutions. Similarly, by assuming a traveling
wave-type solution to the diffusion model, it is shown that it has a hete-
roclinical orbit that connects two equilibrium points, attracted to one of
them, and therefore presents wave fronts.

Keywords: Gause model; limit cycle; Hartman Grobman theorem; LaSalle prin-
ciple; Hopf bifurcation theorem.

Mathematics Subject Classification: 35B10, 35B32, 37C27, 65N06, 92B05.

1 Introduccion

Uno de los temas en el 4rea de la biologia matemadtica es determinar y estudiar
la dindmica existente entre la interaccion de presas y depredadores bajo diversas
hipdtesis, representados normalmente por sistemas de ecuaciones diferenciales.

Los sistemas tipo depredador—presa exhiben amplios comportamientos diné-
micos, los cuales dependen de los parametros del modelo, que van desde cambios
de estabilidad local en puntos de equilibrio hasta la existencia de ciclos limites y
orbitas heteroclinicas u homoclinicas.

Al considerar la difusién espacial, en al menos una de las poblaciones, se
hace una contribucién significativa a la dindmica de las poblaciones, especial-
mente a la propagacion de especies. Segin Kuznetsov [6]], la interaccion de las
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presas 0 < u < K y depredadores v > 0 puede ser descrita mediante el modelo:

b
ut:DluJ;x—&—ru(l——u)— uv’
M K 1+ eu (1)
=D — —d
Vg gvxx+1+6u v,

con D1 > 0y Dy > 0 las constantes de difusién de las especies, respecti-
vamente, 7 > 0 la tasa de crecimiento de presas en ausencia de depredacion,
K > 0la capacidad de carga de las presas, b > 0y m > 0 las tasas de encuentro
entre las dos especies, e > 0 la constante de saturacién de las presas y d > 0 la
tasa de mortalidad de los depredadores.

Por otro lado, la existencia de soluciones tipo ondas viajeras para modelos
tipo depredador—presa con difusién, han sido estudiadas por diversos investi-
gadores. Por ejemplo, Dunbar [1] prueba la existencia de soluciones tipo onda
viajera para un modelo equivalente a (I]), con re-escalamiento de variables y
reduccién de sus pardmetros. De igual forma, Wan-Tong [8]] analiza la existen-
cia de ondas viajeras para un modelo equivalente a (I)) con funcional de respuesta
tipo Holling III y, Chufen Wu [11] para un funcional tipo Holling de la forma
flu,v) = af;’p ,p > 0, y reduccién de sus pardmetros.

Al considerar que las presas se distribuyen uniformemente con el fin de
simplificar el andlisis al modelo , esto es D; = 0, y a diferencia de los traba-
jos presentados por Chufen Wu [[11] y Dunbar [1], en este trabajo se analiza la
existencia de soluciones tipo ondas viajeras con re-escalamiento de la variable
espacial y sin reduccién de los parametros en el modelo sin difusidn. Para ello,
se desarrollan los siguientes pasos: en la segunda seccién se dan algunos previos
para probar los resultados de este trabajo; en la tercera seccién se hace un anali-
sis cualitativo local y global del modelo (1)) sin difusién con el fin de determinar
los equilibrios espaciales y una primera inspeccién para demostrar la existencia
de soluciones tipo ondas viajeras, dadas finalmente, en la seccién cuatro.

2 Preliminares

2.1 Sistemas no lineales

Considere un sistema autonomo de la forma

con f : O € R® — R" una funcién no lineal de clase C!, y z, € R™ un
punto de equilibrio hiperbdlico, esto es, todos los valores propios de la ma-
triz jacobiana A(x,) del sistema (2)) calculada en el punto x, poseen parte real
diferente de cero.
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212 C. CORTES-GARCIA — A. RAMIREZ-FIERRO

El siguiente teorema determina la estabilidad local del punto de equilibrio
hiperbdlico z. € {2 del sistema (2)) a partir del andlisis de los valores propios de
la matriz jacobiana A(z,), cuya demostracién se puede consultar en el trabajo
de Sotomayor [[10].

Teorema 2.1 (Hartman Grobman) Sea z. un punto de equilibrio hiperbolico
del sistema (2). Entonces existe un homeomorfismo H : U — V entre las
vecindades U de . y V de 0 € R" tal que

Ho¢(x,t)=e o H,

donde A = D f(xy) denota la matriz jacobiana del sistema evaluada en ., y
@(z, t) la trayectoria del sistema (2)).

LaSalle [7] muestra condiciones para probar la estabilidad del equilibrio x,
en el sistema (2).

Teorema 2.2 (Principio de invarianza de LaSalle) Considere un punto de equi-
librio x,. € Q 'y una funcion de Lyapunov £(t) del sistema @ en una region )
alrededor de x.. Suponga que,

i %SOparaxEQ.

ii. Una solucion para la cual % =0es z(t) = s

Entonces x, es asintoticamente estable.

Por otro lado, dos sistemas de ecuaciones diferenciales de tipo son
topoldégicamente equivalentes, si existe un homeomorfismo h : R® — R" el
cual realice un mapeo de trayectorias del primer sistema en trayectorias del
segundo sistema, preservando la direccién del tiempo.

De esta manera, y como lo plantea Kuznetsov [6], el sistema

{ ;'v:f(:v,oz), (3)

& =0,

conz € R"y a € R un pardmetro que no depende del tiempo, presenta
una bifurcacién en o« = « si el sistema & = f(z, ap) no es topoldgicamente
equivalente en virtud a pequefas variaciones del pardmetro o« # «g sobre
el sistema (3)).

En particular, el sistema (3)) presenta una bifurcacién de Hopf cuando existen
un par de valores propios complejos conjugados con parte real nula en la matriz
jacobiana de f(z, ), calculada en el punto de equilibrio x, para algin a, esto
es, Ao = Ftwp con wy > 0, como lo observado en el siguiente Teorema,
probado por Kuznetsov [6].
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Teorema 2.3 (Bifurcacion de Hopf) Considere el sistema @ = f(x,a) con
x € R"ya € R. Suponga que existe (x., o) tal que:

i. f(z«,a.) =0 (condicion de equilibrio).

ii. Df(xy, ) posee un tinico par de valores propios en el eje imaginario
M 2(ax) = Fiwg y el resto estdn fuera de €l (condicion de bifurcacion).

778 %(Re()\172(a)))|a:a* # 0 (condicion de transversalidad).

Entonces el sistema © = f(x,«) posee soluciones periddicas con pequeiia
amplitud de periodo Ty = hn)i%

Por otro lado, considere la ecuacion diferencial
&= f(t,x), 4

donde f(t, x) es una funcién continua definida en un conjunto abierto (¢, z) € €2,
Qo un subconjunto abierto en §2 con J€) su frontera y g su clausura.

Se dice que (g, zo) es un punto de egreso de {2 respecto al sistema (4)), si
para toda soluciéon x = xz(t) del sistema (4)) del cual x(ty) = xq, existe € > 0
tal que (¢,z(t)) € Qo paraty — e < ¢t < to. Un punto de egreso (o, xo) de Q
es un punto de egreso estricto si (¢, z(t)) ¢ Qg paraty < t < tyg + e cone > 0
pequeiio. Considere €25 como el conjunto de puntos de egreso de {2, y {2§5° como
el conjunto de puntos de egreso estricto de €29. Como condicion suficiente, (2§
se puede determinar al verificar (I,n) > 0, donde [ es el campo vectorial del
sistema () y n el vector normal exterior de 0€2.

Si U es un espacio topolégico y V' un subconjunto de U, la funcién continua
m : U — V es una retraccién de U a V, si la restriccion w de U a V es la
identidad, esto es, m(u) € U y m(v) = v para todo v € V. Si existe una
retraccion de U a V', V es llamado un retractor de U.

El resultado, probado por Hartman [4]], muestra lo siguiente,

Lema 2.1 Sea ¢(t,x), con condicion inicial x(ty) = xo, una solucion inica
para el sistema (). Consideren Qg C § como un subconjunto abierto, con

6 =%y S C Qo UG no vacio tal que S N QF no es un retractor de S pero
si de Q5. Entonces, existe al menos (to, o) € SN tal que la solucion ¢(t, x),
con condicion inicial x(ty) = xo, estd contenido en )y en un intervalo mdximo
de existencia.
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214 C. CORTES-GARCIA — A. RAMIREZ-FIERRO

2.2 Solucion tipo onda viajera en una ecuacion reaccion—difusion

Los sistemas de difusién son modelos matemadticos que describen densidades
de particulas, sustancias u organismos cuando se dispersan a través del espacio
como resultado del movimiento microscépico irregular de cada una
de estas. Por otro lado, un proceso de reaccién ocurre cuando las particulas
presentan reacciones quimicas, o procesos bioldgicos, debido a sus interacciones
con el entorno.

Si u(x, t) representa la densidad de una sustancia o de una poblacién en el
tiempo ¢, un modelo de reaccién—difusién para u viene dado por:

2
= ) +oo s, ®
con 0 > 0 el coeficiente de difusién y f(u) la funcién de reaccion.

Los modelos de reaccién—difusiéon pueden presentar soluciones tipo ondas
viajeras definidas como u(x,t) = U(x — ct) o u(x,t) = U(x + ct), donde la
onda se desplaza hacia la derecha o izquierda, respectivamente, para una funcién
U y velocidad de onda ¢ > 0 constante. Si ¢ = 0, la onda resultante se denomina
onda estacionaria.

Las ondas viajeras se caracterizan segun sus propiedades. Por ejemplo,
para una onda viajera que se aproxima a los estados constantes U(—oc) =
u y U(o) = wup, con u; # u,, la onda se denomina un frente de onda.
Si u; = wu,, la onda correspondiente se conoce como onda de pulso. Si una
onda muestra una periodicidad con U(z + F) = U(z), con F' > 0, la onda se
denomina onda periddica.

3 Modelo sin difusion

Sean 0 < u < K yv > 0lacantidad de presas y depredadores, respectivamente,
cuya dindmica es representada por:

u—ru(l—g) — buv
it K 1+ eu’ (6)

- 4
v 1+ eu v

donde

e fi(u) = ru (1 — %) describe el crecimiento logistico de las presas en
ausencia de los depredadores, con r > 0 la tasa de crecimiento intrinseca
de las presas y K > 0 la capacidad de carga.
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o fo(u,v) = — lljf:u representa la disminucion en las presas al interactuar
con los depredadores, con 0(u) = I—Téu un funcional tipo Holling II,

donde b > 0 es la tasa de encuentro entre las dos especies y e > 0 la
constante de saturacién de las presas.

e f3(u,v) = T1e. es el aumento en la poblacién de los depredadores al

interactuar con las presas, donde m > 0 es la tasa de encuentro entre las
dos especies.

* fa(v) = —dv describe el decrecimiento de los depredadores en ausencia
de las presas, con d > 0 la tasa de mortalidad de los depredadores.

3.1 Anadlisis cualitativo local
Cuando el campo vectorial se iguala a cero, el sistema (6) presenta dos puntos
de equilibrios: E; = (0,0), E2 = (K, 0) y, un punto de equilibrio interior
d rmmK —d(eK + 1)]
E* = *y Ux ) — 5 ’
(s, v2) <m—de bK (m — de)?

sim >deymK > d(eK +1).

Para realizar un andlisis cualitativo del sistema (6) se debe analizar la

estabilidad local para cada punto de equilibrio. Para ello, al calcular la matriz
jacobiana A(FE) del sistema @) evaluada en el equilibrio F1, esto es,

ae=(; %),

se tiene que DetA(E71) = —rd < 0y, por el Teorema el equilibrio E; es
localmente un punto silla, con variedad estable w* (1) en la direccién de v, pues
para todo punto (0,v), v > 0, se tiene

=0,
U= —dv <0,

y variedad inestable w*(E;) en la direccién de u, pues para todo (u,0), con

0 <u < K, setiene
u
i=ru(1-2) >0,
U =ru ( %
v =0,
De igual forma, la matriz jacobiana A(FE») del sistema @ asociada al punto E»
es dada por

(N

—bK

—-Tr
A(Ey) = Lpek
1+eK

d
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216 C. CORTES-GARCIA — A. RAMIREZ-FIERRO

con valores propios A} = —r < 0y Ay = %. Si K < milde, entonces
A2 < 0y por el Teorema el equilibrio F5 es localmente un nodo estable.

En cambio, si K > mf 7 se tiene Ay > 0y el punto E5 es localmente un

punto silla. Del mismo razonamiento para Fy, si Fs es localmente un punto
silla, la variedad estable 7 (F5) se encuentra en el eje u.

Por tltimo, la matriz jacobiana A del sistema (6)) evaluada en el punto de
equilibrio E, es dada por:

rd[(eK +1)(m —de) —2m] —bd

_ _ mK (m — de) m
A=A(E.) rimK — d(ekK +1)] . )
bK
fonee A(eK + 1)(m — de) — 2m)
raj(ers +1)(m — de) — 2m
T4 mK (m — de) ’
DetAd — rdmK — d(eK + 1)]7 (8)
mK
A = (TrA)? — 4DetA.

Como DetA > 0, el punto E, no es localmente un punto silla. Por otro lado, si

K > e(drzt’;l) entonces TrA > 0 y caso contrario si K < e(d,fi?d)-

En consecuencia, dichas conclusiones se resumen en el siguiente resultado.

Lema 3.1 El sistema (6) tiene dos puntos de equilibrios Ex = (0,0) y
Ey = (K,0). Sim > deymK > d(eK + 1), el sistema ((6) posee ademds
un punto de equilibrio interior E, = (u,vy) dado en @) Por otro lado, las
condiciones de estabilidad local de estos puntos de equilibrio son dados por:

* El punto (0,0) es un punto silla.
* El punto (K,0) es

— silla si K > ﬁ,

— nodo estable si K < ﬁ.

o El punto (ux,v) es

espiral inestable si A < 0y K > e(dgt?d)’
detm

e(m—ed)’

nodo estable si A > 0y K < e(drzt?d)’

nodo inestable si A > 0y K > e{lnit’;’i).

espiral estable si A < 0y K <
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3.2 Anadlisis cualitativo global

Como el sistema ([6)) es equivalente al modelo de Gause

i = ug(u) — vp(u),
{ b= v]—y + q(uw)), ®

el sistema (9) presenta un tnico ciclo limite globalmente estable si satisface la
siguiente condicién, probado por Yang Kuang [5]].

Teorema 3.1 Considere un modelo de Gause para todo v > 0, v > 0,
/ l(u)
, 1 R (u)-‘y—g(u)—ug(u)z;(u)
v > 0y g, p, qfunciones de clase C*. Si 3. e o) <0,
en 0 < u < U yus < u < K, el sistema tiene un unico ciclo limite

globalmente asintdticamente estable en {(u,v) : u > 0,v > 0} \ {(us, vs)},
donde E, = (u,vy) es un punto interior del sistema @)

Por consiguiente, el sistema (6) presenta un ciclo limite globalmente estable
si I, es una espiral inestable, como lo enunciado en el siguiente resultado.

Lema32 SiA <0y K > e(d;i?d)’ entonces F, es una espiral inestable y
existe un tinico ciclo limite globalmente asintoticamente estable para el modelo

(6) en el primer cuadrante.

Demostracion. Considere

u r mu
sw=r(1-%). J@W=-F r=d q@="—
con
p'(u) 2reu®  ru
ug' (u)+g(u)—ug(u it
i () () ()p(u) :73 K —|—K Teu
du —v+q(u) du U — Uy
_ 2reu? B Areuuy | TUy n
= e e 7o Treu).
Por el Teorema 3.1]se debe verificar que
P (u
1 [+ ot~ ug) 2
— P <0. (10)

du -7+ q(u)
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218 C. CORTES-GARCIA — A. RAMIREZ-FIERRO

, i i u
En efecto se mantiene siempre que

2

2reu n dreutts  TUx <0
— — TeUy .
K K K -
Sea
2reu®  dreuu,
H(u) =— r[e(u + re}?u 7“[1? — Tels,
una parabola que abre hacia abajo, con discriminante
8r2eu,
AH(u) = 7(2(2”* +1—eK).

Como K > e(ﬁ%’:@ se deduce u, < dggl, entonces 2eu, +1 —eK <0y
AH(u) < 0. Por tanto H(u) tiene como maximo una raiz real, lo que indica
que H(u) < 0, manteniéndose la desigualdad. En consecuencia, el sistema @

posee un unico ciclo limite globalmente asintéticamente estable. m

Por otro lado, si el punto E; = (K, 0) es un nodo estable, esto es mK <
d(eK +1), el punto E, no pertenece al sistema @) y, por consiguiente, F es un
punto globalmente asint6ticamente estable. De igual forma, si mK > d(eK +1)
y ﬁ <K< %, los puntos F» y E, coexisten en el sistema (6]), con Fo
localmente un punto silla y E, un punto globalmente asintéticamente estable.
Por consiguiente, se deduce el siguiente resultado.

Lema 3.3 Si K > d(eK + 1), el equilibrio E5 del sistema ((0)) es globalmente
asintéticamente estable en el primer cuadrante. Si

d c K< de +m

m — de e(m —ed)’

el equilibrio E, del sistema ((6)) es globalmente asintéticamente estable.

3.3 Analisis de bifurcacion

Como el sistema (6) podria presentar tres puntos de equilibrio y un ciclo limite,
se debe analizar en qué situaciones estos elementos colisionan entre si para
formar bifurcaciones.

En primera instancia, el sistema (6) presenta una bifurcacién de Hopf al
colisionar el punto E, con el ciclo limite, esto es, cuando TrA = 0, equiva-
lente a K = %, como lo observado en el siguiente resultado.
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Lema34 Si K = %, entonces el sistema (@) presenta una bifurcacion de
Hopf con periodo
27
Ty =
rd(mK—d(eK+1))
\/ mK

Demostracion.  De acuerdo con el Teorema se debe garantizar que el
sistema () cumpla con las siguientes condiciones:

i. Condicién de equilibrio.
1i. Condicién de bifurcacion.

iii. Condicién de transversalidad o de control.

En efecto, sea K = K := % y (ug,vo) = (mgd67 b(de+$)2(7;n,de))’ esto
es, el punto F, al reemplazar K = K. Por consiguiente, el sistema (6) evaluado
en (Ko, up, vo) es igual a cero, lo cual satisface la condicion de equilibrio.

Se sabe que los valores propios de la matriz jacobiana A evaluada en el punto
E, son dados por A\ 2 = TrAty TIQAL‘*D“A. Si K = K, entonces TrA = 0,

DetA > 0y de (8) se tiene que,

ALQ(KO):iz_\/m(mk ;Z({eK%—l)).

Por consiguiente, se presentan un par de valores propios imaginarios puros, lo
que satisface la condicién de bifurcacion.
Si TrA? < 4Det A, entonces Re(A\(K)) = TrTA y de (8)) se tiene que:

d
11 (ReOE))|

_ dre*(m — de)

=——>0,
K=K, 2m(de+m)

pues m > de. Por tanto se satisface la condicion de transversalidad y por ende el

. . <2 . o 2
sistema ﬁ) presenta una bifurcacién de Hopf con periodo Ty = \/rd(mK—d(eK+1)) .

mK

Por otro lado, al colisionar el punto E, con el punto FEs, esto es, cuando
K = ﬁ, el sistema @) presenta una bifurcacion transcritica.

Nétese que el equilibrio £ no colisiona con Fs y F,, debidoaque K > 0y
E es punto interior. Por lo tanto, el sistema (6)) presenta 3 curvas de bifurcacién
dadaspor K = —4_ K = _detm_y A — )

m—de’ e(m—ed)
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220 C. CORTES-GARCIA — A. RAMIREZ-FIERRO

1

(3) K = de+m

0.0 (1/¢,0)

(a) Plano K — d
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(d) Region (3) (e) Regioén (4)

Figura 1: Curvas de bifurcacién y retratos de fase del modelo (EI) con pardmetros fijos
r=10=1,m = 05y e = 0.125, y parametros de bifurcacién: (b)
K=112yd=12;(c)K =3yd=1;(d) K =08yd=0.1; (e)
K=12yd=0.39.
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En la Figura[I] se observan las curvas de bifurcacién del modelo (6) con sus
retratos de fase. En la Region (1), el equilibrio (K, 0) es localmente un nodo
estable, y al cruzar la curva K = —“— se observa la formacion de un equilibrio
E, localmente un nodo estable dado en la Region (2). De igual forma, en la
Region (2) al cruzar la curva A = 0, el equilibrio E, cambia de nodo estable
a un foco estable, y a medida que cruza la curva K = e(dnife”d) se presenta un
ciclo limite estable como se muestra en la Region (4). Nétese que no es posible
la estabilidad local de E en un nodo inestable.

4 Modelo con difusion para los depredadores

Cuando los depredadores v(x,t) se distribuyen en un determinado espacio uni-
dimensional, el modelo (6)) se modifica como

U buv
U = U (1——) — ,
e T e an
V¢ = DUgy 1+ eu v,

2 . . .,
con vy = %, Vpp = % y D > 0 el coeficiente de difusion.

Al considerar T = 4/ %x, en el sistema 1i se tiene

U buv
wer (i) -
N s d+ eu (12)
Vg =V — dv.
t xx 1—|—€U

donde se asume que = := Z.

Una forma de analizar la dindmica de un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales es convertirlo a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias por
medio de ondas viajeras dado en la seccién Este método se conoce cuando
el sistema es reemplazado por

(u(z,t), v(z, 1)) = (U(s),V(s)), (13)

donde s = = + ct, y ¢ > 0 es la velocidad de onda.
Al usar (13) en el sistema se tiene

cU'(s) =rU (1—U v )
/ o m i
cVi(s) =V (S)+1+€U av,
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el cual, al realizar un cambio de variables s = co y € = c% el sistema lb se
reescribe de la siguiente forma

U\ v
Uo)=rU (1— = ) —
(o) =r K) el s
Vio) = V(o) + 2V _qv
(1+eU)

Si se toma e como un pardmetro cercano a cero, el sistema (I3) se reduce a

U\ UV
/ — _ [ —
U((’)_TU(l K) 1+eU’
, mUV (16)
V(o) = —22 _av,
(o) (1+eU) ’

equivalente al sistema (6).
Si K > —detm , el sistema (|16) tiene un tnico ciclo de limite globalmente

e(m—ed)
estable con periodo T, como lo dado en el Lema[3.4] Por lo tanto, al considerar

c? lo suficientemente grande, el sistema (14) debe tener una solucién periédica
con periodo cTy. Esto proporciona una motivacién para buscar soluciones de
onda viajera peri6dica en el sistema (12)).

4.1 Solucion tipo onda viajera periddica

Al reescribir el sistema (I4)) como un sistema de tres ecuaciones, se tiene

Vi(s) = 7, (17)

N mUV
Z'(s) —cZ—l—dV—HTU,
con dos puntos de equilibrios: E; = (0,0,0), Ey = (K,0,0). Sim > de
y mK > d(eK + 1), el sistema posee un punto de equilibrio interior
E. = (us,vs,0), con u, y v, dados en .
Obsérvese que E1 es localmente un punto silla, pues la matriz jacobiana del
sistema (17) evaluada en el punto de equilibrio F; est4 dada por

A(Er) =

S o0l
QL O O
o~ O
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con valores propios: A\; = £ > 0, Ay = ““7“;‘“” >0y A3 = 0_7“;2#” < 0,
pues ¢2 < ¢? + 4d con ¢,d > 0.

De igual forma, la estabilidad local del punto de equilibrio E5 est4 sujeta a la
naturaleza de los valores propios de la matriz jacobiana del sistema evaluada
en el punto Fs. En efecto, dicha matriz es dada por

r bK
. ¢ cleK+1)
AE2) =1 0 0 11,
mK
CeK +1

con valores propios:

c 2 —4
A3 = §¢Tp7 (18)
donde p = %ﬁ(ﬂ) > 0. Sic > 2,/p, entonces Aoz € Ry A\ <0

< A2 < A3. Por el Teorema 2.1} el equilibrio £ es localmente un punto silla,
con variedad estable en direccién de U.

Para el punto de equilibrio E,, y a diferencia de los resultados por Chufen
Wu [[11]] y Dunbar [1], se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.1 Consideren m > de, nK > d(eK + 1), K > e(drfraLtZLd)’

dr[de(eK + 1) —m(eK —1)] N o drid(eK +1) — mK]

M =
mK(m — de) Y mK

Cuando el pardmetro K cruza la curva ¢* = M + % para algiin Kg en el plano
K — ¢2, el punto de equilibrio E, del sistema presenta una bifurcacion de
Hopf, con solucion periodica de periodo,

27
NET]
Esta solucion periddica corresponde a una pequeiia amplitud de solucion de
ondas de .

T (Ko) =

40K - Kp).

Demostracion. La matriz jacobiana del sistema en el punto de equilibrio
E, = (ux, vy, 0) es dada por,

r(K — 2uy) B bv, _ﬂ 0
_ cK cleus +1)2 em
rld(eK + 1) — mK] 0 .
bK
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con polinomio caracteristico

M N
F(K,\) = -\ + <c — ) AN+ M- —. (19)
c c

La bifurcacion de Hopf ocurre cuando hay un par de raices imaginarias en el
polinomio (19). Para esto, al sustituir Ay = iy en (19),

©*(M —c?)

F(KvAO): c

N
= il + M),
y al igualar la parte real y la parte imaginaria a cero se tiene:

N
2 2

M -
$ ’ LV

Por lo tanto, existen un par de valores propios imaginarios si los pardmetros K
y c satisfacen la condicién:

N N
= A=M+—. (20)

M=
M —c2 M

Al considerar A = A\(K') como una funcién de K y al diferenciar (19) implicita-
mente con respecto a K, se obtiene:

OF (K, \)
dx oK M'\? —cM'\+ N’
dK  OF(K,)\)  —3cA24+2(c2—M)\+cM’
oA
donde
dM dN
M/ = — N/ = —.
dx 7 dK
Ahora, al sustituir A = 4y en la anterior ecuacion y al usar el hecho que

A2 = —p? = M dado en (20), se tiene

d) MM’ — cMip + N’
dK —2¢M +2(c2 — M)ip
—c[M'¢*(c* = M)+ M(MM' + N')]
I e VI EIT
N Z,{cp[M(MM’—i—N’) —c2N]}
2[p%(c2 = M)?2 +c2M?) |7
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donde

N
_ ! _ / !/
(dA) Mc(MM —M —i—N)
Re )

dK ) ~ " 2(Mc)Z —2M (2 — M)?

Como K > e(dnige) entonces de(eK + 1) —m(eK — 1) < 0y asi M < 0.
Por tanto —Mec > 0y 2(Mec)? — 2M (c? — M)? > 0. Asf, el signo de Re ((‘11—[’\{)

es determinado por el signo de MM’ — &M’ + N’
Se sabe de (20) que

dc? N N
- M/ - 7MI
dK + M M2

entonces

dc? N
M—|=MM —-—M + N’
<dK> M A

y asi, el signo de Re (((11}’\() es el opuesto de gc para M < 0. Asi, se debe ver

que d I 75 0 para algtin K para verificar que Re ( ) # 0y concluir que el
sistema (I7) presenta una bifurcacién de Hopf.
Como m > de, entonces

dr(de + m)
M’ ————= <0
mK2(de —m) <
NN o mlde—m?
M  M? © Jde(eK +1) —m(eK —1)]2 ~

Asi, gc < O para K > ng:?e) y Re ((‘11?() > 0. Enla Figurase observa el

comportamiento de la curva ¢* = M + £, donde m? — de(er +m) > 0 pues
m > de.

Esto muestra que un par de raices conjugadas pasan transversalmente desde
la mitad izquierda del plano al medio plano derecho a medida que el pardmetro
K pasa la curva de bifurcacién ¢ = M + ]\A} en algin Ky > (dr?’g) Ahora,
por el Teorema[2.3] el sistema (I7)) presenta una bifurcacién de Hopf. m

Por otro lado, el sistema (17) presenta una bifurcacion transcritica cuando

colisiona el punto E, con el punto E5, es decir, cuando K = mil Tc-
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M

m?—de(er+m) )
erm.

de+m
e(m—de)

Figura 2: Plano K — ¢2.

4.2 Existencia de un frente de onda

Debido a la naturaleza del sistema (12)), se debe garantizar la existencia de solu-
ciones no negativas que satisfacen las condiciones de frontera

lim (U(s),V(s) = (K,0), @)
Jim (Us) V() = (e, v)

Una solucién de este tipo, es una drbita heteroclinica punto a punto del sistema
que corresponde a una solucién de frente de onda del sistema (12)), que
conecta dos equilibrios, Fo y E,.

El primer resultado garantiza condiciones ¢ > 0 tal que no satisface solu-
ciones de ondas viajeras para el sistema (I4) que satisfacen las condiciones de

frontera (21).

Teorema 4.2 Si c € (O, 2\//3) no existen soluciones no-negativas del sistema
(I7) que satisfacen las condiciones de frontera (21).
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Demostracion. Si ¢ < 2,/p, los valores propios de la matriz jacobiana del
sistema (20) evaluada en E- estin dados por:

M o= -l <o,
C

1 .
Aog = B (ciFl 4p—02> ,
lo cual expresa, localmente, un punto silla, con A\; < 0y A2 3 con parte real
positiva. Por tanto, existe una variedad estable a lo largo del eje u que tiende al
punto de equilibrio F'> y una variedad inestable de dos dimensiones que se alejan
de él y todas las otras soluciones son una combinacién de estos comportamien-
tos, por lo que se mueven en espiral alrededor de la linea recta de soluciones
como se muestra en la Figura (3| Esto muestra que, para condiciones iniciales
cerca del punto Fo,

lim (U(s),V(s),Z(s)) = (K,0,0), (22)

S§——00
se deberia tener V' (s) < 0 para algin s, lo cual contradice para V(s) > 0.

W (Es)

W (E2)

Figura 3: Estabilidad local de FE5 cuando ¢ < 2p.

[
Considere ¢ > 2,/p. Sea W = ¢V — V', entonces por (14), se tiene un
sistema equivalente a (I4),

v =t (1-5) - s

K c(1+eU)’
Vi(s) =V -, (23)
, mUV
= —d
W'(s) e V,

con puntos de equilibrio dados por: E1,, = E1, B2 = B2y Eww = (Us, Vs, CUy).
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Para ¢ > 2, /p, la matriz jacobiana del sistema calculada en E5 es dada
por:

T bK
- ——— 0
o ¢ cleK+1)
A(EQ) = 0 C -11,
mK
—d 0
eK +1
con valores propios:
A= —C <0,
1€
Ay = 7<c— c2—4p>,

A3 = i(c—l-\/M),

correspondientes a los valores propios de la linealizacién del sistema (17)) en E.
Sic > 2,/p, entonces A\; < 0 < Ay < A3y los vectores propios asociados a los
valores propios A3 3 son dados por:

bK T
X2 = Xo(Ao) = (‘(0A2+7«)(@K+1)’1’c”2> ’
bK T
X3 _X3()‘3) - <(C)\3+T)(€K+1)71’C)\3> )

con un variedad inestable local en dos dimensiones i (E5) tangente a Gen { X5, X3}
en el equilibrio E.
Como 0 < U < K'yV >0, se observa del sistema (23)) que

mU mK
dV < <1—|—€U d> < <1+eK d) P @4

estoes, —V < Wy < pV. Esto proporciona una motivacion para intercalar el
subsistema dado de (23) entre dos sistemas lineales dados por:

"(s) = eV —
(i " <25>
Y /
(Lo
con punto de equilibrio (V, W) = (0, 0) y valores propios pi2 3 = % <c F \/m>

para el subsistema ¥y A2,3 para el subsistema (26).
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Como

c 1 c
0<c—)\3:§—§\/02—4p<§<c<c—,u2,
entonces, el plano W = (¢ — ua)V estd por encima del plano W = (¢ — A3)V.
Por tanto, considere el siguiente conjunto ¥ limitado por los siguientes planos,
como lo observado en la Figurafd]

S1 = {(U,V,W):0<U<K,V>0,W=(c—X)V},
Sy = {(UV,W):0<U<K,V>0W=(c—p2)V}, 27
Sy = {(UV,W):U=0,V>0,W >0},
Sy = {(UV,W):U=K,V>0,W>0}.

w

A

@ v
0

/-

Figura 4: Conjunto .

De (24) se observa que el equilibrio E,,, se encuentra en 'y los equilibrios
Fiuw y F,, en la frontera de . Por otro lado, el siguiente resultado muestra que
toda condicién inicial que se encuentra en < tiene trayectorias generadas por el
sistema que salen de § en S1 0 Ss.
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Lema 4.1 Considere c > 2,/py Py = (U(s0),V (s0), W(s0)) un punto inicial
en . Entonces, la trayectoria ¢(s, Py), con s > so, generado por el sistema

solo puede salir de S desde S 0 Ss.

Demostracion. En primera instancia, las trayectorias con punto inicial Py salen
de & si (nj,h) > 0, donde n; es el vector normal exterior de S,
1 =1,2,3,4,y h; es el campo vectorial del sistema evaluado en S;. Como
ny = (0,¢c — A3,—1) y ng = (0,2 — ¢, 1), entonces (n;, h(S;)) > 0, con
i = 1,2, esto es, las trayectorias salen de S; y So. Ademds, como
h(S3) = (0,¢V — W,—dV) y ng = (—1,0,0), entonces (ns3, h(S3)) = 0.
Asi, el conjunto S3 es invariante.

Por otro lado, como —% < Oparatodo V> 0yng = (1,0,0),
entonces (ng, h(Sy)) = —% < 0. Luego, las trayectorias entran a .

Para finalizar, se debe ver que las trayectorias no salen en el conjunto
H=5NS={UV,W):0<U<K,V=W=0}.

Como n = (0,0, —1) es el vector normal de H, entonces (n, h(H)) = 0, por lo
cual, el conjunto H es invariante. Por tanto, S; y S2 son los tnicos conjuntos de
los cuales sale la trayectoria cuyo punto inicial pertenece a 3. ®

Del Teorema .2y del Lema[4.1] se evidencia que las soluciones del sistema
(23) son positivas bajo la condicién inicial dado en (21)). Por ende, las soluciones
de tipo onda viajera del sistema (IT)) son positivas.

Por otro lado, como los vectores propios X y X3 estdn entre Sp

y S y apuntan en $, el conjunto inestable *(E.2) intercepta con & y forma

una curva I en & que se encuentra en i (E,2) con dos puntos finales en S;,
i = 1,2. Dichos puntos son llamados C; € S1 y Cy € Ss. Por tanto, se tiene
el siguiente resultado.

Lema 4.2 Existe un punto P, € T tal que la trayectoria ¢(s, P.) del sistema
permanecerd en S para todo s > s,.

Demostracion. Como el sistema es auténomo, los conjuntos en el Lema
2.1 no dependen de t. Sea 2 = Ry Qy = 3. Porel Lema[d.3] Qf = Qf° =
S1US,. Dado que C y C5 pertenecen al conjunto de egreso S7 U .So, para algin
P, € T, la trayectoria ¢(s, Fy), con s > sg, presenta uno de los tres casos:

1. Toca S; y sale de 5.
2. Toca Sy y sale fuera .

3. Permanece en .
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Si Py esta cerca de (', el primer caso es vdlido. Si Py estd cerca de Cj, el
segundo caso es verdadero. Como C7 U (5 no es una retraccién de I' sino una
retraccién de g, por el Lema existe un punto P, € T tal que ¢(s, P)
permanece en & para todo s > s,. Esta situacion corresponde al caso (3). m

Al despejar V en U’(s) = 0, se considera la iséclina para las presas

ru (l — %) (1+eu) r(K —u)(1+ eu)

g(u) = o = e :

(e(K —2u) ~ 1)
by r(e(I —2u) —
Para & < u < K, se tiene que e(K —2u) — 1 < —1 < 0y ¢'(u) < 0, esto

es, g(u) es decreciente para u € [%, K ] Por otro lado, si eK < 1 entonces

K-—1
€

5= < 0y asfi, g(u) es decreciente para todo u € (0, K].

Al considerar e < 1, para u < wu, se tiene g(u.) < g(u) y
(u — uy)[g(u) — g(uy)] < 0. Para u > wu, se tiene g(u) < g(ux) y
(u — uy)[g(u) — g(us)] < 0. Por tanto, se ha verificado el siguiente resultado.

Lema 4.3 Sim > de, nK > d(eK + 1)y eK < 1, entonces (u — uy)[g(u) —
g(us)] <0 parau € (0, K].

El siguiente resultado muestra la convergencia de trayectorias con punto inicial
P, el

Lema 4.4 Sea P, € I' como lo definido en el Lema Entonces ¢(s, P,) —
E . cuando s — oo, con ¢(s, Py) la trayectoria generada por el sistema .

Demostracion. Considere la funcién de Lyapunov

B 1 Y (m —de)¢ —d 1 144 W
£6) = g | e e o [ ot — gty |
donde U(s) = U(s, P.), V(s) = V (s, P.), W(s) = W (s, P,). Del Lema[4.3]
ds Y Y S VI
U~ g(u) (W — V)
 c(14el) l9(U) = g(u-)] = cV2(m — de) =0,

esto es, £(s) es no creciente. Como (U(s), V(s), W(s)) € S, se tiene que (c— A3)V <
w
W < (¢ — pu2)V, esto es, v <ec—p2y (c=A3)V < W;de (28) se tiene

1 (c =XV c— 2
— o~ 9(w)——— —g(u)nV

_ <1—>\03>V—g(u*) (1—”—02) —g(u*)an].

£(0) > £(s)
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Asi (m — de)£(0) + g(us) (1 — £2) > (1 —23)V — g(u,)InV. Esto implica que
existe un K7 > 0 lo suficientemente grande tal que, 0 < V(s) < K3 y0 < W(s) <
(¢ — p2)K1. Como 0 < U < K, la solucién delimitada (U(s), V (s), W(s)) muestra
que ?Tf — 0 cuando s — oco. Ademds, % = 0siysolosi (UV,IW) € A =
{U=u,W=¢cV,0<V < K1}

Como el mayor conjunto invariante A en 3 es el punto de equilibrio F., =

(s, Vs, CL ), por el Teoremase concluye que, ¢(s, P,) — E.,,, cuando s — co. m

Para finalizar, al elegir un punto P, € T', por los Lemas {.2] {.3|y 4.4] se
concluye que la trayectoria del sistema permanecerd en & y se aproxima
al equilibrio interior E,, = (ux, v, cvx) cuando s — oco. De igual forma, la
trayectoria tiende a E9, = (K,0,0) cuando s — —oo cuando P, € W (E.,s).
Por lo tanto, y a diferencia de los resultados planteados por Chufen Wu [11]] y
Dunbar [1]] para un modelo equivalente a (TT]) con reduccién de sus pardmetros y
re-escalamiento de la variable espacial y temporal, se ha construido una solucién
de onda viajera para ¢ > 2,/p, como lo evidenciado en el siguiente Teorema.

Teorema 4.3 SicK < 1yc > 2,/p, existe una solucion no-negativa del sis-
tema (23) que satisface las condiciones de contorno (21)), que corresponden a
soluciones de frente de ondas del sistema ([I1).

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 [ 50 100 150 200 250 200 350
x

(a) Depredador (b) Presa

Figura 5: Solucién aproximada tipo onda viajera del modelo en diferentes mo-
mentos T, At = 1/24, h = 0.1, con coeficientes D = 1, r = 1,
K =3,b=1¢e = 0125, m = 0.5, d = 1 y condiciones iniciales
u(z,0) =3+ 1/(1 + exp(z — 150)) y v(x,0) = 1/(1 + exp(z — 150)?).
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—FPresa
====Depredador

A
351

140 160

(a) T'= 150

1 1 1
100 120 140 160 180 200
X

(b)y T'="700

Figura 6: Solucién aproximada tipo onda viajera del modelo para diferentes mo-
mentos T, At = 1/24, h = 0.1, con coeficientes D = 1, r = 1, K = 12,

b=1e = 0125, m = 0.5, d = 0.39 y condici6n inicial u(x,0) =
0.02 + exp(—(x — 100)?)/5 y v(z,0) = 0.02 + exp(—(z — 100)?)/360.
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En la Figura [5] muestra un frente de onda, que desde E converge al equi-
librio espacialmente homogéneo E.. Por otro lado, en la Figura[6] se observa la
presencia de drbitas periddicas cada vez mas notorias cuando el momento 7' se
hace més grande.
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Figura 7: Solucién aproximada tipo onda viajera del modelo para diferentes mo-
mentos T, At = 1/24, h = 0.1, con coeficientes D = 1, r = 1,
K =120 =1, e = 0.125, m = 0.5, d = 0.39 y condicién inicial
u(x,0) = 0.02 + exp(—(z — 100)?) /5 y v(z,0) = 2/5.
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Conclusiones

En este trabajo se demostré que el modelo con difusién (TI) posee soluciones
tipo onda viajera con oscilaciones periddicas y que conectan dos puntos de equi-
librio a partir del andlisis cualitativo del sistema sin difusién (6)). A diferencia del
trabajo de Chufen Wu [[11], el andlisis para la existencia de solucién tipo onda
viajera en el modelo (TT)) se planteé sin reduccién de pardmetros del sistema sin
difusién (6)) y se contrastaron los resultados obtenidos de manera numérica.

Por otro lado, se realizé un andlisis cualitativo al sistema sin difusién (6) y
se demostré la existencia de un tnico ciclo limite globalmente asintéticamente
estable. De igual forma se construyé un diagrama de bifurcacién para analizar
la existencia y condiciones de estabilidad en sus puntos de equilibrio.

La mayoria de los resultados expuestos en este trabajo fueron inspirados
en los trabajos de Chufen Wu [[11]] y Dunbar [1]] pero con algunos resultados y
demostraciones mds simples, los cuales se basan basicamente en usar el Teorema
de la bifurcacién de Hopf, para evidenciar soluciones oscilatorias, y el uso de
la funcién de Lyapunov y el principio de LaSalle, para demostrar que dichas
soluciones conectan dos puntos de equilibrios dados por el sistema sin difusion.
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