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Resumen

Las álgebras de Clifford son álgebras asociativas y no conmutativas
definidas a través de ciertas estructuras multiplicativas. En estas álgebras
no siempre existe una fórmula explícita que permita expresar el producto
entre los vectores de la base del espacio vectorial, tal como está propuesto
en el álgebra An (ver [6]). En esta investigación se ofrece una expresión
explícita para el producto de determinados elementos de la base del álgebra
An(2, αj , γij), lo cual representa la apertura para deducir cálculos que
arrojen nuevos aportes en el análisis de Clifford con parámetros.

Palabras clave: álgebra de Clifford; producto de vectores; fórmula de Leibniz.

Abstract

Clifford algebras are associative and non-commutative algebras de-
fined through certain multiplicative structures. In these algebras there is
not always an explicit formula that allows expressing the product between
the vectors of the base of the vector space, as it is proposed in the algebra
An (see [6]). This research offers an explicit expression for the product
of certain elements of the base of the algebra An(2, αj , γij), which rep-
resents the opening to deduce calculations that yield new contributions in
the Clifford analysis with parameters.

Keywords: Clifford algebra; vector product; Leibniz formula.

Mathematics Subject Classification: 15A66, 35N99.

1 Introducción

En los últimos años, el tema de los problemas de valores iniciales en las álge-
bras de Clifford ha sido abordado a través del método de los espacios asociados
[7, 11, 12]. En el 2015, con la ayuda de la ecuación (1.1) editada en [6], los
autores de [4] lograron resolver los problemas de valores iniciales planteados
en el álgebra An. Posteriormente en el artículo [2], estos problemas se abordan
en las álgebras de Clifford dependientes de parámetros An(2, αj , γij). En estas
publicaciones, entre otras [1, 5, 8, 9, 10, 13], previo a aplicar el método de los
espacios asociados se determina una expresión, denominada fórmula de Leibniz,
para calcular D(u, v), donde u y v son funciones dadas en el álgebra de Clifford
considerada y D es el operador de Cauchy Riemann:

D =
∂

∂x0
+

n∑
j=1

ej
∂

∂xj
. (1)
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Inspirados en estos trabajos surgió el propósito de establecer una fórmula de
Leibniz sobre funciones u y v con valores en el álgebra An(2, αj , γij). Pre-
vio a este resultado se proporciona el producto ei eA entre los elementos ei y
eA, i ∈ {1, . . . , n}, A ∈ Γn = {0, 1, 2, . . . , n, 12, 13, . . . , 1n, . . . , 123 . . . n},
pertenecientes a la base del álgebra An(2, αj , γij).

2 Preliminares

Las álgebras de Clifford con parámetros se definen como clases de equivalencia
sobre el anillo de polinomios R[X1, . . . , Xn] con coeficientes reales, bajo las
relaciones de equivalencia más generales que:

X
kj
j + αj(p) ∼ 0,

XjXi +XiXj − 2γij(p) ∼ 0, i, j = 1, . . . n,

donde los valores kj son enteros no negativos mayores e iguales a 2, αj(p) y
γij(p) = γji(p) son funciones de valores reales que dependen posiblemente de
un parámetro p. Estas álgebras se denotan por:

An(p|kj , αj(p), γij(p)) si n ≥ 2,

A1(p|k, α(p)) si n = 1.

Cuando las funciones αj y γij no dependan del parámetro p, estas álgebras
se denotarán por:

An(kj , αj , γij) si n ≥ 2,

A1(k, α) si n = 1.

Específicamente, en este trabajo se utilizará el álgebra An(2, αj , γij), que
está dotada de las relaciones de estructuras:

e2i = −αi,

eiej + ejei = 2γij , i, j = 1, . . . , n, i ̸= j.

El vector eA perteneciente a la base del álgebra An(2, αj , γij), suele denotarse
eA = eh1···hr donde A = {h1, · · · , hr} ⊆ {1, · · · , n} además tenemos que
recordar que 1 ≤ h1 < · · · < hr ≤ n. Además, si A = ∅, entonces eA = e0 =
1. Así, cada elemento a en An(2, αj , γij) se representa a =

∑
A∈Γn

aAeA,
donde aA ∈ R y Γn = {0, 1, 2, . . . , n, 12, 13, . . . , 1n, . . . , 123 . . . n}. Se usará
la notación Γ∗

n, para el conjunto Γn − {0}.
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Sea Ω un conjunto de Rn+1. Las funciones u definidas en Ω y con valores
en el álgebra An estarán definidas como:

u(x) =
∑
A∈Γn

uA(x)eA, x = (x0, . . . , xn) ∈ Ω,

donde cada uA es una función de valor real.
Se dirá que la función u posee cierta propiedad (continuidad, diferenciabili-

dad, entre otras) si cada función uA, A ∈ Γn, posee esas propiedades.

Definición 1 Sea Ω un dominio en Rn+1 y u una función definida y de clase
C1 en Ω, con valores en las álgebras de Clifford. Se dice que la función u es
monogénica a la izquierda (derecha) si satisface la ecuación:

Du = 0 (uD = 0).

3 Resultados previos

En el álgebra An (ver [6]) se establece el producto:

eAeB = (−1)#(A∩B)(−1)P (A,B)eA∆B,

donde #A representa la cardinalidad del conjunto A:

P (A,B) =
∑
j∈B

P (A, j), (2)

P (A, j) = #{i ∈ A : i > j}. (3)

Los conjuntos A, B y A∆B (diferencia simétrica entre A y B) están orde-
nados en la forma prescrita.

La expresión (2) sigue siendo válida en el álgebra An(2, αj , γij). En las
próximas demostraciones se usará la fórmula:

P ({i}, A) = #{j ∈ A : i > j}. (4)

Si A ∈ Γ∗
n e i ∈ {1, . . . , n}, entonces se establecen las siguientes condi-

ciones: I) #A es impar e i ̸∈ A II) #A es par e i ∈ A.

Lema 1 Si los conjuntos A e {i} satisfacen las condiciones I) o II), entonces:

ω(i, A) = (−1)p({i},A) − (−1)p(A,{i}) ̸= 0.
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Demostración. Sea A = {h1, h2, · · · , hs, hs+1, · · · , hr}. Luego, #A = r. Si
se considera válida la condición I), entonces se escoge:

h1 < h2 < · · · < hs < i < hs+1 < · · · < hr.

De este modo, p(A,{i}) = r − s y p({i}, A) = s. Ahora, siendo r impar se
tiene:

ωi,A = (−1)s − (−1)r−s = [1− (−1)r] (−1)s = 2(−1)p({i},A).

Por otro lado, si la condición II) se satisface, entonces se considera:

h1 < h2 < · · · < hs < hs+1 = i < hs+2 < · · · < hr.

Así, p(A, {i}) = r − s − 1 y p({i}, A) = s. De la condición r es par, se
cumple:

ωi,A = (−1)s − (−1)r−s−1 =
[
1 + (−1)r−1

]
(−1)s = 2(−1)p({i},A).

Así, se concluye la prueba.
Si los conjuntos {i} y A ∈ Γ∗

n, i ∈ {1, . . . , n}, satisfacen las condiciones
I) o II), entonces se escribirá (i, A) ∈ Φ. Así, la función ω(i, A) establecida en
(1), se reduce a:

ω(i, A) = 2(−1)p({i},A),

siempre que (i, A) ∈ Φ.

En las próximas demostraciones los conjuntos Ak = {h1, h2, . . . , hk} y
Ak+1 = {h1, h2, . . . , hk, hk+1} se consideran como elementos en Γn. Además,
a continuación se etiquetarán todas las posibles relaciones entre los elementos
del conjunto Ak+1 = {h1, h2, . . . , hk, hk+1} y el elemento i ∈ {1, . . . , n}:

h1 < · · · < hs−1 < hs = i < hs+1 < · · · < hk < hk+1, (5)

h1 < · · · < hs−1 < hs < i < hs+1 < · · · < hk < hk+1, (6)

i < h1 < · · · < hk < hk+1, (7)

h1 < · · · < hk < i < hk+1, (8)

i = hk+1, (9)

h1 < h2 < · · · < hk+1 < i. (10)
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Lema 2 Sean Ak = {h1, h2, . . . , hk} y Ak+1 = {h1, h2, . . . , hk, hk+1} ele-
mentos en Γn e i ∈ {1, . . . , n}, entonces:

P ({i}, Ak+1) =


P ({i}, Ak), i ≤ hk+1

P ({i}, Ak) + 1, i > hk+1.

Demostración. Si se considera i ≤ hk+1, entonces los casos (5)-(9) permiten
obtener:

P ({i}, Ak+1) = s− 1,

P ({i}, Ak+1) = s,

P ({i}, Ak+1) = 0,

P ({i}, Ak+1) = k,

P ({i}, Ak+1) = k

respectivamente, así
P ({i}, Ak) = P ({i}, Ak+1).

Por otro lado, la condición i > hk+1 corresponde al caso (10). De este
modo, se tiene P ({i}, Ak+1) = k + 1 y P ({i}, Ak) = k. Concluyendo así la
demostración.

Proposición 1 Sean Ak y Ak+1 elementos en Γn e i ∈ {1 . . . n}.

i) Si i ̸= hk+1, entonces:

{i} ∩Ak = {i} ∩Ak+1. (11)

ii) Si i = hk+1, entonces:

{i} ∩Ak = ∅ y {i} ∩Ak+1 = hk+1.

Demostración. Sean Ak y Ak+1 elementos en Γn e i ∈ {1 . . . n}. Para de-
mostrar i) Se requiere examinar varios casos. Si se considera el establecido en
(5), se obtiene:

{i} ∩Ak = {i} ∩Ak+1 = {hs}.
Por otra parte, si se verifican las condiciones (6), (7), (8) y (10), se cumple:

{i} ∩Ak = {i} ∩Ak+1 = ∅.

Finalmente, de acuerdo con las estructuras de los conjuntos Ak y Ak+1, la com-
probación de ii) es inmediata.
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Proposición 2 Sean Ak y Ak+1 en Γn e i ∈ {1, . . . , n}, entonces:

ei∆Ak
ehk+1

=


ei∆Ak+1

, i < hk+1

−αhk+1
ei∆Ak+1

, i = hk+1

2γhk+1,ieAk
− ei∆Ak+1

, i > hk+1.

(12)

Demostración. Sean Ak y Ak+1 elementos en Γn e i ∈ {1, . . . , n}. Observe
que, bajo la condición i < hk+1 se consideran los casos (5), (6), (7) y (8). De
este modo, se llega a los siguientes resultados:

ei∆Ak
ehk+1

= eh1···hs−1hs+1···hk
ehk+1

= eh1···hs−1hs+1···hkhk+1
= ei∆Ak+1

,

ei∆Ak
ehk+1

= eh1···hsihs+1···hk
ehk+1

= eh1···hsihs+1···hkhk+1
= ei∆Ak+1

,

ei∆Ak
ehk+1

= eih1···hk
ehk+1

= eih1···hkhk+1
= ei∆Ak+1

,

ei∆Ak
ehk+1

= eh1···hkiehk+1
= eh1···hkihk+1

= ei∆Ak+1
,

respectivamente.
Por otro lado, si i = hk+1 entonces:

ei∆Ak
ehk+1

= eh1···hkhk+1
ehk+1

= −αhk+1
ei∆Ak+1

.

Finalmente, el caso i > hk+1 implica:

ei∆Ak
ehk+1

= eh1···hkiehk+1
= eh1···hk

(2γhk+1,i − ehk+1i)

= 2γhk+1,ieAk
− ei∆Ak+1

.

De este modo se comprueba (12).

4 Fórmula producto en An(2, αj, γij)

Sean ei y eA elementos pertenecientes a la base del álgebra An(2, αj , γij), i ∈
{1, . . . , n} y A ∈ Γn. El propósito de esta sección es establecer el producto
ei eA (denotado eiA) en el álgebra An(2, αj , γij).

En el próximo teorema el caso A = ∅ no se considera por ser evidente.

Teorema 1 Sean i ∈ {1, . . . , n} y A ∈ Γn. Entonces:

eiA = α{i}∩A(−1)n({i}∩A)(−1)P ({i},A)e{i}∆A

+2
∑

j<i,j∈A
(−1)P ({j},A)γjie{j}∆A, (13)

donde α0 = 1.
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Demostración. La demostración se abordará usando inducción matemática so-
bre el cardinal del conjunto A, denotado #A. Si #A = 1 la fórmula (13) se
cumple. En efecto, considerando A = {i}, se verifica ei ei = −αi. Por otro
lado, si A = {j} y i < j, entonces ei ej = ei ej . Finalmente, si j < i se cumple
ei ej = −ej ei + 2γij . Ahora, supóngase que la expresión (13) es válida para
#A = k, entonces se demostrará que esta fórmula también se cumple para el
caso #A = k + 1.

Considerando Ak+1 = {h1, h2, . . . , hk, hk+1} como elemento en Γn, se
comprobará que dicho conjunto satisface (13). Por inducción, la expresión (13)
es válida para Ak = {h1, h2, . . . , hk}, entonces multiplicándola a la derecha por
el vector ehk+1

, se obtiene:

eiAk
ehk+1

= eiAk+1
= α{i}∩Ak

(−1)n({i}∩Ak)(−1)P ({i},Ak)e{i}∆Ak
ehk+1

+2
∑

j<i,j∈Ak

(−1)P (j,Ak)γjie{j}∆Ak
ehk+1

. (14)

Si se considera el caso i < hk+1, del Lema 2, de la Proposición 1 y de la
Proposición 2 surge:

eiAk+1
= αi∩Ak+1

(−1)n({i}∩Ak+1)(−1)P ({i},Ak+1)ei∆Ak+1

+2
∑

j<i,j∈Ak

(−1)P ({j},Ak+1)γjiej∆Ak+1
.

Puesto que j < i < hk+1, entonces:

eiAk+1
= αi∩Ak+1

(−1)n({i}∩Ak+1)(−1)P ({i},Ak+1)ei∆Ak+1

+2
∑

j<i,j∈Ak+1

(−1)P ({j},Ak+1)γjiej∆Ak+1
,

verificándose así (14). Para el caso i = hk+1, se aplica el Lema 2 y la Proposi-
ción 2, luego:

eiAk+1
= α0(−1)0(−1)P ({i},Ak+1)(−1)αk+1e{i}∆Ak+1

+2
∑

j<i,j∈Ak

(−1)P ({j},Ak)γjiej∆Ak
ek+1. (15)
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Puesto que j < i < hk+1, se sigue cumpliendo P ({j}, Ak+1) = P ({j}, Ak)
y ej∆Ak

ek+1 = ej∆Ak+1
. Por otro lado considerando (1), la ecuación (15) puede

escribirse:

eiAk+1
= α{i}∩Ak+1

(−1)n({i}∩Ak+1)(−1)P ({i},Ak+1)e{i}∆Ak+1

+2
∑

j<i,j∈Ak+1

(−1)P ({j},Ak+1)γjie{j}∆Ak+1
.

Resta demostrar el caso hk+1 < i. Fíjense que, como j ̸∈ Ak+1 solo debe
considerarse el caso j ≤ hk+1. Usando nuevamente la expresión (14), se aplicará
el Lema 2 y la Proposición 2, de modo que:

eiAk+1
= α{i}∩Ak+1

(−1)n({i}∩Ak)(−1)P ({i},Ak+1)−1
[
2γhk+1,ieAk

− ei∆Ak+1

]
+2

∑
j<i,j∈Ak

(−1)P ({j},Ak)γjie{j}∆Ak
ehk+1

. (16)

Observe que α{i}∩Ak+1
(−1)n({i}∩Ak) = 1. Además si j ≤ hk+1, entonces:

e{j}∆Ak
ehk+1

= e{j}∆Ak+1
. Así, la expresión (16) se puede reescribir como:

eiAk+1
= α{i}∩Ak+1

(−1)n({i}∩Ak+1)(−1)P ({i},Ak+1)e{i}∆Ak+1

−2(−1)P ({i},Ak+1)γhk+1,ieAk

+2
∑

j<i,j∈Ak

(−1)P ({j},A)γjie{j}∆Ak+1
.

El término 2(−1)P ({i},Ak+1)γhk+1,ieAk
puede incluirse en la última suma-

toria a través de la igualdad (−1)P ({i},Ak+1)+1 = (−1)P ({hk+1},Ak+1). Final-
mente, siendo Ak = {hk+1}∆Ak+1, se consigue el resultado:

eiAk+1
= α{i}∩Ak+1

(−1)n({i}∩Ak+1)(−1)P ({i},Ak+1)e{i}∆Ak+1

+2
∑

j<i,j∈Ak+1

(−1)P ({j},Ak+1)γjie{j}∆Ak+1
.

Todo lo examinado, permite concluir la prueba.

De modo análogo se cumple, el lema 3.

Lema 3 Sean i ∈ {1, . . . , n} y A ∈ Γn. Entonces:

eAi = α{i}∩A(−1)n({i}∩A)(−1)P (A,{i})e{i}∆A

+2
∑

j>i,j∈A
(−1)P ({j},A)γije{j}∆A. (17)
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5 Aplicaciones

En esta sección, usando las expresiones (13) y (17), se plantea una expresión
alternativa a la presentada en [2] para calcular D(u, v) donde u y v son funciones
en el álgebra de Clifford dependientes de parámetro An(2, αi, γij).

Lema 4 Sean:
u =

∑
A∈Γn

uAeA y v =
∑
A∈Γn

vAeA, (18)

funciones de clase C1 con valores en An(2, αj , γij). Entonces:

D(u, v) = D(u) v +

n∑
i=0

ei u ∂i(v).

Demostración: Sean u y v funciones de clase C1 con valores en An(2, αj , γij)
de la forma (18). Aplicando el operador de Cauchy-Riemann generalizado sobre
el producto u v y usando el Lema 3.1.1 de [3], resulta:

D(u, v) =
n∑

i=0

ei (∂i(u) v + u ∂i(v))

=
n∑

i=0

ei ∂i(u) v +
n∑

i=0

ei u ∂i(v) (19)

= D(u) v +
n∑

i=0

ei u ∂i(v).

Teorema 2 Considérense las funciones u y v de la forma (18), de clase C1 y
con valores en el álgebra An(2, αj , γij). Entonces, es válida la expresión:

D(u, v) = D(u) v + uD(v) (20)

+
n∑

i=1

∑
A∈Γn

[
α{i}∩A(−1)n({i}∩A)ωi,Ae{i}∆A

+2
∑

j<i,j∈A
(−1)P ({j},A)γjie{j}∆A

−
∑

j>i,j∈A
(−1)P (A,{j})γije{j}∆A

]
uA∂iv.
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Demostración. Por el Lema 4,

D(u, v) = D(u) v +

n∑
i=0

∑
A∈Γ

uA ei eA ∂i(v).

Considerando la diferencia de las expresiones (13) y (17) queda:

ei eA = eA ei + α{i}∩A(−1)n({i}∩A)((−1)P ({i},A) − (−1)P (A,{i}))e{i}∆A

+2

n∑
i=1

∑
A∈Γn

[ ∑
j∈A, j<i

(−1)p({i},A)γjie(A△{j})

−
∑

j∈A, j>i

(−1)p(A,{i})γije(A△{j})

]
uA∂iv, (21)

donde i, j = 1, . . . n. Sustituyendo esta última expresión en (21) y designando:

ω(i, A) = (−1)P ({i},A) − (−1)P (A,{i}),

se obtiene de inmediato (20).

Corolario 1 Considérense las funciones u y v de la forma (18), de clase C1 y
con valores en el álgebra An(2, αj , γij). Entonces es válida la expresión:

D(u, v) = D(u) v + uD(v)

+2
n∑

i=1

∑
(i,A)∈Φ

α{i}∩A(−1)p({i},A)e{i}∆AuA∂iv (22)

+2
n∑

i=1

∑
A∈Γn

[ ∑
j<i,j∈A

(−1)P ({j},A)γjie{j}∆A

−
∑

j>i,j∈A
(−1)P (A,{j})γije{j}∆A

]
uA∂iv. (23)
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5.1 Caso n = 2 y n = 3

Ahora se revisa la fórmula D(u, v) en el caso n = 2 y n = 3. A través del
Teorema 2, si n = 2, entonces Γ2 = {0, 1, 2, 12}. De este modo, en el álgebra
A2(2, α1, α2, γ) se obtiene:

D(u, v) = D(u) v + uD(v)

+(α{1}∩{2}(−1)n({1}∩{2})ω(1,{2})e12

−2(−1)P ({2},{2})γe{0})u2∂1v

+(α{2}∩{1}(−1)n({2}∩{1})ω(2,{1})e12

+2(−1)P ({1},{1})γe{0})u1∂2v

+(α{1}∩{1,2}(−1)n({1}∩{1,2})ω(1,{1,2})e2

−2(−1)P ({1,2},{1})γe{1}))u12∂1v

+(α{2}∩{1,2}(−1)n({2}∩{1,2})ω(2,{1,2})e1

+2(−1)P ({1},{1,2})γe{2}))u12∂2v.

De los valores p({1}, A) = 0, A ∈ Γ2, y

p({2}, {2}) = 0, p({2}, {1}) = p({2}, {1, 2}) = p({1, 2}, {1}) = 1.

ω(1, {2}) = ω(1, {1, 2}) = 2, ω(2, {1}) = ω(2, {1, 2}) = −2,

se obtiene:

D(u, v) = D(u) v + uD(v)

+2(−γu2e0 + 2γe1u12 − α1e2u12 + u2e12)∂1v

+2(γu1e0 + α2e1u12 + 2γe2u12 − u1e12)∂2v.

Observe que esta expresión coincide con los resultados obtenidos en [2].
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Si n = 3, entonces Γ3 = {0, 1, 2, 3, 12, 13, 23, 123}. De acuerdo con el
resultado (20), a través de los valores p({1}, A) = 0, A ∈ Γ3,

ω(1, {2}) = ω(1, {3}) = ω(2, {3}) = ω(1, {1, 2})

ω(1, {1, 3}) = ω(2, {2, 3}) = 2

ω(2, {1}) = ω(3, {1}) = ω(3, {2}) = ω(2, {1, 2})

ω(3, {1, 3}) = ω(3, {2, 3}) = −2

y

p({2}, {1}) = p({2}, {1, 2}) = p({2}, {1, 3}) = p({2}, {1, 2, 3}) = 1

p({3}, {1}) = p({3}, {2}) = p({3}, {1, 3}) = p({3}, {2, 3}) = 1

p({3}, {1, 2}) = p({3}, {1, 2, 3}) = 2.

Así, en el álgebra A3(2, α1, α2, α3, γ12, γ13, γ23), se obtiene:

D(u, v) = D(u) v + uD(v)

+2
[
(−γ12u2 − γ13u3)e0 + (−γ12u12 − γ13u13)e1

+(−α1u12 − γ13u23)e2 + (−α1u13 + γ12u23)e3

+(u2 − γ13u123)e12 + (u3 + γ12u123)e13

]
∂1v

+2
[
(u1 + γ23u3)e0 + (α2u12 + γ12u12 − γ12u12)e1

+(γ12u12 − γ23u23)e2 + (−γ12u13 − α2u23)e3

+(u1 − γ23u123)e12 + (u3 + γ12u123)e23

]
∂2v

+2
[
(γ13u1 − γ23u2)e0 + (α3u13 + γ23u1)e1

+(−α3u23 + γ13u2)e2 + (γ23u23 + γ13u13)e3

+(−u1 − γ23u123)e13 + (−u2 + γ13u123)e23

]
∂3v.
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Hasta ahora, en el álgebra de Clifford con parámetros An(2, αj , γij), no exis-
te un producto análogo al obtenido en [6] sobre el álgebra de Clifford An, sin
embargo la presente investigación propone el Teorema 1 como una herramienta
para obtener la deseada generalización.

Además, debe destacarse que lo novedoso de los resultados planteados en el
Teorema 1 y el Teorema 2 radica en que los cálculos expuestos vienen expre-
sados explícitamente en función de los valores αi y γij , i, j = 1, . . . n. Conse-
cuentemente, en el análisis de Clifford An(2, αj , γij) los cálculos resultan más
efectivos.
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