REVISTA DE MATEMATICA: TEORfA Y APLICACIONES 2018 25(1) : 151-168
CIMPA — UCR  ISSN: 1409-2433 (PRINT), 2215-3373 (ONLINE)

EXISTENCIA DE LA SOLUCION DEBIL DE UN
MODELO DE DIFUSION ESTRATIFICADA
VIA UN METODO ITERATIVO

EXISTENCE OF THE WEAK SOLUTION FOR A
STRATIFIED DIFFUSION MODEL VIA AN
ITERATIVE METHOD

RiCcARDO CANO MACIAS* JORGE MAURICIO Ruiz V.1

Received: 7/Jun/2017; Revised: 5/Dec/2017;
Accepted: 6/Dec/2017

Revista de Matemaética: Teoria y Aplicaciones is licensed under a Creative Commons
Reconocimiento-NoComercial-Compartirigual 4.0 International License. @ @@@
Creado a partir de la obra en http://www.revistas.ucr.ac.cr/index.php/matematica

*Facultad de Ingenieria, Universidad de La Sabana, Chia, Colombia. E-Mail:
ricardocm @unisabana.edu.co

TDepartarnento de Matematicas, Universidad Nacional de Colombia, Bogotd D.C., Colombia.
E-Mail: jmruizv@unal.edu.co

151



152 R. CANO — J.M. RUIZ

Resumen

Se estudia la existencia y unicidad de la solucién débil de un problema
de difusidn estratificada no lineal. Para ésto, se construye un método al-
ternativo basado en sustituciones sucesivas de una aproximacion lineal del
problema original. Empleando la teoria de ecuaciones diferenciales par-
ciales y usando induccién matemadtica se prueba que cada uno de los pro-
blemas lineales de la iteracion tiene una unica solucion débil, obteniendo
asi, una sucesién de soluciones débiles. Finalmente, se demuestra que
dicha susecién es de Cauchy y que converge a la solucién débil del pro-
blema.

Palabras clave: solucién débil; método iterativo; difusion no lineal.

Abstract

We study the existence and uniqueness of the solution of a non-linear
stratified diffusion problem. To this aim, we construct an alternative
method based on successive substitutions of a linear approximation of the
original problem. We use the theory of partial differential equations and
mathematical induction to prove that each of the linear problems of the
iteration has a unique weak solution. Finally, we prove that the sequence
of weak solutions obtained is a Cauchy sequence that converges to the
weak solution of the problem.

Keywords: weak solution; Iterative method; non-linear diffusion.

Mathematics Subject Classification: 35D30, 35A07, 35K55, 35Q92.

1 Introduccion

El objetivo central de este trabajo consiste en el estudio de la existencia y unici-
dad de la solucién débil del problema de difusién no lineal

ut—V-(<Do+(D1—D0) !

u = 0 en 02
u = ugen Qx{t=0},

donde Q C R™(n = 1,2) es un subconjunto abierto, acotado y suficientemente
regular y Qp := Q x (0, T para algin tiempo fijo 7" > 0.
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EXISTENCIA DE LA SOLUCION DEBIL DE UN MODELO DE DIFUSION ... 153

El coeficiente de difusion no lineal H(u) := Dy + (D1 — Do)ﬁ, con
v > 1, Dy y D; constantes positivas, describe el movimiento espontaneo e
independiente de la poblacién w el cual se incrementa a causa de la presién de-
mogréfica [1]. Mds precisamente, la difusién sucede de manera estratificada, es
decir, en tres etapas: una etapa de asentamiento, una de diseminacion y una de

saturacion [9].

El problema (1) modela la dispersién en tiempo y espacio de especies biolog-
icas, en la que los individuos colonizadores establecen nuevas colonias cercanas
a su asentamiento original y que a corto plazo se fusionan. Especies que se pro-
pagan de esta forma son por ejemplo: insectos como el gorgojo del arroz, aves
como el camachuelo mexicano en Norte América y el estornino pinto europeo
[11].

Con H(u) = 1, el problema (1) se reduce a la ecuacion de Fischer [6] am-
pliamente estudiada. Por otra parte, si se considera el problema homogéneo y
H(u) = u7, el problema (1) coincide con la ecuacion de medios porosos usada
en diversas dreas como flujo de gases en medios porosos, dindmica de fluidos
incompresibles, transferencia de calor no lineal y procesamiento de imagenes
[15] y que también ha sido empleada en el estudio de la difusién de poblaciones
biolégicas [7] [8] y [16].

La existencia y unicidad de la solucién del problema (1) puede abordarse
empleando varias técnicas, como las técnicas de semigrupos [13] o mediante
técnicas de monotonia [14], [17]. Sin embargo las técnicas de monotonia con-
ducen a formular hipdtesis sobre los coeficientes de la ecuacién que tienen muy
poco sentido desde el punto de vista bioldgico. Por esta razén, para el anéli-
sis del problema (1), se propone un método alternativo basado en sustituciones
sucesivas de una aproximacion lineal del problema. Luego, se emplea la teoria
de ecuaciones diferenciales parciales lineales y usando induccién matematica se
prueba que cada uno de los problemas lineales de la iteracion tiene una tnica
solucion débil, obteniendo asi, una sucesion de soluciones débiles la cual es aco-
tada uniformemente. Finalmente, de las propiedades de los espacios de Bochner
se demuestra que dicha susecién es de Cauchy y que converge a la solucién débil
del problema (1).

Para efectos de completitud y claridad, en el apéndice del articulo se re-
sumen las desigualdes y teoremas que se emplean en nuestro andlisis. Ademads,
la notacién que empleamos es la que aparece en [5]. Antes de enunciar nuestro
principal resutado, daremos la definicién de una solucién débil.
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154 R. CANO — J.M. RUIZ

Definicion 1 Una funcion
ue L>(0,T; Hy()), conu, € L*(0,T; Hy (),

es una solucion débil del problema (1) siempre que

(i) /ut¢d$+ /H(u)Vqubde‘ = /u(l — u)¢ dx paratodo ¢ € HE(Q)
Q Q Q
ycasitodot € [0,T), y

(ii) u(x,0) = up.
El principal resultado en este articulo es el siguiente teorema.

Teorema 1 Sea 2 C R"(n = 1,2) un subconjunto abierto, acotado y su-
ficientemente regular. Qp = Q x (0,T] para algiin tiempo fijo T > 0y
ug(z) € H*(Q), 0 < up(z) < 1. Existe una iinica solucion débil u(w,t) del
problema (1).

2 Meétodo iterativo

Se abordard la demostracioén del teorema de la siguiente manera: Primero, se
construye una sucesion iterativa de modificaciones lineales del problema (1) de
la forma

ug —-V- (H(UO)VUO) =0 enQr

ul = en Of) (2)

u® = ug enQ x {t =0}

yparak > 0

uftt — V- (H(uF)Vub ) = uf (1 — ) en Qr
uktl =0 en OF) 3)
uF Tt = g en Q x {t =0}.
Segundo, explotando los resultados bien conocidos de la teorfa de ecuaciones
diferenciales parciales lineales [5], se prueba la existencia y unicidad de la solu-
cién débil del problema (2) y mediante induccién matematica, la existencia y
unicidad de la solucién débil del problema (3) para cualquier iteracién k. Por
dltimo, se constata el criterio de Cauchy para sucesiones y asi demostrar la con-
vergencia de la sucesion iterativa de soluciones débiles.
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EXISTENCIA DE LA SOLUCION DEBIL DE UN MODELO DE DIFUSION ... 155

Lema 1 Bajo las condiciones del teorema 1, existe una vinica solucion débil u?
del problema (2), tal que

u’ € L*®(0,T; H* (),

4
u) € L*®(0,T; L*()) N L*(0,T; Hy () @

ess sup (@)l g2y + 1uf ] L2@) + Hu(t)HL2(O,T;H3(Q)) < Clluol| g2y (5)

para alguna constante C apropiada que depende de Q0, Ty H(uyp).

Demostracion. Existencia. Claramente,

Dy — Dy

Dy < H(up) < Do + a1

(6)

Del Teorema 5, §7.1.3, en [5], existe una solucién débil « del problema (2).

Unicidad. Supongamos que u" y v” son dos soluciones débiles del problema

(2). Es suficiente ver que w® = u® — v = 0 en casi toda parte en Q7. Al

reemplazar w® en la formulacién débil del problema (2), resulta

/w?wo dx + /H(uo)VwOVwo dr =0
Q Q

1d
550y = = [ M) (Vu)?
Q

pero por el Teorema 2, §6.2.2, en [5], existen constantes & > 0y 8 > 0, tal que

/mevaMZﬁm%%@—aW%amz—wwﬁm»
Q

Por consiguiente
q
dt
De la desigualdad de Gronwall y (7) se sigue

[l Z2(y < 200’72 (0)- (7

T
0?22y < [10°(0)|22(qyelo 2.

Como w?(0) = 0, entonces w’(x, ) = 0 en casi toda parte de 7. Ademds, del
Teorema 5, §7.1.3, en [5], se satisfacen (4) y (5). m
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156 R. CANO — J.M. RUIZ

Lema 2 La solucién débil u° del problema (2) satisface 0 < u®(z,t) < 1 en
casi toda parte Q.

Demostracién. Probemos que u’(x,t) > 0. Sea ¢ = (u”)~ := min{0, u°} una
funcién de prueba. Al sustituir ¢ en la formulacién débil del problema (2), se
obtiene

/ug(uo)_ dx + /H(uo)VuOV(uo)_ dx =0
Q

;lt/‘(UO>_’2dl’+/H(UO)’V(UO)_|2dx:0,
Q Q

Luego, para alguna constante 5y > 0, se tiene

2dt”( )7 2200) < Boll ()7 1720y ®)

De la desigualdad de Gronwall y (8), se tiene
_ _ T
1) (320 < I1®)™(0)[F2(qyelo P4 ©)

Dado que (u?)7(0) := min{0,ug} y up > 0, entonces (u°)~(0) = 0. De (9), se
deduce que (u")~ = 0. Por lo tanto, u°(z,t) > 0 en casi toda parte de Q7.

Ahora se prueba que u°(z,t) < 1. Sea ¢ = (u® — 1) := max{(u® —1),0}. Al
sustituir ¢ en la formulacién débil del problema (2), se obtiene

/u?(uo —1)tdr + /H(UO)VUOV(UO —)tdr=0

Q
Ld +2

2dt [ dz+ %UO IV’ — 1) dz =0

Q
1d, e . .
sl =1 ”LQ(Q)Z— H(uo)|V (v’ —1)" [P dx < 0.
Asi,
1d N . .
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EXISTENCIA DE LA SOLUCION DEBIL DE UN MODELO DE DIFUSION ... 157

para alguna constante 3; > 0. De la desigualdad de Gronwall y (10), resulta

T
1(® = 1) |32y < (u® = 1) (0)[32(qyelo 7.

Como (u” — 1)*(0) := max{0, (up — 1)}, entonces (u’ — 1)7(0) = 0, pues
0 < up < 1. Lo que implica que (u® — 1)*(x,¢) = 0. Por lo tanto, u°(x,t) < 1
en casi toda parte de Q7. ®

2.1 Prueba por induccion

Los lemas 1 y 2, proporcionan el valor inicial u°(z,t) apropiado para generar
a partir del problema (3), con £ = 0,1, 2, ..., una sucesion de soluciones con-
vergente a la solucién del problema (1). A continuacién mediante induccién
matematica, se prueba que la sucesion generada satisface el siguiente lema.

Lema 3 Para todo k € Ny, el probema (3) tiene una tinica solucion débil
uF(z,t), 0 < uF(x,t) < 1 tal que:

ut € L=(0,T; H*(R)),

11
uy € L*®(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H () (v

k k k
ess sup (11Ol 2y + luf N2y ) + b 2o, o)
0<t<T

< Clluoll g2y + 1 f @ Dl orr2@y, (12)
para alguna constante C apropiada que depende de Q, T y H(u*~1).

Demostracion.

Inicio de la induccién: Teniendo en cuenta las propiedades del primer término
u®(x,t) de la sucesién (lema 1y 2), la prueba para el caso k& = 0 sigue las
mismas ideas de la demostracién de los lemas 4 y 5.

Hipotesis de induccién: Supongamos que el lema es valido paran = k.

Paso inductivo: Probemos que para n = k + 1, se satisfacen los lemas 4 y 5.

Lema 4 Bajo la hipétesis de induccion, existe una iinica solucién débil uF+!

del problema (3).
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158 R. CANO — J.M. RUIZ

Demostracién. Es suficiente ver que H(u*) € L®(Qr) y fi(u*) €
L?(0,T; L?(52)), donde f(u*) := u*(1 —u*). Como en (6), se tiene que H (u*)
es acotada.

Veamos ahora que f;(u*) € L?(0,T; L?(Q)). Por hipétesis de induccién, resulta

/ /\ft V| dx dt = / /uiC
/ / ul)? de dt
S/ /|uf|2dxdt
0
Q
.
S R A

< Clluoll7r2 (-

dx dt

Asi, del Teorema 5, §7.1.3, en [5], existe una unica solucion débil uk 1 del
problema (3), para cada k € Ny y se satisfacen (11) y (12). =

Lema 5 La solucién débil u**+* del problema (3) satisface 0 < uF*+'(z,t) < 1
en casi toda parte Q.

Demostracién. Probemos que u*!(x,¢) > 0. Definamos ¢ = (uF*1)~ :=
min{0, u**1}. Al reemplazar ¢ en la formulacién débil de (3), resulta

/uf+1(uk+1)_ da:—l—/?—[(uk)VukHV(ukH)_ dx = /uk(l—uk)(uk+1)_ dx.
Q Q Q

Como [ u*(1 —u*)(u*+1)~ dz < 0, entonces

1d

) g l/% V)P d

< ﬁzH(u’““)*HLQ(Q), (13)
para alguna constante S > 0. De la desigualdad de Gronwall y (13), se sigue

T
1) 7120y < N (0)][22 el 22, (14)
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EXISTENCIA DE LA SOLUCION DEBIL DE UN MODELO DE DIFUSION ... 159

Ya que (u**1)7(0) := min{0,up} y 0 < ug < 1, entonces (u**1)~(0) = 0.
Asf, de (14) se sigue que u**1(x, ) > 0 casi en toda parte de Q7.

Probemos que u**t!(z,t) < 1. Sea ¢ = (uF*1 — 1)+ := max{0, (u*+1 — 1)}.
Al sustituir ¢ en la formulacién débil de (3), se obtiene

/uf“(ulﬁ'1 —1)tdr + /H(uk)vuk+1V(uk+1 —1)tdx
Q Q
= /uk(l — P (W — D) de. (15)
Q

Por consiguiente,

/U?Jrl(uk—i_l - 1)-1— dr < /uk(l - uk)(uk—i-l o 1)+ dx
Q Q
< [l (1 = )72 1™ = D) F 72
Asi,
1d
2 dt
Usando la desigualdad de Gronwall y (16), se tiene

1A = 1) B < QPRI = 1)F 2. (16)

T
I = )T 25 ) < [ = 1) (0)[32g)elo 2%,

con 33 = |Q%. Dado que, (u**! —1)7(0) := max{0, (ug — 1)}y 0 < ug < 1,
se deduce que (uF*! —1)*(z,t) = 0. Luego u**1(z,t) < 1 en casi toda parte
de QT. |

3 Existencia y unicidad

El objetivo de esta seccion es demostrar que la sucesién {u*}zcn, de soluciones
aproximadas es de Cauchy y su limite u es la solucién débil del problema (1).
Para ello, se consideran las iteraciones k y k£ + 1 del método

uptt — V- (H(uF) Ve = o (1 - ) (17)
uf — V- (HFHvek) = o711 — W), (18)
Restando las ecuaciones (17) y (18), se obtiene
(uk-i-l _ uk)t -V- (H(uk)vuk+1 _ H(uk—l)vuk)
=uF(1 —ub) — =P, (19)
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160 R. CANO — J.M. RUIZ

Sumando y restando el término V - (’H(uk )Vauk ) en (19) y tras algunos célculos,
resulta

(uk-l-l N v (/H(uk k+1 _ uk))
=u (1 — uk) w1 — uk_l) + V- (HWh) = H@W)Vub). (20
Si se denota por
wk—H — uk:—‘rl _ uk: y fk: — uk(l o uk)’
parak = 0,1,...la ecuacién (20), puede reescribirse en la forma
warl -Vv- (’H(uk)Vw]H'l)) — fk: _ fk:—l
. ky _ k-1 k
" + V- (H(u) = H(uF1)) VuF) en Qr @1
Tt =0en 00
tl=0en Q x {t =0}

Notese que la formulacién débil del problema (21) tiene sentido, si
‘/ (u" ) Vut Vg da| < oo,

para todo ¢ € H}(€2). Para ello, es suficiente que (’H(uk) — H(uk_1)> Vut €
L?(Q27). En efecto

H (H(uk) — H(uk_l)) Vuk‘

L*(Qr)

r 1\ 2
:/T/’H(Uk)—ﬂ(uk1)‘2]Vuk]2dwdt
/ /‘ fi)éck Ty )((uk)’y—(u’“—l)ﬁ)(2|vu’fy2da:dt

IN

2( - )// Y+ L) (Vb2 da e
(T) /O /Q|Vuk|2d:ndt

Dy — Dp\?
CEI

Q.

AN
W

AN
W

IN
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Lema 6 La sucesion {Uk}keNo de soluciones aproximadas es de Cauchy en
L>(0,T; H}(2)) y su limite u es la solucion débil del problema (1).

Demostracion. Al reemplazar ¢ := wkt1 en la formulacién débil de (21), se
tiene

/w{t’”lw’erl dr + /”H(uk)Vwk“VﬂwkJrl dx
Q

= /(f’f — A huwrt de + /v' [(H(u™) — H@W" ) Vir b da.
Q Q
(22)

Al aplicar la primera férmula de Green al segundo término de (22), resulta

/wé’“rlwl{“‘+1 dx + /H(uk)VwkHVwkH dx
Q

= / (ff — fEhHwktt g — / [(H(uF) — H(u D Vur YVt de
Q Q

< ‘/ — fFHwR de — /[(H(uk) —H(ukil)]Vukak“dx‘
Q Q
< ‘/ gk d;c) + ‘/ CH () Vb Tk daz‘.
Q
(23)
Usando la desigualdad de Holder en el primer término de (23), se sigue
/u)ff“'“u;k”r1 dm+/H(uk)Vwk+1Vwk+1dx

Q

<5 = 2@ lw 2

+/\H(u’“)—H(u’“—1)\ VuF Vbt | de. (24)
Q
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162 R. CANO — J.M. RUIZ

Ademas, como

_ _ _ 2
ka o fk 1”%2(Q /|’U,k uk 1(1 _ uk 1)‘L2(Q) dx
Q

Q
/ k’ 1‘ dr
= HwkHL2(Q) (25)
k2
<Jw HH&(Q) (26)

y H(u) es Lipschitz con constante M, entonces al sustituir (25) en (24),
se obtiene

/u}f“uﬂ“rl dr + /H uk Vw1 vkt de
Q

< w2 [0+ 20 /M\u uFY | VUF| [Vt de. (27)

De nuevo, por la desigualdad de Holder al segundo término de (27), se sigue

/wf“wk*l d:c%—/7-[(uk)VwkHVwk+1 dx
Q
< [l z2q) HwkHHm )+ MWV 2 ) [V 12()- (28)

Dado que

1d

k k
2dt”w 220 + Dol Ve [Tz

warlwk'H dx

+ [ HWP) VT Vwr T de,  (29)

de (28) y (29), resulta en particular que

Do V! ’\%2(9)

< w2y 0™ 220y + MI[wVur| 2 () [V | 12(q)- - (30)
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Al aplicar en (30), las desigualdades de Poincaré y Holder respectivamente, se
tiene

Do|| Vo 1720
< Jlw* | 2oy 0" | 2y + MwF|| pagay IVUF]| pag) [V | 22 )

< lw |l z2() Col V| 12() + Ml[w” || 2a) [IVUF]| iy V" T | 12q)
y puesto que H'(Q) — L*(Q) entonces
Do||Vert* ) < Cpllw® 2@y + Mw* |y o) Ve llmre); G

después de usar dos veces la desigualldad de Poincaré en (31), se sigue

DOHVU’kHHLZ(Q va 200 + My/C2+1 vak”LQ(Q) [ u” | £2(02)

= (C2+ M\JC2+ 1 |[W | 2@y ) 190" 120

Ademas, del Teorema 5, §7.1.3, en [5], se tiene

ess supl|u”| g2 (o) < C< + [[uol| 2 Q)> (32)
0<t<T
Por consiguiente
IV |72y < C2 |V |f2(q) (33)

2
CQ+M\/CQ+1 ||u0|| 2
donde Cy := ( u e AZ@) )

Por otra parte, de (28) y (29), se tiene también que

ld

JwF )2
2 dt L2(2

SHwka(Q) w20 + MWk p2i) [V 120y (34)
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164 R. CANO — J.M. RUIZ

Al aplicar a (34), las desigualdades de Young, Holder, el encaje de Sobolev
H'(Q) — LP(Q) para 2 < p < 0oy (33) respectivamente, se tiene

1d ) 2
2 dt L
Aoy g M? k A1 k
o 0 ey + 20 By + oy Vi B + S [F02

2X ©)

_2)\

Ao

M2
o 10 ey + Sl Hza) + S 0oy IV 120+

_2)\
+ *HVW]CHH%%Q
2

M
o [wf 1720y + *”wkHH%Z(Q) + T)\lc?)HwkH?{(}(Q) * (72 )+

_2)\
+ EHVU}kH”%%Q)

1 M203 k2 k2 k+1)2
§<2)\0+ o, 1 @) ) e gy + 5 1w oyt

)\1 k
+ 5 [V [P

1 M204 MG k2 Ao k412
< (g + ot + 250 ) 0 + ey 65)

2
donde Cy := Cs (% + Hu0||§12(9)) por (32).
De la desigualdad de Gronwall generalizada y (35), se obtiene

e 2y < (0 O3y + Cs 0 I3yq)) e/ F4, G36)

donde C5 := ( + M C4 + )qu)
De (33) y (36), resulta

Ao
[Jw kH”Lz(Q) + vakﬂ\|%2(9) < C2||V’wkHQL2(Q) + C5HwkH12T—Ié(Q)ef 2 4,

(37
es decir, R
[t 2 ) < (Co + Cae®T) Hw’“Hifol(m- (38)

1
SeaT) := /\% In (200 ) con \g =4(1+ MCy)y M\ = — 1. Entonces, si
0<T<Ty,

1

[ = uFl e o,y ) < 5 10" = o mim @) (39)
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EXISTENCIA DE LA SOLUCION DEBIL DE UN MODELO DE DIFUSION ... 165

Se concluye asi que la sucesion {uk }keNo es de Cauchy en L™ (07 T, H& (Q)) y
por consiguiente, existe una funcién u € L>(0,T’; Hg (2)) tal que

u¥ — wen L®(0,T; Hy(S2)) fuertemente.

Como L?(0,T; H*(2)) y L*(0, T; H§(£2)) son espacios de Hilbert, la cota uni-

forme (12), implica que existe una subsucesion {ukl } k€N tal que

uM — wen L?(0,T; H*(Q)) débilmente,
uyt — uyen L2(0,T; H3(€)) débilmente.

Usando estas convergencias en la formulacién débil de (3) y haciendo que [ —
00, se tiene que u es solucién débil del problema (1).

Ahora, supongamos que existen u; y uo soluciones débiles del problema (1), se
sigue que

1
lur = w2ll L o im0y < 5 lwn = uallpoe o rim )
para T' = T7. Por consiguiente, u; = us y la solucién débil del problema (1), es
Unica. m

Esto completa la demostracién del Teorema 1.

4 Apéndice

Desigualdad de Young. Para todo a,b > 0 y € > 0 se satisface la desigualdad
2

b
b<ea®+ —.
ab < ea +4€

Desigualdad de Gronwall. Sea v : [0,7] — R una funcion absolutamente
continua no negativa, que satisface

du
dt

donde ¢(t) y 1(t) son funciones sumables no negativas en [0, T']. Entonces

(t) < ¢(t)u(t) + 1(t), para casitodat

. ¢
ot < e840 [u0)+ [ v15) s
0
paratodot € [0,T].
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Desigualdad de Hélder. Sean v € LP(Q2) yv € LY(2) conl < p,g < 0oy
% + % = 1. Entonces uv € L'(Q) y

/Q o] < lfull oy 9] ooy,

Desigualdad de Poincaré. Sea Q) C R™ un dominio acotado con 9Q € C'y
u € H}(S2). Entonces existe una constante positiva C,, tal que

ullz) < Cp [[Vullp2().-

Encajes de Sobolev. Sea Q C R" un dominio acotado con 9Q € C' y1 < p <
oo. Entonces

1. WlP(Q) C LP"(Q) (continuamente) donde 1% = % — L sip<n.
2. WhHr(Q) c LI(Q) (continuamente) donde q € [p, c), sip = n.
3. WHP(Q) C L () (continuamente) si p > n.

Nétese que H* () := WH2(Q).

Teorema 2 (Ver [5], Teoremas 1-4, §7.1.2)

Seanug(x) € L*(2), f(x,t) € L?(0,T; L*(Q)) y a(x,t) € L>®°(27). Entonces
existe una tinica solucion débil w € L?(0,T; H}(2)) N L>(0,T; L*(Q)) con
ug € L2(0,T; H-1(Q)) para el problema

uy — V- (a(z,t) Vu) = f(z,t)  enQp
u=20 en 052 (40)
U = U en Q) x {t =0},

en el sentido que u(0) = ug y

urpdr + | a(z,t)VuVodr = | f(z,t)pdx
[#o] /

Q

para todo ¢ € H}(Q) y casitodo t € [0, T).
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Teorema 3 (Ver [5], Teorema 5, §7.1.3)
Suponga que ug(z) € H*(Q), fi(x,t) € L?(0,T; L*(Q)) y a(x,t) € L= (7).
Sea uw € L*(0,T;HL()) con uy € L*(0,T; HY(Q)) solucion débil del
problema (40). Entonces
w € L®(0,T; H*())
up € L%(0,T5 L*(Q)) N L*(0, T Hy ()
uy € L?(0,T; H1(Q))

ess sup (@l zz2 () + lluellz2)) +llwell 2 0,013 @) + el L2071 )

< Clluoll g2y + I fll 50,7522 (02))

con C' = C(Q,T,lal| Lo (ar))-
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