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Resumen

Se estudia la existencia y unicidad de la solución débil de un problema
de difusión estratificada no lineal. Para ésto, se construye un método al-
ternativo basado en sustituciones sucesivas de una aproximación lineal del
problema original. Empleando la teoría de ecuaciones diferenciales par-
ciales y usando inducción matemática se prueba que cada uno de los pro-
blemas lineales de la iteración tiene una única solución débil, obteniendo
así, una sucesión de soluciones débiles. Finalmente, se demuestra que
dicha suseción es de Cauchy y que converge a la solución débil del pro-
blema.

Palabras clave: solución débil; método iterativo; difusión no lineal.

Abstract

We study the existence and uniqueness of the solution of a non-linear
stratified diffusion problem. To this aim, we construct an alternative
method based on successive substitutions of a linear approximation of the
original problem. We use the theory of partial differential equations and
mathematical induction to prove that each of the linear problems of the
iteration has a unique weak solution. Finally, we prove that the sequence
of weak solutions obtained is a Cauchy sequence that converges to the
weak solution of the problem.

Keywords: weak solution; Iterative method; non-linear diffusion.

Mathematics Subject Classification: 35D30, 35A07, 35K55, 35Q92.

1 Introducción

El objetivo central de este trabajo consiste en el estudio de la existencia y unici-
dad de la solución débil del problema de difusión no lineal

ut −∇ ·
((
D0 + (D1 −D0)

uγ

uγ +A

)
∇u

)
= u(1− u) en ΩT

u = 0 en ∂Ω
u = u0 en Ω×{t=0},

(1)

donde Ω ⊂ Rn (n = 1, 2) es un subconjunto abierto, acotado y suficientemente
regular y ΩT := Ω× (0, T ] para algún tiempo fijo T > 0.
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El coeficiente de difusión no lineal H(u) := D0 + (D1 − D0)
uγ

uγ+A , con
γ > 1, D0 y D1 constantes positivas, describe el movimiento espontaneo e
independiente de la población u el cual se incrementa a causa de la presión de-
mográfica [1]. Más precisamente, la difusión sucede de manera estratificada, es
decir, en tres etapas: una etapa de asentamiento, una de diseminación y una de
saturación [9].

El problema (1) modela la dispersión en tiempo y espacio de especies biológ-
icas, en la que los individuos colonizadores establecen nuevas colonias cercanas
a su asentamiento original y que a corto plazo se fusionan. Especies que se pro-
pagan de esta forma son por ejemplo: insectos como el gorgojo del arroz, aves
como el camachuelo mexicano en Norte América y el estornino pinto europeo
[11].

Con H(u) = 1, el problema (1) se reduce a la ecuación de Fischer [6] am-
pliamente estudiada. Por otra parte, si se considera el problema homogéneo y
H(u) = uγ , el problema (1) coincide con la ecuación de medios porosos usada
en diversas áreas como flujo de gases en medios porosos, dinámica de fluidos
incompresibles, transferencia de calor no lineal y procesamiento de imágenes
[15] y que también ha sido empleada en el estudio de la difusión de poblaciones
biológicas [7] [8] y [16].

La existencia y unicidad de la solución del problema (1) puede abordarse
empleando varias técnicas, como las técnicas de semigrupos [13] o mediante
técnicas de monotonía [14], [17]. Sin embargo las técnicas de monotonía con-
ducen a formular hipótesis sobre los coeficientes de la ecuación que tienen muy
poco sentido desde el punto de vista biológico. Por esta razón, para el análi-
sis del problema (1), se propone un método alternativo basado en sustituciones
sucesivas de una aproximación lineal del problema. Luego, se emplea la teoría
de ecuaciones diferenciales parciales lineales y usando inducción matemática se
prueba que cada uno de los problemas lineales de la iteración tiene una única
solución débil, obteniendo así, una sucesión de soluciones débiles la cual es aco-
tada uniformemente. Finalmente, de las propiedades de los espacios de Bochner
se demuestra que dicha suseción es de Cauchy y que converge a la solución débil
del problema (1).

Para efectos de completitud y claridad, en el apéndice del artículo se re-
sumen las desigualdes y teoremas que se emplean en nuestro análisis. Además,
la notación que empleamos es la que aparece en [5]. Antes de enunciar nuestro
principal resutado, daremos la definición de una solución débil.
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Definición 1 Una función

u ∈ L∞(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
, con ut ∈ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

es una solución débil del problema (1) siempre que

(i)
∫
Ω

utϕdx+

∫
Ω

H(u)∇u∇ϕdx =

∫
Ω

u(1− u)ϕdx para todo ϕ ∈ H1
0 (Ω)

y casi todo t ∈ [0, T ], y

(ii) u(x, 0) = u0.

El principal resultado en este artículo es el siguiente teorema.

Teorema 1 Sea Ω ⊂ Rn (n = 1, 2) un subconjunto abierto, acotado y su-
ficientemente regular. ΩT := Ω × (0, T ] para algún tiempo fijo T > 0 y
u0(x) ∈ H2(Ω), 0 ≤ u0(x) ≤ 1. Existe una única solución débil u(x, t) del
problema (1).

2 Método iterativo

Se abordará la demostración del teorema de la siguiente manera: Primero, se
construye una sucesión iterativa de modificaciones lineales del problema (1) de
la forma 

u0t −∇ ·
(
H(u0)∇u0

)
= 0 en ΩT

u0 = 0 en ∂Ω
u0 = u0 en Ω× {t = 0}

(2)

y para k ≥ 0
uk+1
t −∇ ·

(
H(uk)∇uk+1

)
= uk(1− uk) en ΩT

uk+1 = 0 en ∂Ω
uk+1 = u0 en Ω× {t = 0}.

(3)

Segundo, explotando los resultados bien conocidos de la teoría de ecuaciones
diferenciales parciales lineales [5], se prueba la existencia y unicidad de la solu-
ción débil del problema (2) y mediante inducción matemática, la existencia y
unicidad de la solución débil del problema (3) para cualquier iteración k. Por
último, se constata el criterio de Cauchy para sucesiones y así demostrar la con-
vergencia de la sucesión iterativa de soluciones débiles.
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Lema 1 Bajo las condiciones del teorema 1, existe una única solución débil u0

del problema (2), tal que

u0 ∈ L∞(
0, T ;H2(Ω)

)
,

u0t ∈ L∞(
0, T ;L2(Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
) (4)

y

ess sup
0≤t≤T

(
∥u0(t)∥H2(Ω) + ∥u0t ∥L2(Ω)

)
+ ∥u0t ∥L2(0,T ;H1

0 (Ω)) ≤ C∥u0∥H2(Ω) (5)

para alguna constante C apropiada que depende de Ω, T y H(u0).

Demostración. Existencia. Claramente,

D0 ≤ H(u0) ≤ D0 +
D1 −D0

A
. (6)

Del Teorema 5, §7.1.3, en [5], existe una solución débil u0 del problema (2).

Unicidad. Supongamos que u0 y v0 son dos soluciones débiles del problema
(2). Es suficiente ver que w0 = u0 − v0 = 0 en casi toda parte en ΩT . Al
reemplazar w0 en la formulación débil del problema (2), resulta∫

Ω

w0
tw

0 dx+

∫
Ω

H(u0)∇w0∇w0 dx = 0

1

2

d

dt
∥w0∥2L2(Ω) = −

∫
Ω

H(u0)(∇w0)2 dx,

pero por el Teorema 2, §6.2.2, en [5], existen constantes α ≥ 0 y β ≥ 0, tal que∫
Ω

H(u0)(∇w0)2 dx ≥ β∥w0∥2H1(Ω) − α∥w0∥2L2(Ω) ≥ −α∥w0∥2L2(Ω).

Por consiguiente
d

dt
∥w0∥2L2(Ω) ≤ 2α∥w0∥2L2(Ω). (7)

De la desigualdad de Gronwall y (7) se sigue

∥w0∥2L2(Ω) ≤ ∥w0(0)∥2L2(Ω)e
∫ T
0 2αdt.

Como w0(0) = 0, entonces w0(x, t) = 0 en casi toda parte de ΩT . Además, del
Teorema 5, §7.1.3, en [5], se satisfacen (4) y (5).
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Lema 2 La solución débil u0 del problema (2) satisface 0 ≤ u0(x, t) ≤ 1 en
casi toda parte ΩT .

Demostración. Probemos que u0(x, t) ≥ 0. Sea ϕ = (u0)− := min{0, u0} una
función de prueba. Al sustituir ϕ en la formulación débil del problema (2), se
obtiene ∫

Ω

u0t (u
0)− dx+

∫
Ω

H(u0)∇u0∇(u0)− dx = 0

1

2

d

dt

∫
Ω

|(u0)−|2 dx+

∫
Ω

H(u0)|∇(u0)−|2 dx = 0.

Puesto que, 0 ≤ D0 ≤ H(u0) ≤ D0 +
D1−D0

A entonces

1

2

d

dt

∫
Ω

|(u0)−|2 dx = −
∫
Ω

H(u0)|∇(u0)−|2 dx ≤ 0.

Luego, para alguna constante β0 ≥ 0, se tiene

1

2

d

dt
∥(u0)−∥2L2(Ω) ≤ β0∥(u0)−∥2L2(Ω). (8)

De la desigualdad de Gronwall y (8), se tiene

∥(u0)−∥2L2(Ω) ≤ ∥(u0)−(0)∥2L2(Ω)e
∫ T
0 β0 dt. (9)

Dado que (u0)−(0) := min{0, u0} yu0 > 0, entonces (u0)−(0) = 0. De (9), se
deduce que (u0)− = 0. Por lo tanto, u0(x, t) ≥ 0 en casi toda parte de ΩT .

Ahora se prueba que u0(x, t) ≤ 1. Sea ϕ = (u0− 1)+ := max{(u0− 1), 0}. Al
sustituir ϕ en la formulación débil del problema (2), se obtiene∫

Ω

u0t (u
0 − 1)+ dx+

∫
Ω

H(u0)∇u0∇(u0 − 1)+ dx = 0

1

2

d

dt

∫
Ω

|(u0 − 1)+|2 dx+

∫
Ω

H(u0)|∇(u0 − 1)+|2 dx = 0

1

2

d

dt
∥(u0 − 1)+∥2L2(Ω) = −

∫
Ω

H(u0)|∇(u0 − 1)+|2 dx ≤ 0.

Así,
1

2

d

dt
∥(u0 − 1)+∥2L2(Ω) ≤ β1∥(u0 − 1)+∥2L2(Ω), (10)
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para alguna constante β1 ≥ 0. De la desigualdad de Gronwall y (10), resulta

∥(u0 − 1)+∥2L2(Ω) ≤ ∥(u0 − 1)+(0)∥2L2(Ω)e
∫ T
0 β1 dt.

Como (u0 − 1)+(0) := max{0, (u0 − 1)}, entonces (u0 − 1)+(0) = 0, pues
0 ≤ u0 ≤ 1. Lo que implica que (u0 − 1)+(x, t) = 0. Por lo tanto, u0(x, t) ≤ 1
en casi toda parte de ΩT .

2.1 Prueba por inducción

Los lemas 1 y 2, proporcionan el valor inicial u0(x, t) apropiado para generar
a partir del problema (3), con k = 0, 1, 2, ..., una sucesión de soluciones con-
vergente a la solución del problema (1). A continuación mediante inducción
matemática, se prueba que la sucesión generada satisface el siguiente lema.

Lema 3 Para todo k ∈ N0, el probema (3) tiene una única solución débil
uk(x, t), 0 ≤ uk(x, t) ≤ 1 tal que:

uk ∈ L∞(
0, T ;H2(Ω)

)
,

ukt ∈ L∞(
0, T ;L2(Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
) (11)

y

ess sup
0≤t≤T

(
∥uk(t)∥H2(Ω) + ∥ukt ∥L2(Ω)

)
+ ∥ukt ∥L2(0,T ;H1

0 (Ω))

≤ C∥u0∥H2(Ω) + ∥f(uk−1)∥H1(0,T ;L2(Ω)), (12)

para alguna constante C apropiada que depende de Ω, T y H(uk−1).

Demostración.
Inicio de la inducción: Teniendo en cuenta las propiedades del primer término
u0(x, t) de la sucesión (lema 1 y 2), la prueba para el caso k = 0 sigue las
mismas ideas de la demostración de los lemas 4 y 5.

Hipótesis de inducción: Supongamos que el lema es válido para n = k.

Paso inductivo: Probemos que para n = k + 1, se satisfacen los lemas 4 y 5.

Lema 4 Bajo la hipótesis de inducción, existe una única solución débil uk+1

del problema (3).
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Demostración. Es suficiente ver que H(uk) ∈ L∞(ΩT ) y ft(u
k) ∈

L2(0, T ;L2(Ω)), donde f(uk) := uk(1−uk). Como en (6), se tiene que H(uk)
es acotada.

Veamos ahora que ft(uk) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Por hipótesis de inducción, resulta∫ T

0

∫
Ω

|ft(uk)|2 dx dt =
∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂f∂uk ukt
∣∣∣∣2 dx dt

=

∫ T

0

∫
Ω

(1− 2uk)2 (ukt )
2 dx dt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|ukt |2 dx dt

≤
∫ T

0
∥ukt ∥2L2(Ω) dt

≤ C∥u0∥2H2(Ω).

Así, del Teorema 5, §7.1.3, en [5], existe una única solución débil uk+1 del
problema (3), para cada k ∈ N0 y se satisfacen (11) y (12).

Lema 5 La solución débil uk+1 del problema (3) satisface 0 ≤ uk+1(x, t) ≤ 1
en casi toda parte ΩT .

Demostración. Probemos que uk+1(x, t) ≥ 0. Definamos ϕ = (uk+1)− :=
min{0, uk+1}. Al reemplazar ϕ en la formulación débil de (3), resulta∫
Ω

uk+1
t (uk+1)− dx+

∫
Ω

H(uk)∇uk+1∇(uk+1)− dx =

∫
Ω

uk(1−uk)(uk+1)− dx.

Como
∫
Ω

uk(1− uk)(uk+1)− dx ≤ 0, entonces

1

2

d

dt
∥(uk+1)−∥2L2(Ω) ≤ −

∫
Ω

H(uk)[∇(uk+1)−]2 dx

≤ β2∥(uk+1)−∥2L2(Ω), (13)

para alguna constante β2 ≥ 0. De la desigualdad de Gronwall y (13), se sigue

∥(uk+1)−∥2L2(Ω) ≤ ∥(uk+1)−(0)∥2L2(Ω)e
∫ T
0 2β2 dt. (14)
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Ya que (uk+1)−(0) := min{0, u0} y 0 ≤ u0 ≤ 1, entonces (uk+1)−(0) = 0.
Así, de (14) se sigue que uk+1(x, t) ≥ 0 casi en toda parte de ΩT .
Probemos que uk+1(x, t) ≤ 1. Sea ϕ = (uk+1 − 1)+ := max{0, (uk+1 − 1)}.
Al sustituir ϕ en la formulación débil de (3), se obtiene∫

Ω

uk+1
t (uk+1 − 1)+ dx+

∫
Ω

H(uk)∇uk+1∇(uk+1 − 1)+ dx

=

∫
Ω

uk(1− uk)(uk+1 − 1)+ dx. (15)

Por consiguiente,∫
Ω

uk+1
t (uk+1 − 1)+ dx ≤

∫
Ω

uk(1− uk)(uk+1 − 1)+ dx

≤ ∥uk(1− uk)∥2L2(Ω)∥(u
k+1 − 1)+∥2L2(Ω).

Así,
1

2

d

dt
∥(uk+1 − 1)+∥2L2(Ω) ≤ |Ω|2∥(uk+1 − 1)+∥2L2(Ω). (16)

Usando la desigualdad de Gronwall y (16), se tiene

∥(uk+1 − 1)+∥2L2(Ω) ≤ ∥(uk+1 − 1)+(0)∥2L2(Ω)e
∫ T
0 2β3 dt,

con β3 = |Ω|2. Dado que, (uk+1 − 1)+(0) := max{0, (u0 − 1)} y 0 ≤ u0 ≤ 1,
se deduce que (uk+1 − 1)+(x, t) = 0. Luego uk+1(x, t) ≤ 1 en casi toda parte
de ΩT .

3 Existencia y unicidad

El objetivo de esta sección es demostrar que la sucesión {uk}k∈N0 de soluciones
aproximadas es de Cauchy y su límite u es la solución débil del problema (1).
Para ello, se consideran las iteraciones k y k + 1 del método

uk+1
t −∇ ·

(
H(uk)∇uk+1

)
= uk(1− uk) (17)

ukt −∇ ·
(
H(uk−1)∇uk

)
= uk−1(1− uk−1). (18)

Restando las ecuaciones (17) y (18), se obtiene

(uk+1 − uk)t −∇ ·
(
H(uk)∇uk+1 −H(uk−1)∇uk

)
= uk(1− uk)− uk−1(1− uk−1). (19)
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Sumando y restando el término ∇·
(
H(uk)∇uk

)
en (19) y tras algunos cálculos,

resulta

(uk+1 − uk)t −∇ ·
(
H(uk)∇(uk+1 − uk)

)
= uk(1− uk)− uk−1(1− uk−1) +∇ ·

(
(H(uk)−H(uk−1))∇uk

)
. (20)

Si se denota por

wk+1 := uk+1 − uk y fk := uk(1− uk),

para k = 0, 1, . . . la ecuación (20), puede reescribirse en la forma

wk+1
t −∇ ·

(
H(uk)∇wk+1)

)
= fk − fk−1

+∇ ·
((
H(uk)−H(uk−1)

)
∇uk

)
en ΩT

wk+1 = 0 en ∂Ω
wk+1 = 0 en Ω× {t = 0}

(21)

Nótese que la formulación débil del problema (21) tiene sentido, si∣∣∣ ∫
Ω

(
H(uk)−H(uk−1)

)
∇uk∇ϕdx

∣∣∣ <∞,

para todo ϕ ∈ H1
0 (Ω). Para ello, es suficiente que

(
H(uk)−H(uk−1)

)
∇uk ∈

L2(ΩT ). En efecto∥∥∥(H(uk)−H(uk−1)
)
∇uk

∥∥∥
L2(ΩT )

=

∫ T

0

∥∥∥∥(H(uk)−H(uk−1)
)2

∇uk
∥∥∥∥
L2(Ω)

dt

=

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣H(uk)−H(uk−1)
∣∣∣2 |∇uk|2 dx dt

≤
∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣ (D1 −D0)A(
A+ (uk)γ

)(
A+ (uk−1)γ

)((uk)γ − (uk−1)γ
)∣∣∣2 |∇uk|2 dx dt

≤ 2

(
D1 −D0

A

)2 ∫ T

0

∫
Ω

(
|(uk)γ |+ |(uk−1)γ |

)2
|∇uk|2 dx dt

≤ 4

(
D1 −D0

A

)2 ∫ T

0

∫
Ω
|∇uk|2 dx dt

≤ 4

(
D1 −D0

A

)2

T ∥∇uk∥2L2(Ω)

≤ ∞.
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Lema 6 La sucesión {uk}k∈N0 de soluciones aproximadas es de Cauchy en
L∞(

0, T ;H1
0 (Ω)

)
y su límite u es la solución débil del problema (1).

Demostración. Al reemplazar ϕ := wk+1 en la formulación débil de (21), se
tiene∫

Ω

wk+1
t wk+1 dx+

∫
Ω

H(uk)∇wk+1∇wk+1 dx

=

∫
Ω

(fk − fk−1)wk+1 dx+

∫
Ω

∇ ·
[(
H(uk)−H(uk−1)

)
∇uk

]
wk+1 dx.

(22)

Al aplicar la primera fórmula de Green al segundo término de (22), resulta∫
Ω

wk+1
t wk+1 dx+

∫
Ω

H(uk)∇wk+1∇wk+1 dx

=

∫
Ω

(fk − fk−1)wk+1 dx−
∫
Ω

[
(H(uk)−H(uk−1)]∇uk∇wk+1 dx

≤
∣∣∣∫
Ω

(fk − fk−1)wk+1 dx−
∫
Ω

[
(H(uk)−H(uk−1)]∇uk∇wk+1 dx

∣∣∣
≤

∣∣∣∫
Ω

(fk − fk−1)wk+1 dx
∣∣∣+ ∣∣∣∫

Ω

[
(H(uk)−H(uk−1)]∇uk∇wk+1 dx

∣∣∣.
(23)

Usando la desigualdad de Hölder en el primer término de (23), se sigue

∫
Ω

wk+1
t wk+1 dx+

∫
Ω

H(uk)∇wk+1∇wk+1 dx

≤ ∥fk − fk−1∥L2(Ω)∥wk+1∥L2(Ω)

+

∫
Ω

∣∣H(uk)−H(uk−1)
∣∣ ∣∣∇uk∇wk+1

∣∣ dx. (24)
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Además, como

∥fk − fk−1∥2L2(Ω) =

∫
Ω

∣∣uk(1− uk)− uk−1(1− uk−1)
∣∣2
L2(Ω)

dx

=

∫
Ω

∣∣(uk − uk−1)2
(
1− (uk + uk−1)

)2∣∣ dx
≤

∫
Ω

∣∣uk − uk−1
∣∣2 dx

= ∥wk∥2L2(Ω) (25)

≤ ∥wk∥2H1
0 (Ω) (26)

y H(u) es Lipschitz con constante M , entonces al sustituir (25) en (24),
se obtiene∫

Ω

wk+1
t wk+1 dx+

∫
Ω

H(uk)∇wk+1∇wk+1 dx

≤ ∥wk∥L2(Ω) ∥wk+1∥L2(Ω) +

∫
Ω

M |uk − uk−1| |∇uk| |∇wk+1| dx. (27)

De nuevo, por la desigualdad de Hölder al segundo término de (27), se sigue∫
Ω

wk+1
t wk+1 dx+

∫
Ω

H(uk)∇wk+1∇wk+1 dx

≤ ∥wk∥L2(Ω) ∥wk+1∥L2(Ω) +M∥wk∇uk∥L2(Ω) ∥∇wk+1∥L2(Ω). (28)

Dado que

1

2

d

dt
∥wk+1∥2L2(Ω) +D0∥∇wk+1∥2L2(Ω) =

∫
Ω

wk+1
t wk+1 dx

+

∫
Ω

H(uk)∇wk+1∇wk+1 dx, (29)

de (28) y (29), resulta en particular que

D0∥∇wk+1∥2L2(Ω)

≤ ∥wk∥L2(Ω) ∥wk+1∥L2(Ω) +M∥wk∇uk∥L2(Ω) ∥∇wk+1∥L2(Ω). (30)
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Al aplicar en (30), las desigualdades de Poincaré y Hölder respectivamente, se
tiene

D0∥∇wk+1∥2L2(Ω)

≤ ∥wk∥L2(Ω) ∥wk+1∥L2(Ω) +M∥wk∥L4(Ω) ∥∇uk∥L4(Ω) ∥∇wk+1∥L2(Ω)

≤ ∥wk∥L2(Ω)Cp∥∇wk+1∥L2(Ω) +M∥wk∥L4(Ω) ∥∇uk∥L4(Ω) ∥∇wk+1∥L2(Ω)

y puesto que H1(Ω) ↪→ L4(Ω) entonces

D0∥∇wk+1∥L2(Ω) ≤ Cp∥wk∥L2(Ω) +M∥wk∥H1
0 (Ω) ∥∇uk∥H1(Ω) ; (31)

después de usar dos veces la desigualldad de Poincaré en (31), se sigue

D0∥∇wk+1∥L2(Ω) ≤ C2
p ∥∇wk∥L2(Ω) +M

√
C2
p + 1 ∥∇wk∥L2(Ω) ∥uk∥H2(Ω)

=
(
C2
p +M

√
C2
p + 1 ∥uk∥H2(Ω)

)
∥∇wk∥L2(Ω).

Además, del Teorema 5, §7.1.3, en [5], se tiene

ess sup
0≤t≤T

∥uk∥H2(Ω) ≤ C

(
1

4
+ ∥u0∥H2(Ω)

)
. (32)

Por consiguiente

∥∇wk+1∥2L2(Ω) ≤ C2 ∥∇wk∥2L2(Ω), (33)

donde C2 :=

(
C2

p+M
√

C2
p+1 ∥u0∥H2(Ω)

D0

)2

.

Por otra parte, de (28) y (29), se tiene también que

1

2

d

dt
∥wk+1∥2L2(Ω)

≤ ∥wk∥L2(Ω) ∥wk+1∥L2(Ω) +M∥wk∇uk∥L2(Ω) ∥∇wk+1∥L2(Ω). (34)
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Al aplicar a (34), las desigualdades de Young, Hölder, el encaje de Sobolev
H1(Ω) ↪→ Lp(Ω) para 2 ≤ p <∞ y (33) respectivamente, se tiene

1

2

d

dt
∥wk+1∥2L2(Ω)

≤ 1

2λ0
∥wk∥2L2(Ω) +

λ0
2
∥wk+1∥2L2(Ω) +

M2

2λ1
∥wk ∇uk∥2L2(Ω) +

λ1
2
∥∇wk+1∥2L2(Ω)

≤ 1

2λ0
∥wk∥2L2(Ω) +

λ0
2
∥wk+1∥2L2(Ω) +

M2

2λ1
∥wk∥2L4(Ω) ∥∇u

k∥2L4(Ω)+

+
λ1
2
∥∇wk+1∥2L2(Ω)

≤ 1

2λ0
∥wk∥2L2(Ω) +

λ0
2
∥wk+1∥2L2(Ω) +

M2

2λ1
C3∥wk∥2H1

0 (Ω) ∥u
k∥2H2(Ω)+

+
λ1
2
∥∇wk+1∥2L2(Ω)

≤
(

1

2λ0
+
M2C3

2λ1
∥uk∥2H2(Ω)

)
∥wk∥2H1

0 (Ω) +
λ0
2
∥wk+1∥2L2(Ω)+

+
λ1
2
∥∇wk+1∥2L2(Ω)

≤
(

1

2λ0
+
M2C4

2λ1
+
λ1C2

2

)
∥wk∥2H1

0 (Ω) +
λ0
2
∥wk+1∥2L2(Ω), (35)

donde C4 := C3

(
1
4 + ∥u0∥2H2(Ω)

)2
por (32).

De la desigualdad de Gronwall generalizada y (35), se obtiene

∥wk+1∥2L2(Ω) ≤
(
∥wk+1(0)∥2L2(Ω) + C5 ∥wk∥2H1

0 (Ω)

)
e
∫ λ0

2
dt, (36)

donde C5 :=
(

1
λ0

+ M2C4
λ1

+ λ1C2

)
.

De (33) y (36), resulta

∥wk+1∥2L2(Ω) + ∥∇wk+1∥2L2(Ω) ≤ C2∥∇wk∥2L2(Ω) + C5∥wk∥2H1
0 (Ω)e

∫ λ0
2

dt,

(37)
es decir,

∥wk+1∥2H1
0 (Ω) ≤

(
C2 + C5e

λ0
2
T
)
∥wk∥2H1

0 (Ω). (38)

Sea T1 := 2
λ0

ln
( 1

2
−C2

C5

)
, con λ0 = 4(1 +MC4) y λ1 = 1

4C2
− 1. Entonces, si

0 < T ≤ T1,

∥uk+1 − uk∥L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤

1

2
∥uk − uk−1∥L∞(0,T ;H1

0 (Ω)). (39)
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Se concluye así que la sucesión
{
uk

}
k∈N0

es de Cauchy en L∞(
0, T ;H1

0 (Ω)
)

y
por consiguiente, existe una función u ∈ L∞(

0, T ;H1
0 (Ω)

)
tal que

uk → u en L∞(
0, T ;H1

0 (Ω)
)

fuertemente.

Como L2
(
0, T ;H2(Ω)

)
y L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)

son espacios de Hilbert, la cota uni-
forme (12), implica que existe una subsucesión

{
ukl

}
kl∈N0

tal que

ukl ⇀ u en L2
(
0, T ;H2(Ω)

)
débilmente,

uklt ⇀ ut en L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)

débilmente.

Usando estas convergencias en la formulación débil de (3) y haciendo que l →
∞, se tiene que u es solución débil del problema (1).
Ahora, supongamos que existen u1 y u2 soluciones débiles del problema (1), se
sigue que

∥u1 − u2∥L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤

1

2
∥u1 − u2∥L∞(0,T ;H1

0 (Ω))

para T = T1. Por consiguiente, u1 = u2 y la solución débil del problema (1), es
única.

Esto completa la demostración del Teorema 1.

4 Apéndice

Desigualdad de Young. Para todo a, b > 0 y ϵ > 0 se satisface la desigualdad

ab ≤ ϵa2 +
b2

4ϵ
.

Desigualdad de Gronwall. Sea u : [0, T ] → R una función absolutamente
continua no negativa, que satisface

du

dt
(t) ≤ ϕ(t)u(t) + ψ(t), para casi toda t

donde ϕ(t) y ψ(t) son funciones sumables no negativas en [0, T ]. Entonces

u(t) ≤ e
∫ t
0 ϕ(s) ds

[
u(0) +

∫ t

0
ψ(s) ds

]
para todo t ∈ [0, T ].
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Desigualdad de Hölder. Sean u ∈ Lp(Ω) y v ∈ Lq(Ω) con 1 ≤ p, q ≤ ∞ y
1
p + 1

q = 1. Entonces uv ∈ L1(Ω) y∫
Ω
|uv| ≤ ∥u∥Lp(Ω) ∥v∥Lq(Ω).

Desigualdad de Poincaré. Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado con ∂Ω ∈ C1 y
u ∈ H1

0 (Ω). Entonces existe una constante positiva Cp tal que

∥u∥L2(Ω) ≤ Cp ∥∇u∥L2(Ω).

Encajes de Sobolev. Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado con ∂Ω ∈ C1 y 1 ≤ p ≤
∞. Entonces

1. W 1,p(Ω) ⊂ Lp∗(Ω) (continuamente) donde 1
p∗ = 1

p − 1
n , si p < n.

2. W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) (continuamente) donde q ∈ [p,∞), si p = n.

3. W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω) (continuamente) si p > n.

Nótese que H1(Ω) :=W 1,2(Ω).

Teorema 2 (Ver [5], Teoremas 1-4, §7.1.2)
Sean u0(x) ∈ L2(Ω), f(x, t) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) y a(x, t) ∈ L∞(ΩT ). Entonces
existe una única solución débil u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)) con
ut ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) para el problema

ut −∇ ·
(
a(x, t)∇u

)
= f(x, t) en ΩT

u = 0 en ∂Ω (40)

u = u0 en Ω× {t = 0} ,

en el sentido que u(0) = u0 y∫
Ω

ut ϕdx+

∫
Ω

a(x, t)∇u∇ϕdx =

∫
Ω

f(x, t)ϕdx

para todo ϕ ∈ H1
0 (Ω) y casi todo t ∈ [0, T ].
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Teorema 3 (Ver [5], Teorema 5, §7.1.3)
Suponga que u0(x) ∈ H2(Ω), ft(x, t) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) y a(x, t) ∈ L∞(ΩT ).
Sea u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) con ut ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) solución débil del
problema (40). Entonces

u ∈ L∞(0, T ;H2(Ω))

ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω))

utt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

y

ess sup
0≤t≤T

(
∥u(t)∥H2(Ω) + ∥ut∥L2(Ω)

)
+∥ut∥L2(0,T ;H1

0 (Ω))+∥utt∥L2(0,T ;H−1(Ω))

≤ C∥u0∥H2(Ω) + ∥f∥H1(0,T ;L2(Ω)),

con C = C(Ω, T, ∥a∥L∞(ΩT )).
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