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64 R. OROZCO

Resumen

El objetivo principal de este trabajo es hallar la solución analítica de
la ecuación autónomay(k) = f (y) y demostrar su convergencia usando
polinomios autónomos de ordenk, definidos aquí, además de la fórmula
de Faá di Bruno para composición de funciones y polinomios deBell. Los
polinomios autónomos de ordenk están definidos en término de los valores
de frontera de la ecuación. Además valores especiales de lospolinomios
autónomos de orden 1 son dados.

Palabras clave:ecuación autónoma; polinomios de Bell; polinomios autónomos.

Abstract

The main objective of this paper is to find the analytical solution of
the autonomous equationy(k) = f (y) and prove its convergence using
autonomous polynomials of orderk, define here in addition of the formula
of Faá di Bruno for composition of functions and Bell polynomials. Au-
tonomous polynomials of orderk are defined in terms of the boundary
values of the equation. Also special values of autonomous polynomials of
order 1 are given.

Keywords: Autonomous equation, Bell polynomials, Autonomous polynomials

Mathematics Subject Classification:34A34, 11B73, 11B83.

1 Introducción

Hay una gran variedad de trabajos sobre las ecuaciones autónomasy(k) = f (y) ,
dondey es una función dependiente de la variable realt. Véase por ejemplo
[5, 8, 9, 13]. En [10] se presentan las siguientes soluciones según elcaso es
k = 1, 2, 3, 4, respectivamente, que se pueden resolver por integración directa.
Cuandok = 1,

t =

∫

dy

f (y)
+ C,

dondeC es una constante arbitraria. Cuandok = 2 tenemos la solución

∫
[

C1 + 2

∫

f (y) dy

]−1/2

dy = C2 ± t,

dondeC1 y C2 son constantes arbitrarias. Cuandok = 3, y haciendo la sustitu-

ciónw (y) =
(

y(1)
)2

obtenemos la ecuación de segundo orden

w(2)
yy = ±2f (y)w−1/2.
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Finalmente, cuandok = 4 obtenemos por integración

2y(1)y(3) −
(

y(2)
)2

= 2

∫

f (y) dy + 2C.

De la sustituciónw (y) =
∣

∣y(1)
∣

∣

3/2
obtenemos

w(2)
yy =

3

2

[
∫

f (y) dy + C

]

w−5/3.

Como podemos observar no siempre podemos obtener una solucióny de-
finida explícitamente. En lo que nos ocupa este artículo daremos una solución
analítica de la ecuacióny(k) = f (y), ya que este punto de vista es escasamente
estudiado, o nulo, en la literatura existente. Cayley [2] estudió la ecuación difer-
encial autónomadxdt (t) = V (x(t)) , dondeV es un campo vectorial deRd en sí
mismo, hallando una solución formal para el casod = 1. El punto central de
nuestro trabajo es usar la fórmula de Faá di Bruno [3, 4] para la composición de
funciones analíticas. Además encontraremos una bella relación entre los coefi-
cientes del desarrollo en serie de potencia de la solución dey(k) = f(y) y los
polinomios exponenciales de Bell [1].

El resto del trabajo está estructurado como sigue. Primero introducimos la
fórmula de Faá di Bruno y estudiaremos los números exponenciales de Bell.Se-
gundo, hallaremos la solución a la ecuación diferencial ordinaria(EDO) autónoma
de primer orden en términos de los polinomios autónomos de primer orden. En
esta sección halleramos algunos valores particulares de éstos. Finalmente,en
la última sección generalizamos los resultados de la sección dos obteniendo un
importante resultado sobre la convergencia de la solución dey(k) = f(y).

2 Composición de funciones analíticas

Una partición del enteron es una descomposición en sumandos den. El número
de particiones del enteron será representado porP(n). Por ejemplo,P(5) = 7
y las particiones de 5 son5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 1 + 1 + 3 = 1 + 2 + 2 =
1 + 1 + 1 + 2 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1. Si p(n) = 1k1 + 2k2 + · · · + rkr es
una partición cualquiera den entonces será representada por simplicidad con
[

1k1 , 2k2 , ..., rkr
]

(véase [12] para más detalle). Por ejemplo,
[

13, 2
]

y
[

1, 22
]

son particiones de5.
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66 R. OROZCO

Notación 1 Seap(n) = 1k1 + 2k2 + · · · + rkr, con k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kr.
Acordaremos que loskj indican el número de veces que aparece el enteroj en
la partición den. Entonces

p(n)! = k1!× k2!× · · · × kr!,

bp(n) =

(

b1
1!

)k1 (b2
2!

)k2

· · ·
(

br
r!

)kr

,

longp(n) = k1 + k2 + · · ·+ kr,

donde longp(n) indica la longitud de la particiónp(n). Si longp(n) = i,
entoncesi toma valores entre1 y n.

Por ejemplo, sip(5) =
[

13, 2
]

, entoncesp(5)! = 3! × 1!, b[13,2] = b31
b2
2! y

longp (5) = 4.
A continuación introduciremos la fórmula de Faá di Bruno.

Teorema 1 Seanf y g ∈ funciones analíticas con desarrollo en series de po-
tencias

∑

an
zn

n! y
∑

bn
zn

n! , respectivamente, conC. Si g es convergente en el
discoD(0, R) con radioR > 0 y centro0 y si f es convergente eng(D(0, R)),
entoncesf ◦ g(z) = f(b0) +

∑

n≥1 cn
zn

n! , donde

cn =

n
∑

i=1

B(n, i)f (i)(b0)

con

B(n, i) =
∑

longp(n)=i

n!bp(n)

p(n)!
.

Para una demostración de esta ecuación véase [3, 4, 6, 11]. La fórmulade
Faá di Bruno para composición de funciones tiene una historia interesantetal
como aparece en [6].

SeaPi(n) el conjunto de todas las particiones den de longitudi. Si

Pi(n) −→ B(n, i)f (i)(b0) (1)

entonces
n
⋃

i=1

Pi(n) −→
n
∑

i=1

B(n, i)f (i)(b0)

y por lo tanto

P(n) =
∞
⋃

n=1

n
⋃

i=1

Pi(n) −→
∞
∑

n=1

n
∑

i=1

B(n, i)f (i)(b0)
zn

n!
,
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en dondeP(n) es el conjunto de todas las particiones de los enteros positivosn.
Pero como

f [g(z)]− f(b0) =
∞
∑

n=1

n
∑

i=1

B(n, i)f (i)(b0)
zn

n!
,

entonces
P(n) −→ f [g(z)]− f(b0).

De este modo existe una correspondencia uno a uno entre los elementos del
conjuntoP(n) y los coeficientes def [g(z)] dada por (1).

Por otro lado, si hacemosb2n = 0, n ≥ 0, en el Teorema 1 entonces el
productobp(n) solamente contiene los númerosb2n+1. Por eso, la partición den
debe tomarse de los impares. SeaPo

i (n) el conjunto de todas las particiones de
n de longitudi con sumandos impares y sea

Bo(n, i) =
∑

longpo(n)=i

n!bpo(n)

po(n)!

dondepo(n) = 1k1 + 3k2 + · · ·+ (2r − 1)kr.
Por lo tanto,

Po
i (n) −→ Bo(n, i)f

(i)(0)

es una correspondencia uno a uno y

Po(n) =
∞
⋃

n=1

n
⋃

i=1

Po
i (n) −→

∞
∑

n=1

n
∑

i=1

Bo(n, i)f
(i)(0)

zn

n!
.

Como
∞
∑

n=1

n
∑

i=1

Bo(n, i)f
(i)(0)

zn

n!
= f

[

g(x)− g(−x)

2

]

− f(0),

entonces
Po(n) −→ f

[

g(x)− g(−x)

2

]

− f(0).

Igualmente se puede demostrar que

Pe
i (n) −→ Be(n, i)f

(i)(b0)

también es una correspondencia uno a uno, dondePe
i (2n) es el conjunto de

todas las particiones de2n de longitudi con sumandos pares,b2n+1 = 0 y

Be(2n, i) =
∑

longpe(2n)=i

(2n)!bpe(2n)

pe(2n)!
,

dondepe(2n) = 2k1 + 4k2 + · · ·+ 2rkr.
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68 R. OROZCO

Luego, obtenemos que

Pe(2n) =
∞
⋃

n=1

n
⋃

i=1

Pe
i (2n) −→

∞
∑

n=1

n
∑

i=1

Be(2n, i)f
(i)(b0)

z2n

(2n)!

= f

[

g(x) + g(−x)

2

]

− f(b0).

A continuación daremos algunos ejemplos de composición de funciones
analíticas.

Ejemplo 1 Seaf(z) = ez. Entonces

exp(ez) = e+ e
∞
∑

n=1

n
∑

i=1

B(n, i)
zn

n!

= e+ e
∞
∑

n=1

n
∑

i=1

∑

longp(n)=i

n!bp(n)

p(n)!

zn

n!

= e+ e
∞
∑

n=1

∑

1t1+2t2+···+ktk=n

n!

(1!)t1t1!×× · · · × (k!)tktk!

zn

n!
.

De lo anterior obtenemos que

exp(ez − 1) = 1 +
∞
∑

n=1

Bn
zn

n!

donde

Bn =
n
∑

i=1

B (n, i)

=
∑

1t1+2t2+···+ktk=n

n!

(1!)t1t1!× (2!)t2t2!× · · · × (k!)tktk!

son los números de Bell.

Ejemplo 2 Sig(z) = cosh z, entonces

exp(cosh z) = e+ e
∞
∑

n=1

2n
∑

i=1

Be(2n, i)
z2n

(2n)!

= e+ e
∞
∑

n=1

Be
n

z2n

(2n)!
.
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Por lo tanto

exp(cosh z − 1) = 1 +

∞
∑

n=1

Be
n

z2n

(2n)!
,

donde

Be
n =

∑

2t1+4t2+···+2ktk=n

(2n)!

(2!)t1t1!× (4!)t2t2!× · · · × ((2k)!)tktk!

es el número de maneras en que un conjunto de2n elementos distintos puede ser
particionado en subconjuntos no vacíos con la condición de que cada subcon-
junto tenga un número par de elementos. Igualmente se puede mostrar que

exp(sinh z) = 1 +

∞
∑

n=1

n
∑

i=1

Bo(n, i)
zn

n!

= 1 +
∞
∑

n=1

Bo
n

zn

n!
,

donde

Bo
n =

∑

1t1+3t2+···+(2k−1)tk=n

n!

(1!)t1t1!× (3!)t2t2!× · · · × ((2k − 1)!)tktk!

es el número de maneras en que un conjunto den elementos distintos puede ser
particionado en subconjuntos no vacíos con la condición de que cada subcon-
junto tenga un número impar de elementos. Finalmente

exp (ez − 1)− exp (cosh z − 1)− exp (sinh z) =
∞
∑

n=3

Bd
n

zn

n!
,

dondeBd
n es el número de maneras de particionar un conjunto den elementos

distintos en subconjuntos no vacíos de distintos elementos.

3 Solución analítica de la ecuación autónoma de primer
orden y′ = f(y)

Cayley [2] estudió la ecuación diferencial autónomadx
dt (t) = V (x(t)) , donde

V es un campo vectorial deRd en sí mismo, hallando una solución formal para
el casod = 1. Pero una solución analítica no ha sido estudiada aún. En esta
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sección hallaremos una solución en serie de potencias de la ecuación autónoma
de primer orden. Supongamos que la funciónf y la solucióny de la ecuación
autónomay′ = f(y) son analíticas, es decir, quef(z) =

∑

n∈N an
zn

n! y y =
∑

n∈N bn
zn

n! , conan, bn ∈ C.Por elTeorema 1si f está definida enb0, entonces

∞
∑

n=0

bn+1
zn

n!
= f(b0) +

∞
∑

n=1

n
∑

i=1

B(n, i)f (i)(b0)
zn

n!
.

Por lo tanto, los coeficientes de la solucióny deben satisfacer la relación de
recurrencia

b1 = f(b0)

bn+1 =
n
∑

i=1

B(n, i)f (i)(b0), n ≥ 1,

de donde

y(x) = b0 + f(b0)z +

∞
∑

n=2

n−1
∑

i=1

B(n− 1, i)f (i)(b0)
zn

n!

satisface la ecuación no linealy′ = f(y) con valores inicialesy(0) = b0.

La funcióny(x) se puede expresar en términos del númerob0. A partir de
(21) y (22) obtenemos

b2 = B(1, 1)f ′(b0) = b1f
′(b0) = f(b0)f

′(b0),

b3 = B(2, 1)f ′(b0) +B(2, 2)f ” (b0)

= b2f
′(b0) + b21f

” (b0)

= f(b0)f
′(b0)

2 + f2(b0)f
” (b0),

b4 = B(3, 1)f ′(b0) +B(3, 2)f ” (b0) +B(3, 3)f (3)(b0)

= b3f
′(b0) + 3b1b2f

” (b0) + b31f
(3)(b0)

= f(b0)f
′(b0)

2 + f2(b0)f
” (b0)f

′(b0) +

3f(b0)f(b0)f
′(b0)f

” (b0) + f3(b0)f
(3)(b0)

= f(b0)f
′(b0)

3 + 4f2(b0)f
′(b0)f

” (b0) + f3(b0)f
(3)(b0).

Igualmente tenemos que

b5 = f(b0)f
′(b0)

4 + 11f2(b0)f
′(b0)

2f ” (b0) + 7f3(b0)f
′(b0)f

(3)(b0)

+4f3(b0)f
” (b0)

2 + f4(b0)f
(4)(b0)
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y

b6 = f(b0)f
′(b0)

5 + 26f2(b0)f
′(b0)

3f ” (b0) + 32f3(b0)f
′(b0)

2f (3)(b0)

+34f3(b0)f
′(b0)f

” (b0)
2 + 11f4(b0)f

′(b0)f
(4)(b0)

+15f4(b0)f
” (b0)f

(3)(b0) + f5(b0)f
(5)(b0).

SeaPp(n)

(

f ′(b0), ..., f (n)(b0)
)

= f ′(b0)k1 × · · · × f (r)(b0)
kr un monomio en

las variablesf (i)(b0), i = 1, 2, ..., n.Por ejemplo,P[1,22]

(

f ′(b0), ..., f (5)(b0)
)

=

f ′(b0)f (2)(b0)
2 y P[1,2,3]

(

f ′(b0), ..., f (5)(b0)
)

= f ′(b0)f (2)(b0)f
(3)(b0).

Definamos el polinomioQi

(

f ′(b0), ..., f (n)(b0)
)

de gradoi, de la siguiente
manera

Q (n, i) =
∑

longp(n)=i

q
(1)
p(n)Pp(n)

(

f ′(b0), ..., f
(n)(b0)

)

,

donde los númerosq(1)p(n) son números enteros positivos.
Por último, definamos el polinomioautónomo An,1 de gradon, n ≥ 2 y

orden1 por

An,1

(

f(b0), f
′(b0), ..., f

(n−1)(b0)
)

=
n−1
∑

i=1

fn−i(b0)Q (n, i) .

Como

b2 = A2,1

(

f(b0), f
′(b0)

)

,

b3 = A3,1

(

f(b0), f
′(b0)f

(2)(b0)
)

,

b4 = A4,1

(

f(b0), f
′(b0)f

(2)(b0), f
(3)(b0)

)

,

b5 = A5,1

(

f(b0), f
′(b0)f

(2)(b0), f
(3)(b0), f

(4)(b0)
)

,

b6 = A6,1

(

f(b0), f
′(b0)f

(2)(b0), f
(3)(b0), f

(4)(b0), f
(5)(b0)

)

,

podemos entonces suponer que

bn = An,1

(

f(b0), f
′(b0), ..., f

(n−1)(b0)
)

, (2)

y por lo tanto

bn =
n−1
∑

i=1

B(n− 1, i)f (i)(b0) = An,1

(

f(b0), f
′(b0), ..., f

(n−1)(b0)
)

,
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donde los númerosq(1)p(n) se obtienen al reemplazar los coeficientesb1, ..., bn−1

enB(n− 1, i).
Utilizando (2), obtenemos una solución general a la ecuación autónoma de

primer orden de la siguiente forma

y(x) = b0 + f(b0)z +
∞
∑

n=2

An,1

(

f(b0), f
′(b0), ..., f

(n−1)(b0)
) zn

n!
. (3)

Teorema 2 La solución (3) de la ecuación diferencial no linealy′ = f(y) es
absolutamente convergente en el disco|z| < |α|−1 , α ∈ C, α > 0.

Demostración. Supongamos primero que
∣

∣f (i)(b0)
∣

∣ ≤ Ni, para todoi ≥ 0 y
que

N = max {N0, N1, ..., Ni, ...} .
Entonces

|y(z)− b0| =

∣

∣

∣

∣

∣

f(b0)z +
∞
∑

n=2

An,1

(

f(b0), f
′(b0), ..., f

(n−1)(b0)
) zn

n!

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |f(b0)| |z|+
∞
∑

n=2

∣

∣

∣
An,1

(

f(b0), f
′(b0), ..., f

(n−1)(b0)
)
∣

∣

∣

|z|n
n!

.

Como
∣

∣Pp(n)

(

f ′(b0), ..., f (n)(b0)
)∣

∣ ≤ N i, sólo si longp (n) = i, entonces se
sigue que

∣

∣

∣
An,1

(

f(b0), f
′(b0), ..., f

(n−1)(b0)
)
∣

∣

∣
≤

n−1
∑

i=1

∣

∣fn−i(b0)
∣

∣ |Q (n, i)|

≤
n−1
∑

i=1

Nn−i
∑

longp(n)=i

q
(1)
p(n)N

i

= Nn
n−1
∑

i=1

∑

longp(n)=i

q
(1)
p(n).

Ahora calculemos el valor de la suma anterior. Tenemos que

An,1 (1, 1, 1, ..., 1) =

n−1
∑

i=1

∑

longp(n)=i

q
(1)
p(n).

Puesto que la única función para la que se cumple queg(n)(b0) = 1 esg(x) =
ex−b0 , entoncesAn,1 (1, 1, 1, ..., 1) es el polinomio autónomo de la ecuación
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diferencialu′ = eu−b0 con valor en la fronterau(0) = b0. Como la solución
esu(z) = b0 + ln 1

1−z , entonces por (2)An,1 (1, 1, 1, ..., 1) = (n− 1)!.

Por lo tanto,
n−1
∑

i=1

∑

longp(n)=i

q
(1)
p(n) = (n− 1)!

y
∣

∣

∣
An,1

(

f(b0), f
′(b0), ..., f

(n−1)(b0)
)
∣

∣

∣
≤ (n− 1)!Nn.

De donde

|y(z)− b0| ≤ N |z|+
∞
∑

n=2

(n− 1)!Nn |z|n
n!

= N |z|+
∞
∑

n=2

Nn |z|n
n

= ln
1

1−N |z| .

Puesto que la representación en serie deln 1
1−Nz es absolutamente convergente

en el disco|z| < N−1, entonces la serie (3) también lo es.

A continuación daremos algunos ejemplos de soluciones de ecuaciones au-
tónomas de primer orden con funciónf analítica.

Ejemplo 3 Sea la ecuacióny′ = sin y. La funciónsin y satisface la condición
del teorema, es decir,

∣

∣f (i)(b0)
∣

∣ ≤ 1. Si y(0) = 0,±kπ, k entero, entonces

y(z) ≡ 0. Si y(0) = π
4 , entonces tenemosf(π4 ) =

√
2
2 y f (2i)(π4 ) = (−1)i

√
2
2 y

f (2i+1)(π4 ) = (−1)i
√
2
2 . La solución toma entonces la forma

y(z) =
π

4
+

√
2

2
z +

1

4
z2 − 1

4!
z4 − 3

√
2

2× 5!
z5 +

1

2× 6!
z6 + · · · (4)

Siy(0) = π
2 , entonces

y(z) =
π

2
+ z − z3

3!
+

z5

4!
+ · · ·

donde la serie (4) es absolutamente convergente para todo|z| <
√
2
2 .
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Ejemplo 4 Seay′ = cos y. Si y(0) = (2k+1)π
2 para todo enterok, entonces

y(z) ≡ 0. Siy(0) = π, tenemosf(π) = −1, f (2i)(π) = (−1)i+1 yf (2i−1)(π) =
0. Entonces

y(z) = π − z +
z3

3!
− z5

4!
+ · · ·

Esta solución es absolutamente convergente cuando|z| < 1.
Siy(0) = π

4 , entonces

y(z) =
π

4
+

√
2

2
z − 1

4
z2 +

1

4!
z4 − 3

√
2

2× 5!
z5 − 1

2× 6!
z6 + · · ·

absolutamente convergente para todo|z| <
√
2
2 .

Ejemplo 5 Sea la ecuacióny′ = (1− y)−1. Entonces la solución es

y(z) = z+
z2

2!
+1 ·3z

3

3!
+1 ·3 ·5z

4

4!
+1 ·3 ·5 ·7z

5

5!
+1 ·3 ·5 ·7 ·9z

6

6!
+ · · · (5)

Podemos suponer que el término general dey(x) esbn = (2n−3)!!
n! , n ≥ 2. Por

lo tanto

a = lim
n→∞

bn+1

bn
= 2,

y la serie (5) es absolutamente convergente para todo|z| < 1
2 .

Teorema 3Los siguientes son valores particulares deAn,1 :

An,1 (1, 1, 1, ..., 1) = (n− 1)!,

An,1

(

1, a, a2, ..., an−1
)

= an−1(n− 1)!, a 6= 0

An,1 (0!, 1!, 2!, ..., (n− 1)!) = (−1)n+12nn!

(

1/2

n

)

,

An,1(0, a1, a2, ..., an−1) = 0,

An,1 (1, (a)1, (a)2, ..., (a)n−1) =

( 1
1−a

n

)

(1− a)nn!,

donde(a)k = a(a− 1) · · · (a− k + 1), en dondea no es un entero positivo.

Demostración.Seay′ = f(y) la ecuación diferencial autónoma con valor en la
fronteray(0) = 0 y f analítica e invertible en un conjuntoΩ deR. Supongamos
quey = f−1(g), dondeg es una función diferenciable enΩ. Entonces

(f−1)′(g)g′ = g
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y por tanto
∫

(f−1)′(g)dg
g

= x+ c. (6)

Lask−ésimas derivadas de las funcionesf (z) = ez, f(z) = eaz, f(z) = 1
1−z

y f(z) = (1 + z)a evaluadas en0 sonf i (0) = 1, f i (0) = ai, f i (0) = i! y
f i (0) = (a)i = a(a − 1) · · · (a − i + 1), i > 0, f (0) = 1, respectivamente.
Si aplicamos (6) para hallar la solución a la ecuacióny′ = f (y) , con f las
funciones dadas obtenemos, respectivamente,

ln
1

1− x
=

∞
∑

n=1

An,1 (1, 1, 1, ..., 1)
xn

n!
=

∞
∑

n=1

xn

n
,

1

a
ln

1

1− ax
=

∞
∑

n=1

An,1

(

1, a, a2, ..., an−1
) xn

n!
=

∞
∑

n=1

an−1x
n

n
,

1−
√
1− 2x =

∞
∑

n=1

An,1 (0!, 1!, 2!, ..., (n− 1)!)
xn

n!

=
∞
∑

n=1

(−1)n+12n
(

1/2

n

)

xn,

[1 + (1− a)x]1/(1−a) − 1 =
∞
∑

n=1

An,1 (1, (a)1, (a)2, ..., (a)n−1)
xn

n!

=
∞
∑

n=1

( 1
1−a

n

)

(1− a)nxn.

Sif(b0) = 0 para cualquier b0 ∈ C, entonces por definicion deAn,1 se cumple
(37).

Es posible representar muchas funciones analíticas en términos de los poli-
nomios autónomosAn,1

(

f(b0), f
′(b0), ..., f (n−1)(b0)

)

. Por ejemplo,

arcsin

(

2(
√
2 + 1)e−z

(
√
2 + 1)2e−2z + 1

)

=
π

4
+

√
2

2
z +

∞
∑

n=2

An,1

(√
2

2
,

√
2

2
, ..., (−1)n

√
2

2

)

zn

n!
,

arcsin(sechz) =
π

2
+ z +

∞
∑

n=2

An,1 (1, 0,−1, 0, 1, ...)
zn

n!
.
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4 Solución analítica de la ecuación autónoma de
orden k

Ahora encontraremos una solución analítica para la ecuación autónoma de orden
k, y(k) = f(y), y (z) =

∑

n≥0 tn
zn

n! y f (z) =
∑

n≥0 an
zn

n! , k ≥ 2. Tenemos
que

∞
∑

n=0

tn+k
zn

n!
= f(t0) +

∞
∑

n=1

n
∑

i=1

B(n, i)f (i)(t0)
zn

n!

y por tanto

tk = f(t0) (7)

tn+k =
n
∑

i=1

B(n, i)f (i)(t0, ), n ≥ 1.

La solución analítica será

y(z, t1, ..., tk−1) =
k−1
∑

n=0

tn
zn

n!
+ f(t0)

zk

k!
+

∞
∑

n=k+1

n−k
∑

i=1

B(n− k, i)f (i)(t0)
zn

n!
,

puesto que si usamos (7) podemos expresar los coeficientestn+k, dey en térmi-
nos det0, t1, ..., tk−1, n ≥ 1. Los primeros de éstos son:

tk+1 = B(1, 1)f ′(t0) = t1f
′(t0)

tk+2 = B(2, 1)f ′(t0) +B(2, 2)f ′′(t0)

= t2f
′(t0) + t21f

′′(t0)

tk+3 = B(3, 1)f ′(t0) +B(3, 2)f ′′(t0) +B(3, 3)f (3)(t0)

= t3f
′(t0) + 3t1t2f

′′(t0) + t31f
(3)(t0)

tk+4 = B(4, 1)f ′(t0) +B(4, 2)f ′′(t0) +B(4, 3)f (3)(t0) +B(4, 4)f (4)(t0)

= t4f
′(t0) +

(

4t1t3 + 3t22
)

f ′′(t0) + 6t21t2f
(3)(t0) + t41f

(4)(t0).

Como podemos observar la EDO autónoma tiene realmente la forma

∂ky (z, t1, ..., tk−1)

∂zk
= f (y (z, t1, ..., tk−1))

en donde lost0, t1, t2, ..., tk−1 son los valores en la frontera dados por

y(0) = t0, y
′(0) = t1, y

′′(0) = t2, ..., y
(k−1)(0) = tk−1,
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Definición 1 Sea∂n−k (f (t0)) = (f(t0), f
′(t0), ..., f (n−k)(t0)) en C

n−k+1y
seat =(t1, t2, ..., tk−1) enC

k−1 , en dondef (n) (z) está definida ent0 ∈ C.
Definimos el polinomio autónomoAn,k : Cn → C, de ordenk y gradon−k+1
así

An,k

(

t, ∂n−k (f (t0))
)

=
n
∑

i=1

∑

longp(n)=i

n!

p (n)!
Ap(n)f

(i)(t0), n > k.

donde

An,k = tn, 1 ≤ n ≤ k − 1, (8)

Ak,k = f (t0) ,

Ap(n) =

(

A1,k

1!

)c1 (A2,k

2!

)c2

· · ·
(

Ar,k

r!

)cr

, n > k + 1.

Definición 2 Seaf (z) = ez en el polinomioAn,k, entonces pongamos

Pn (t) = tn, 1 ≤ n ≤ k − 1,

Pk (t) = 1,

Pn+k (t) = An,k (t, 1, 1, ..., 1) , n > 1.

Podemos expresar los polinomiosPn (t) usando los polinomios exponenciales
de Bell

Pn (t) = Bn−k (P1 (t) , P2 (t) , ..., Pn−k (t)) , n > k.

Pn será llamado polinomio exponencial autónomo.

Algunos polinomiosPn (t) son:
Si k = 2,

P1 (t) = t, P2 (t) = 1,

P3 (t) = t,

P4 (t) = 1 + t2,

P5 (t) = 4t+ t3,

P6 (t) = 4 + 11t2 + t4.

Si k = 3,

P1 (t1, t2) = t1, P2 (t1, t2) = t2, P3 (t1, t2) = 1,

P4 (t1, t2) = t1,

P5 (t1, t2) = t2 + t21,

P6 (t1, t2) = 1 + 3t1t2 + t31,

P7 (t1, t2) = 5t1 + 3t22 + 6t21t2 + t41.
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Si k = 4,

P1 (t1, t2, t3) = t1, P2 (t1, t2, t3) = t2, P3 (t1, t2, t3) = t3,

P4 (t1, t2, t3) = 1,

P5 (t1, t2, t3) = t1,

P6 (t1, t2, t3) = t2 + t21,

P7 (t1, t2, t3) = t3 + 3t1t2 + t31,

P8 (t1, t2, t3) = 1 + 4t1t3 + 3t22 + 6t21t2 + t41,

P9 (t1, t2, t3) = 6t1 + 10t2t3 + 15t1t
2
2 + 10t21t3 + 10t31t2 + t51.

SeaE (z, t) la función

E (z, t) =
∞
∑

n=1

Pn (t)
zn

n!
.

Es fácil probar queE (z, t) es solución de la ecuación diferencialy(k) = ey.

Proposición 1 Los polinomiosPn (t) satisfacen la siguiente ecuación de recu-
rrencia

∂Pn+k (t)

∂ti
=

n
∑

j=1

(

n

j

)

∂Pj (t)

∂ti
Pn+k−j (t) , 1 ≤ i ≤ k − 1. (9)

Demostración.Usando la ecuación parcial

∂k+1E (x, t)

∂ti∂x
= eE(x,t)∂E (x, t)

∂ti

se obtiene (9).

Proposición 2 Sea1k−1 = (1, ..., 1) ∈ R
k−1. Entonces

Pn

(

1
k−1
)

≤ n! (10)

Demostración.Primeramente tenemos quePn

(

1
k−1
)

= 1, 1 ≤ n ≤ k. Por lo
tanto

Pn+k

(

1
k−1
)

= Bn

(

P1

(

1
k−1
)

, P2

(

1
k−1
)

, ..., Pn

(

1
k−1
))

= Bn (1, ..., 1)

= n!,
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solamente cuando1 ≤ n ≤ k. Y en este caso también se cumple (10) . Supon-
gamos que (10) es cierta paran− k. Entonces

Pn−k+j

(

1
k−1
)

= Bn−2k+j

(

P1

(

1
k−1
)

, P2

(

1
k−1
)

, ..., Pn−2k+j

(

1
k−1
))

= Bn−2k+j

(

1, ..., 1, Pk+1

(

1
k−1
)

, ..., Pn−2k+j

(

1
k−1
))

≤ Bn−2k+j (1, ..., 1, (k + 1)!, ..., (n− 2k + j)!)

< Bn−2k+j (1, 2!, ..., k!, (k + 1)!, ..., (n− 2k + j)!) .

ComoBn (1!, ..., n!) =
∑n

i=1

(

n−1
i−1

)

n!
i! , en donde los sumandos son los números

de Lah [7], se sigue que

Pn−k+j

(

1
k−1
)

<

n−2k+j
∑

i=1

(

n− 2k + j − 1

i− 1

)

(n− 2k + j)!

i!

<

n−2k+j
∑

i=1

(

n− 2k + j − 1

i− 1

)

(n− 2k + j)!

= 2n−2k+j−1 (n− 2k + j)!

< (n− 2k + j)! (n− 2k + j + 1) · · · (n− k + j)

= (n− k + j)!.

A continuación demostraremos la convergencia de la solución de
y(k) = f (y).

Teorema 4 Sea

y(z, t) = t0 +
k−1
∑

n=1

tn
zn

n!
+ f(t0)

zk

k!
+

∞
∑

n=k+1

An,k
zn

n!
(11)

la solución dey(k) = f (y) , k ≥ 2, dondef es analítica y convergente en todo
discoD(0, R) que contenga at0. Entonces (11) es absolutamente convergente
en los conjuntos:

I) D1 =
{

(z, t) : t |z| < 1
k
√
N
, t > 1, N > 1

}

,

II) D2 =
{

(z, t) : |z| < 1
k
√
N
, 0 < t ≤ 1, N > 1

}

,

III) D3 = {(z, t) : t |z| < 1, t > 1, 0 < N ≤ 1} ,
IV ) D4 = {(z, t) : |z| < 1, 0 < t ≤ 1, 0 < N ≤ 1} .

Demostración.Supongamos quet = max {1, |t1| , ..., |tk−1|} y que
∣

∣f (i)(t0)
∣

∣ ≤
Ni, para todoi ≥ 0, y sea

N = max {N0, N1, ..., Ni, ...} .
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Para simplificar hagamosAn,k = An,k

(

t, ∂n−k (f (t0))
)

. De (8) se tiene que
|An,k| = |tn| ≤ tPn

(

1
k−1
)

, 1 ≤ n ≤ k − 1, |Ak,k| < NPk

(

1
k−1
)

,

|Ak+n,k| ≤ N
n
∑

i=1

∑

longp(n)=i

n!

p (n)!

∣

∣Ap(n)

∣

∣

≤ N
n
∑

i=1

∑

c1+···cr=i

n!

c1! · · · cr!

∣

∣

∣

∣

A1,k

1!

∣

∣

∣

∣

c1

· · ·
∣

∣

∣

∣

Ar,k

r!

∣

∣

∣

∣

cr

≤ NBn (|A1,k| , ..., |An,k|)
≤ NtnBn (1, 1, ..., 1)

≤ NtnPn+k

(

1
k−1
)

y

|A2k,k| ≤ NBk (|A1,k| , ..., |Ak,k|)
≤ NBk (tP1, ..., tPk−1, N)

≤ N2tkP2k

(

1
k−1
)

.

Seaa ≥ 2. Demostraremos que

|Aak+n,k| ≤ Nat(a−1)k+nPn+ak

(

1
k−1
)

.

Supondremos por inducción que
∣

∣A(a−1)k+n,k

∣

∣ ≤ Na−1t(a−2)k+nPn+(a−1)k

(

1
k−1
)

, 0 ≤ n ≤ k − 1.

Para simplificar aún más la notación hagamosPn

(

1
k−1
)

≡ Pn

|Aak+n,k| ≤ NB(a−1)k+n(tP1, ..., tPk−1, N,NtPk+1, ..., Nt2k−1P2k−1, ...,

Na−1t(a−1)kP(a−1)k, ..., N
a−1t(a−2)k+nP(a−1)k+n)

≤ N

(a−1)k+n
∑

i=1

∑

c1+···+cr=i

[(a− 1) k + n]!NCtD

c1! · · · cr!

(

P1

1!

)c1

· · ·
(

Pr

r!

)cr

,

donde

C = ck + · · · c2k−1 + · · ·+ (a− 1)
(

c(a−1)k + · · ·+ c(a−1)k+n

)

y D es un número en término de los númerosci. Sea[x] la función parte entera

dex, entonces
[

(a−1)k+n
k

]

= a− 1. Como

(a− 1) k + n = c1 + 2c2 + · · · (k − 1) ck−1 + · · ·+ [(a− 1) k + n] c(a−1)k+n
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se sigue que

a− 1 ≥
[

1

k

]

c1 + · · ·+
[

k − 1

k

]

ck−1 + · · ·+
[

(a− 1) k + n

k

]

c(a−1)k+n

≥ ck + · · · c2k−1 + 2 (c2k + · · ·+ c3k−1) + · · ·+ (a− 1)(c(a−1)k

+ · · ·+ c(a−1)k+n)

= C.

De este resultado se deduce que el valor máximo que el númeroC puede alcanzar
esa − 1, el cual es alcanzado al menos para la partición de(a− 1) k + n de
longitud igual a 1. Entonces la acotación deAak+n,k queda de esta manera

|Aak+n,k| ≤ NaB(a−1)k+n(tP1, ..., tPk−1, 1, tPk+1, ..., t
2k−1P2k−1, ...,

t(a−1)kP(a−1)k, ..., t
(a−2)k+nP(a−1)k+n).

Por definición de los polinomios de Bell el exponente más alto que puede alcan-
zart es(a− 1) k + n. Por lo tanto

|Aak+n,k| ≤ Nat(a−1)k+nB(a−1)k+n

(

P1, P2, ..., P(a−1)k+n

)

= Nat(a−1)k+nPak+n.

Ahora podemos utilizar el anterior resultado para demostrar la convergencia de
la solución de la ecuacióny(k) = f (y) . Seat =(t1, ..., tk−1) . Tenemos que

|y(z, t)− t0| =

∣

∣

∣

∣

∣

k−1
∑

n=1

tn
zn

n!
+ f(t0)

zk

k!
+

∞
∑

n=k+1

An,k
zn

n!

∣

∣

∣

∣

∣

≤
k−1
∑

n=1

|tn|
|z|n
n!

+ |f(t0)|
|z|k
k!

+
∞
∑

n=k+1

|An,k|
|z|n
n!

≤
k−1
∑

n=1

|tn|
|z|n
n!

+ |f(t0)|
|z|k
k!

+
∞
∑

a=1

k−1
∑

n=1

|Aak+n,k|
|z|ak+n

(ak + n)!

≤ t
k−1
∑

n=1

|z|n
n!

+N
|z|k
k!

+
∞
∑

a=1

k−1
∑

n=1

Nat(a−1)k+nPak+n
|z|ak+n

(ak + n)!

≤ t
k−1
∑

n=1

|z|n
n!

+
∞
∑

a=1

k−1
∑

n=0

Nat(a−1)k+nPak+n
|z|ak+n

(ak + n)!
.
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Se pueden presentar4 casos según los valores que tomenN y t.
Caso I.N > 1 y t > 1:

|y(z, t)− t0| ≤ t
k−1
∑

n=1

|z|n
n!

+
1

tk

∞
∑

n=k

Pn

(

N
1

k t |z|
)n

n!

< t
k−1
∑

n=1

|z|n
n!

+
1

tk

∞
∑

n=k

(

N
1

k t |z|
)n

= t
k−1
∑

n=1

|z|n
n!

+
1

tk

{

ln
(

1−N
1

k t |z|
)

−
k−1
∑

n=1

(

N
1

k t |z|
)n
}

.

De donde se sigue quey(z, t) es convergente en el conjunto

D1 =

{

(z, t) : t |z| < 1
k
√
N

, t = max {1, |t1| , |t2| , ..., |tk−1|} > 1

}

.

Caso II.N > 1 y 0 < t ≤ 1:

|y(z, t)− t0| ≤ t
k−1
∑

n=1

|z|n
n!

+ t
∞
∑

n=k

Pn

(

N
1

k |z|
)n

n!

= t
k−1
∑

n=1

|z|n
n!

+ t

{

ln
(

1−N
1

k |z|
)

−
k−1
∑

n=1

(

N
1

k |z|
)n
}

,

y y(z, t) es convergente en el conjunto

D2 =

{

(z, t) : |z| < 1
k
√
N

, 0 < t ≤ 1

}

Para los restantes casos es fácil hallar la convergencia dey(x, t) en los siguientes
conjuntos.
Caso III.0 < N ≤ 1 y t > 1:

D3 = {(z, t) : t |z| < 1, t > 1, 0 < N ≤ 1} .
Caso IV.0 < N ≤ 1y 0 < t < 1:

D4 = {(z, t) : |z| < 1, 0 < t ≤ 1, 0 < N ≤ 1} .

Corolario 1 La funciónE (z, t) es convergente en los conjuntos

D1 = {(z, t) : |z| < 1, 0 < t ≤ 1} ,
D2 = {(z, t) : t |z| < 1, t > 1} ,

t = max {1, |t1| , |t2| , ..., |tk−1|} .
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Ejemplo 6 Seaf (z) = eiz, z ∈ C.Entonces la solución de∂
ky(z,t)
∂zk

= exp {iy (z, t)} =
cos {y (z, t)}+ i sin {y (z, t)} cont0 = 0 es

y (z, t) =
k−1
∑

n=1

tn
zn

n!
+

zk

k!
+

∞
∑

n=k+1

Qn
zn

n!
, (12)

donde

Qn = tn 1 ≤ n ≤ k − 1,

Qk = 1,

Qn+k =
n
∑

i=1

∑

c1+···+cr=i

n!

c1! · · · cr!

(

Q1

1!

)c1

· · ·
(

Qr

r!

)cr

f (i)(0)

=
∑

2i∈{1,...,n}

∑

c1+···+cr=2i

(−1)i n!

c1! · · · cr!

(

Q1

1!

)c1

· · ·
(

Qr

r!

)cr

+

i
∑

2i+1∈{1,...,n}

∑

c1+···+cr=2i+1

(−1)i n!

c1! · · · cr!

(

Q1

1!

)c1

· · ·
(

Qr

r!

)cr

= Be
n (Q1, ..., Qn) + iBo

n (Q1, ..., Qn) .

La ecuación (12) es absolutamente convergente en los conjuntos

{(z, t) : |z| < 1, 0 < t ≤ 1}

y

{(z, t) : t |z| < 1, t > 1} ,

cont = max {1, |t1| , |t2| , ..., |tk−1|} .

5 Conclusiones

En este trabajo presentamos la solución analítica convergente de la ecuación
diferencial autónoma de ordenk usando polinomios de Bell y definiendo una
nueva clase de polinomios a los que llamamos polinomios autónomos
de ordenk.

Los resultados generales de este trabajo pueden ser usados para resolver una
amplia gama de ecuaciones ordinarias diferenciales autónomas y podrían ser
aplicados a sistemas autónomos y no autónomos.
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