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64 R. OROZCO

Resumen

El objetivo principal de este trabajo es hallar la solucidaliica de
la ecuacion autonomg®) = f (y) y demostrar su convergencia usando
polinomios autbnomos de ordén definidos aqui, ademas de la férmula
de Faa di Bruno para composicién de funciones y polinomiddadle Los
polinomios autonomos de ordérestan definidos en término de los valores
de frontera de la ecuacion. Ademas valores especiales g@lioemios
auténomos de orden 1 son dados.

Palabras clave:ecuacion autbnoma; polinomios de Bell; polinomios autbnomos.

Abstract

The main objective of this paper is to find the analytical 8ol of
the autonomous equatiaft*) = £ (y) and prove its convergence using
autonomous polynomials of ordey define here in addition of the formula
of Faéa di Bruno for composition of functions and Bell polyrnata. Au-
tonomous polynomials of ordér are defined in terms of the boundary
values of the equation. Also special values of autonomotypmials of
order 1 are given.

Keywords: Autonomous equation, Bell polynomials, Autonomous polynomials
Mathematics Subject Classification:34A34, 11B73, 11B83.

1 Introduccion

Hay una gran variedad de trabajos sobre las ecuaciones autégidimasf (1),
dondey es una funcién dependiente de la variable teaV/éase por ejemplo
[518,[9,13]. Enl[10] se presentan las siguientes soluciones segiaseles
k = 1,2,3,4, respectivamente, que se pueden resolver por integracién directa
Cuandok =1,

dy

t = m+c,

dondeC es una constante arbitraria. Cuaride: 2 tenemos la solucién

—1/2
/[01+2/f(y)dy} dy = Cy £1,

dondeC; y C5 son constantes arbitrarias. Cuarkde- 3, y haciendo la sustitu-
cionw (y) = (y)* obtenemos la ecuacién de segundo orden

w?%) =£2f (y) w12,
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Finalmente, cuandbk = 4 obtenemos por integracion
2
21y ) — (y(2)> = 2/f(y) dy +2C.
. ., . (1) 3/2
De la sustitucions (y) = |y™"|”~ obtenemos

wly) = % [/f () dy + C} w3,

Como podemos observar no siempre podemos obtener una soludén
finida explicitamente. En lo que nos ocupa este articulo daremos una solucion
analitica de la ecuaciafi®) = f (y), ya que este punto de vista es escasamente
estudiado, o nulo, en la literatura existente. Cayley [2] estudié la ecuaifidn d
encial auténom:%%(t) =V (x(t)), dondeV es un campo vectorial d&¢ en si
mismo, hallando una solucién formal para el cdse: 1. El punto central de
nuestro trabajo es usar la férmula de Faa di Brundl[3, 4] para la contposie
funciones analiticas. Ademas encontraremos una bella relacién entreefas co
cientes del desarrollo en serie de potencia de la soluciapffde= f(y) y los
polinomios exponenciales de Bell [1].

El resto del trabajo esté estructurado como sigue. Primero introducimos la
férmula de Faa di Bruno y estudiaremos los nimeros exponenciales d&&ell.
gundo, hallaremos la solucién a la ecuacion diferencial ordinaria(EDOhama
de primer orden en términos de los polinomios auténomos de primer orden. En
esta seccidn halleramos algunos valores particulares de éstos. Finalemente,
la dltima seccién generalizamos los resultados de la seccion dos obteniendo un
importante resultado sobre la convergencia de la solucigifde= f(y).

2 Composicion de funciones analiticas

Una particién del entera es una descomposicion en sumandos.dél nimero

de particiones del enteroseréa representado p@¥n). Por ejemploP(5) = 7

y las particionesde 5soh=4+1=342=14+143=1+2+2 =
1+1+142=14+1+1+1+1. Sip(n) = 1k + 2ky + --- + 1k, €S
una particion cualquiera de entonces sera representada por simplicidad con
[1k,2k2 _ rkr] (véasel[1R] para mas detalle). Por ejempld’, 2] y [1,2?]

son particiones d&.
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66 R. OROZCO

Notacion 1 Seap(n) = 1k; + 2ky + -+ + rky, cONky < kg < -+ < k.
Acordaremos que lok; indican el nimero de veces que aparece el enfezo
la particién den. Entonces

p(n)! = k! X k! x -+ x k.l
b\ " b\ ™ b\ "
o - (G ()
1! 2! il
longp(n) = ki +ko+ -+ ky,

dondelongp(n) indica la longitud de la particionp(n). Si longp(n) = i,
entonces toma valores entré y n.

Por ejemplo, sp(5) = [13,2], entoncew(5)! = 3! x 11, bys o) = b3 % y

longp (5) = 4.
A continuacion introduciremos la férmula de Faa di Bruno.

Teorema 1 Seanf yg € funciones analiticas con desarrollo en series de po-
tencias) a,%; ¥ > b, %y, respectivamente, coi. Sig es convergente en el
discoD(0, R) con radioR > 0y centro0 y si f es convergente ej{ D(0, R)),
entoncesf o g(z) = f(bo) + 3,51 ¢y, donde

=1
con b
B("I’L,Z) — Z 1:0p(n) )

!
longp(n)=i p(n) )

Para una demostracion de esta ecuacion véasel([3, 4, 6, 11]. La faenula
Faa di Bruno para composicion de funciones tiene una historia interdsante
como aparece enl[6].

Sea};(n) el conjunto de todas las particionesidde longitudi. Si

PBi(n) — B(n,i) D (bo) (1)

entonces

n

UBi(n) — 3 Bn, i) (b)
=1

=1
y por lo tanto

:UUmi<n>_>ZZ Bln, i) (bo)
n=11=1 n=1 1=1
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en donde(n) es el conjunto de todas las particiones de los enteros positivos
Pero como

Flo()] = foo) = 323 Bln, )9 (ko)
n=1 i=1
B(n) — £ [9()] — fo).

De este modo existe una correspondencia uno a uno entre los elementos del
conjuntoP3(n) y los coeficientes d¢ [¢(z)] dada por[(lL).

Por otro lado, si hacemds,, = 0, n > 0, en el Teorema 1 entonces el
productob,,,,) solamente contiene los nimergs 1. Por eso, la particion de
debe tomarse de los impares. §&4n) el conjunto de todas las particiones de
n de longitudi con sumandos impares y sea

nlb

By(n,1) = po(n)
(m. ) 2 . Po(n)!

longpo(n)=i

dondep,(n) = 1ki + 3ka + - - - + (2r — 1)k,

Por lo tanto, ,
PBg(n) — Bo(n, i) (0)
es una correspondencia uno a unoy

Fo(n) = U UBein — 33 B, 100)

n=11:=1 n=1 i=1

entonces

Como
> Boln 00 = | 29515 - po),
n=1i=1 ’
entonces (2) — g(—2)
Po(n) — f [929] - J(0).
Igualmente se puede demostrar que

B (n) — Be(n, i) 9 (bo)

también es una correspondencia uno a uno, dgit@n) es el conjunto de
todas las particiones d de longitudi con sumandos pares,, 1 =0y

20)1b,, (om
Be(2n,i)= Z M)

|
longpe (2n)=t pe(Qn)'

dondep.(2n) = 2ky + 4ka + - - - + 2rk,.
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Luego, obtenemos que

<" Sl Z2n
Pezn) = JUBiC@n) — 32> B Vb g
n=1i=1 n=1i=1 :

= f [g('@—;g(_m)} _ f(b())-

A continuacién daremos algunos ejemplos de composicion de funciones
analiticas.

Ejemplo 1 Seaf(z) = e*. Entonces

o n o

z — 7 ——

exp(e®) = e—i—ez:lz;B(n,z)n!
n=1 i=

o0 n

= eredY Y Moz

| |
p{n). n.
n=1i=1 longp(n)=1 ( )

n

n

oo
n! z
N e—i—ez Z (It x x -+ x (k!)tktkla'

n=11t;+2to+---+ktr=n

De lo anterior obtenemos que

oo n
exp(e* —1) =1+ ZB”
n=1
donde
n
Bn - ZB (TL,’L)
=1
> .
- TN Nzl 5 - .- N, !
Lty 42ttt kty=n (1) 11! x (2) 2¢9! X X (k) k!
son los numeros de Bell.
Ejemplo 2 Sig(z) = cosh z, entonces
oo 2n Z2n
exp(coshz) = e+e Z Z Be(2n,1) o)l
n=1 i=1
0 2271
= B¢ )
e+ e; " (2n)!
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Por lo tanto
o 2n
e z
exp(coshz —1) =1+ ;Bn o)’
donde
2n)!
- % o
(2D tq! x (4h)t2ta! x - x ((2k)!)trty!

2t14+4to+--+2kt=n

es el nimero de maneras en que un conjunt?rdelementos distintos puede ser
particionado en subconjuntos no vacios con la condicién de que cadaisub
junto tenga un ndmero par de elementos. Igualmente se puede mostrar qu

0o n n
exp(sinhz) = 1—1—2230(71,1')%

n=1i=1
oo Zn

—_— 07

= 1+ Z BC T
n=1

donde
n!
B =
" Z (ID8gy! x (BD)f2tg! x -+ x ((2k — 1)!)trity!

1t1+3t2+---+(2k71)tk=n

es el nimero de maneras en que un conjunta deementos distintos puede ser
particionado en subconjuntos no vacios con la condicién de que cadaisub
junto tenga un nimero impar de elementos. Finalmente

z . _ - dzn
exp (e — 1) —exp (coshz — 1) — exp (sinh z) = Z_;)Bnn!,

dondeB? es el numero de maneras de particionar un conjuntaddementos
distintos en subconjuntos no vacios de distintos elementos

3 Solucidn analitica de la ecuacion autbnoma de primer
ordeny’ = f(y)

Cayley [2] estudi6 la ecuacion diferencial auténofgét) = V (z(t)), donde
V es un campo vectorial d&? en si mismo, hallando una solucion formal para
el casod = 1. Pero una solucion analitica no ha sido estudiada aun. En esta
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70 R. OROZCO

seccion hallaremos una solucion en serie de potencias de la ecuaciéonaaiton
de primer orden. Supongamos que la funcjon la soluciony de la ecuacion
auténomaygl/ = f(y) son analiticas, es decir,_qlféz) = _Z_neN aniy Yy =

> nen bnZy , CONay, b, € C.Por elTeorema 1si f esta definida ey, entonces

n=0 ’

n=1i=1

n

Por lo tanto, los coeficientes de la solucigrdeben satisfacer la relacién de
recurrencia

bi = f(bo)
boi1 = Y B(n,i)f%(bo), n>1,
=1
de donde
oo n—1 n
i) =bo+ S b2+ 33 Bl - L) (b0)

satisface la ecuacién no linegl= f(y) con valores inicialeg(0) = bo.
La funciony(x) se puede expresar en términos del nunigrdA partir de
(21) y (22) obtenemos

bo = B(1,1)f"(bo) = b1 f'(bo) = f(bo) [ (bo),
bs = B(2, 1)f/(bo)+B(2 2)f" (bo)
= baf'(bo) +bif (bo)

(bo) f'(bo)? + f2(bo) (o),
by = B(3,1)f'(bo) + B(3,2)f (bo) + B(3,3)f® (bo)
"(bo) + 3b1baf (bo) + b3 f) (bo)

Il
~

bsf

F(bo) f'(bo)? +f2(b0)f (bo) f (bo) +

3f(bo).f(bo) f'(bo) S (bo) + f3(bo) f& (bo)

= f(bo)f(b0)® + 4% (bo) I (bo) " (bo) + 1 (bo) f*) (bo).

Igualmente tenemos que

bs = f(bo)f (bo)* + 11£2(bo) f'(bo)f (bo) + 7 (bo) f'(bo) f® (bo)
+4£3(bo) £ (bo)* + £4(bo) £ (bo)
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bs = f(bo)f (bo)® +262(bo) f (bo)®f (bo) + 32f3(bo) £ (bo)* f) (bo)

”

+343(bo) f'(bo) £ (bo)* + 114 (bo) £ (bo) £ (bo)

+15f4(bo) " (b0) f&) (bo) + £7(b0) f© (bo).

SeaPl, ) (f/(bo), ..., f™ (b)) = f'(bo)* x -+ x f)(by)* un monomio en
las variableg ") (b), i = 1,2, ...,n. Por ejemplo Py »2) (' (bo), ... f®) (by)) =
F(b0) P (b0)?y P o (£/(b0), -, f P (b0)) = f/(bo) f@ (bo) f3) (bo).

Definamos el polinomi@); (f'(bo), -.., f™ (b)) de gradai, de la siguiente
manera

Qi) = > 4Py (£ (b0)s s S (B0))

longp(n)=i

donde los numeroﬁg()l) son nimeros enteros positivos.

e p(n) . .
Por ultimo, definamos el polinomieuténomo A, ; de gradon, n > 2y
ordenl por
n—1
i=1

Como

by = Ag1(f(bo), f (b)),

by = Asa (f(00). /(o) FP (b))

be = Asa (£00), £/ (00) P (o), FO b))

bs = Asa (£(00)., £/ (40) P (bo), FP(bo). £D(bo) )

b = At (F(bo). £'(bo) P (o), D (bo). £ D (bo). S (b))

podemos entonces suponer que

b = A (£(b0). £ (b0), s FD(00)) 2)

y por lo tanto

n—1
b= 3" B~ 1.0)fO(bo) = Ay (F(bo). 7'(bo). . T (b))

i=1
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donde los nL’JmerO@&L) se obtienen al reemplazar los coeficieriigs.., b,,_1
enB(n —1,i).

Utilizando [2), obtenemos una solucién general a la ecuaciéon autbnoma de
primer orden de la siguiente forma

Zn

y(@) = bo+ Fb0)z+ > Ana (F(bo), (o), s SO0 00)) S

nl’

3)

n=2

Teorema 2 La solucién [(B) de la ecuacion diferencial no linegl = f(y) es
absolutamente convergente en el disdo< |a| !, a € C, a > 0.

Demostracién. Supongamos primero qqg‘(i)(bo)\ < N;, paratodoi > 0y
que
N = max{Ng, Nl, vaey Ni, } .

Entonces

Z'n,

[y(z) ~bol = ‘ boz+ZAn1( £/ (bo). s D b0) ) S5

Fbo)| 2] + Z ’An 1 ( f'(bo), .. f(n—l)(bo)) ’ ‘Zn"n

IN

Como | Py (f/(bo), ..., fM(bo))| < N?, sélo silongp (n) = i, entonces se
sigue que

An (£00), ' (00), s 000)) | < S 1] 1Q ()

=1
n—1
=1 longp(n)=i

n—1
- an Z q;(aa)-

i=1 longp(n)=i
Ahora calculemos el valor de la suma anterior. Tenemos que

n—1

A (LLL D=3 3> )

i=1 longp(n)=i

Puesto que la Gnica funcién para la que se cumplegtjuéhy) = 1 esg(z) =
er~bo entonces4,,; (1,1,1,...,1) es el polinomio auténomo de la ecuacion

b N
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diferencialu’ = e“~% con valor en la frontera(0) = by. Como la solucion
esu(z) = by +In -1, entonces poid24,,1 (1,1,1,...,1) = (n — 1)\.
Por lo tanto,

Z Z q]fii) = (n— 1!

=1 longp(n

At (F(b0), f/(B0),s ooy f" 7V (b0) )| < (0 — 1)IN™.
‘ (
De donde

(=) — bl < N\z|+2 v

Z
= N N"—
\zl+n§:2 -

1

= ln———.
1—N|z|

Puesto que la representacion en serimd-le_% es absolutamente convergente
en el discdz| < N~!, entonces la seri€l(3) también lo as.

A continuacion daremos algunos ejemplos de soluciones de ecuaciones au-
ténomas de primer orden con funcigranalitica.

Ejemplo 3 Sea la ecuacién’ = siny. La funciénsin y satisface la condicion
del teorema, es deciff(by)| < 1. Siy(0) = 0,+km, k entero, entonces

y(z) = 0. Siy(0) = T, entonces tenemgT) = Y2y f2)(T) = (—1)iLy
f(%H)(%) = (—1)”@. La solucién toma entonces la forma

f 214 3f5 1

™ 6
_rT o ve 2 4
vE) =gt et et T m® Yot T (4)

Siy(0) = 7§, entonces

™ 23 25
y(2) = Ste—gt gyt

i V2
donde la serie[(4) es absolutamente convergente para|tgdo ¥=.
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Ejemplo 4 Seay’ = cosy. Siy(0) = M para todo enteradk, entonces

y(z) = 0. Siy(0) = 7, tenemod (7) = —1, f(%)(ﬂ') = (—1)"*! yf(%_l)(w) =

0. Entonces

23 P

y(Z)—ﬂ'—Z‘i‘?—E‘i‘

Esta solucion es absolutamente convergente cuétjdo 1.
Siy(0) = 7, entonces
V2 . s 1 4 32 5 1
2

1 6
T TR Tt Taxe” T

™
y(z) = 1T
absolutamente convergente para tddp< @

Ejemplo 5 Sea la ecuacion’ = (1 — y)~!. Entonces la solucion es

2 3 4 5 6

'—1-13*—1—135*—1—1357 +13579— -+ (5)

2!
Podemos suponer que el término generalde) esb,, = M ,n > 2. Por
lo tanto

bn+1
a= lim
n—oo by,

=92,
y la serie [b) es absolutamente convergente para tefe: %

Teorema 3 Los siguientes son valores particulares dig :

Anl(l,l,l L1
A, (1aa a” !

= (n_ 1)'7
a" tn—-1)!, a#0

)
)
Apa (04,1020 (n—1)1) = (—1)”“2%!(122),
)
)

Anl(o a17a27"'7an 1 = O)

- <1;) (1—a)"n!,

donde(a)r = a(a —1)---(a — k + 1), en donde: no es un entero positivo.

An,l (1,((1)1,( ) 25 ( )n 1

Demostracién.Seay’ = f(y) la ecuacion diferencial autonoma con valor en la
fronteray(0) = 0y f analitica e invertible en un conjuntd deR. Supongamos
quey = f~1(g), dondeg es una funcién diferenciable éh Entonces

(' (9)9d =9

Rev.Mate.Teor.ApliqISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(1): 83;-January 2016



SOLUCION ANALITICA DE LA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA... 75

y por tanto
/ (f 1) (9)dg

9

Lask—ésimas derivadas de las funciongéz) = e*, f(z) = €%, f(z) =
y f(2) = (1 + 2)* evaluadas e sonf (0) = 1, f1(0) = a*, fi(0) =iy
fi(0) = (a); =ala—1)---(a—i+1),i >0, f(0) = 1, respectivamente.
Si aplicamos([{6) para hallar la solucién a la ecuacigh= f (y), con f las
funciones dadas obtenemos, respectivamente,

=x+c. (6)

1 > " "
1 = A 1,1,1,...,1) — = —
nl—.’E Z n,l()77 ’)TL' n’
n=1
1 1 = 9 1y " I
Elnl—ax = ZAnJ(l,a,a,...,a” )n!:zjla” gl
n=
xn
1—-V1-2z = ZAM 0,142, .y (n = 1)) —
- S ()
n=1 n

L1 -2V 1 = 3 A (1 (@)1, ()2, e (@)no1)
n=1

- (o

n=1
Si f(by) = 0 para cualquier lj € C, entonces por definicion dé,, ; se cumple
B7). =

Es posible representar muchas funciones analiticas en términos de los poli-
nomios auténomos,, 1 (f (o), f'(bo), -... f™~V(by)) . Por ejemplo,

rcsin 2(\/5_‘_1)6% — E £

T Ve e =) T 177
o V2 V2 VAW
2 (2’ 77...’ _1) 2> H7

arcsin(sec hz) =

Z ,0,17...)%.

M\ﬂ
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4 Soluciéon analitica de la ecuacion autobnoma de
orden k

Ahora encontraremos una solucién analitica para la ecuacién auténomtede o

k™ = fy), y(2) = > n>0 tn3r Y f(2) = 2 n>0 anZy, k > 2. Tenemos
que

n

Stk = o)+ 3D Bl i) O (t0)
n=0 ’

n=1i=1 n!
y por tanto
ty = f(to) (7)
thar = Y B(n,i)f%(t,), n>1.
=1

La solucién analitica sera

k=1 5 k o n—k n

z z . z
_ § : § E )@ ()2
y(zﬂflv'“atkfl) _n:Otn nl +f(t0) k! +n:k+1 P B(n k’,l)f (tO) n!a

puesto que si usamds (7) podemos expresar los coefictgnigdey en térmi-
nos dety, t1,...,tx_1, n > 1. Los primeros de éstos son:

tkr1r = B(L,1)f'(to) = t1f'(to)
tere = B(2,1)f (to) + B(2,2)f"(to)
= tof'(to) + t1 " (to)
tees = B(3,1)f (fo) + B(3,2) " (to) + B(3,3) ) (to)
= t3f'(to) + 3tataf" (to) + £ f P (to)
thea = B(4,1)f (to) + B(4,2)f"(to) + B(4,3) f P (to) + B(4,4) f "V (to)

= taf'(to) + (tats + 363) [ (to) + 6t3ta f P (to) + t1 W (to).
Como podemos observar la EDO autbnoma tiene realmente la forma

aky (thla "'7tk—1)
D2k

= f (y (Z7 t1y sy tk—l))
en donde logy, t1, to, ..., t_1 SON los valores en la frontera dados por

y(O) = tO’y,(O) = tla y”(O) = tQa 7y(k_1)(0) =1tg_1,
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Definicion 1 Sead™ % (f (to)) = (f(to), f'(to), ..., f™ P (ty)) enCr~F+ly
seat = (t1,to,...,tx_1) enCF1 | en dondef(™ (z) esta definida em, € C.
Definimos el polinomio autonomd, ;, : C* — C, de ordenk y gradon — k+ 1
asi

An,k (t, 8n_k (f (tO))) = Z Z pzﬂl)'Ap(n)f(Z) (tO)a n > k.

i=1 longp(n)=i
donde
Apnk = tn, 1<n<k-—1, (8)
A = f(to),

A\ A\ A\

Definicion 2 Seaf (z) = e* en el polinomia4,, ., entonces pongamos

Po(t) = t,, 1<n<k-1,
Py (t) = 1,
Ptk (t) = An,k (t,l,l,...,l), n > 1.

Podemos expresar los polinomid (t) usando los polinomios exponenciales
de Bell
P, (t) = B, _& (Pl (t) , Py (t) yoees Pk (t)) , n>k.

P, sera llamado polinomio exponencial autbnomo.

Algunos polinomiosP, (t) son:

Sik =2,
Pt) = t,()=1,
Py(t) = t,
Pi(t) = 1+4t%
Ps(t) = 4t+1t3,
Ps(t) = 4+114% +*
Sik =3,

Pl( ) - tl,Pz(tl,tz):t27P3(t17t2):]_,
Py ( ) t1,

Ps(t1,t2) = to+12,

P (t1,t2) = 1+ 3tity +13,

Py (ty,ts) = Bty + 3t3 4 6t3ty + 1.
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Sik =4,
Py (t1,t2,t3) t1, P (t1,t2, t3) = ta, P3 (t1,t2,t3) = t3,
Py (t1,t2,t3) = 1,
Ps (t1,t2,t3) = t1,
Py (t1,ta,t3) = to+1t2,
Py(t1,t,t3) = t3+ 3tita + 1,
Py (t1,ta,t3) = 1+ 4tits + 3t3 + 65ty + 11,
Py (t1,ta,t3) = 6ty + 10tats + 15t1t3 + 10t3t3 + 10t5t, + 5.

SeaF (z,t) la funcion
o0 Zn
E(zt)=> Py(t) —
n=1 ’

Es facil probar quet (z, t) es solucién de la ecuacion diferengjél) = ev.

Proposicion 1 Los polinomiosP, (t) satisfacen la siguiente ecuacion de recu-
rrencia

Pk (t) <~ () 9P (t) '
— = : <i<k-—1.
ot; ; Jj) ot Pri—g (8), 1sis k=1 ©)

Demostracion.Usando la ecuacién parcial

6k+1E (x, t) . eE(a?,t) 8E (.ZU, t)
6tia$ N 8ti

se obtiene{9)m
Proposicion 2 Seal*~! = (1,...,1) € R*~!. Entonces
P, (1571) <! (10)

Demostracion. Primeramente tenemos qifs (1*~!) =1, 1 < n < k. Por lo
tanto

Ptk (1'“‘1) - B, (Pl (1’“—1),132 (1k_1),...,Pn (1k—1))

= B,(1,..,1)

= nl,
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solamente cuandb < n < k. Y en este caso también se cumjblel (10) . Supon-
gamos que (10) es cierta para- k. Entonces

Py (1’?71) = Bn_ok4j (Pl (1]“71) , Po (11671) s ooy Pnokyj <1k71))
By ok (L vy 1, Py <1k_1> gy Pn2ktj (1k_1>>
Bn72k+j (17 vy 1y (k + 1)'7 ) (n — 2k +.7)')

ComoB, (1!,...nl) =31, (1~ 1) %+, en donde los sumandos son los nimeros
de Lah[7], se sigue que

n—2k+j . .
_ n—2k+j5—1\(n—2k+7)!
Puss (1) < % ( kot >(J)

A IA

, 7 —1 7!
=1
n—2k+j .
n—2k+j5—1 )
E — 2k !
- i=1 ( i—1 > " )

on 2k il (n — 2k + §)!
(n—2k+j)(n—-2k+j5+1)---(n—k+7j)
m—k+j). =

A

A continuacién demostraremos la convergencia de la solucion de
k) _
y® = f(y).

Teorema 4 Sea

y(z,t) —t0+ztn +ft0 k'+ Z nk (11)

n=k+1

la solucion dey™ = f (y),k > 2, dondef es analitica y convergente en todo
discoD(0, R) que contenga &). Entonces[(11) es absolutamente convergente
en los conjuntos:

1)191:{( 6) it |2l < g t> 1, N>1}
H)DQ:{( 6) ]2l < g5 0<t<1, N>1}
III) Dy ={(z,t) : t|z] <1,t>1,0< N <1},
IV)Dy={(z,t): 2] <1,0<t<1,0< N <1}.

Demostracion.Supongamos que= max {1, [t;] , ..., |ts—1|} y que| f© (tg)| <
N;, paratoda > 0,y sea

N = max {Ng, Nl, ...,Ni, } .
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Para simplificar hagama4,, ;, =
(Al = [ta] < P (1571) 1 <

!
[ Akl < NZ > L!Mp(n)}

1=1 longp(n)=

!
DDD L

=1 c1+--cr=1
n( 7‘An,k’)
Nt"B, (1,1,...,1)

NPy (1k—1)

(t,a"—k (f (to))) . De (8) se tiene que

Ank
n<k—1, [Agi| < NP, (1F71),

Cr

A |
1!

Ark

)

IN

7!

IN A

IN

| Aok k| NBy (| A1kl [ Ak k)
NBy (tPy,...,tPy,_1,N)

N2tk Py, (1’“—1> .

VARVAN

IN

Seaan > 2. Demostraremos que
| Ak pn] < Nagla=Dktnp <1k—1) .
Supondremos por induccién que
| Afatypsni| < Nl 2ktnp (1’“*1) 0<n<k—1.
Para simplificar ain mas la notacion hagamipg1~1) = P,
|Aakingk] < NBa1kin(tPry oy tPo1, N, NtPoyq, .o, NEF 1Py

No—1 (a l)kP(a ks N lt(a 2)k+nP( —l)k—l—n)
(a—1)k+n P,n cr
. = ,

a—1)k+n]INtP P\
N Z Z . 0)1!---03! (13>

=1 c1++er=i

IN

donde

C=cp+--cop1+-+(a—1) (C(a—l)k +oet C(a—l)k—i—n)

y D es un numero en término de los nimetrpsSea[z] la funcion parte entera

dez, entonces{%} =a—1.Como
(a—Dk+n=c1+2c+---(k=1)cp1+---+[(a—1)k+n]ca_1)ksn
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se sigue que
1 k-1 (a—1)k+n
oz [ [ e [l tben]
> cptrrcapo1+2(cop o Fegpo1) o+ (@ = 1) (Cam1)k

4 Cla—1)k4n)
= C.

De este resultado se deduce que el valor maximo que el nihawede alcanzar
esa — 1, el cual es alcanzado al menos para la particioriade 1) k + n de
longitud igual a 1. Entonces la acotaciondlg, ., , queda de esta manera

|Agkrngk] £ NBla—iypin(tPr, ooy tPocy, 1t Py, o 27 Py,
t(a_l)kp(a—l)kzv ey t(a_2)k+np(a—1)k’+n)'

Por definicion de los polinomios de Bell el exponente mas alto que puede alcan
zart es(a — 1) k + n. Por lo tanto

|Aak+n,k’ < Nat(a_l)k+nB(a—l)k+n (P17 P27 ceey P(a—l)k+n)

_ Nat(a—l)k+npak+n.

Ahora podemos utilizar el anterior resultado para demostrar la conveageda
la solucién de la ecuaciaft®) = f (y) . Seat = (ty, ..., tx_1) . Tenemos que

k— g
[y(z,t) —to] = Z 2+ J(to) k,+ S 4
n=1 n=k+1
k—1 | |Z|k 00
< ytnl—, flto)l S + >
n=1 ’ n=k+1
k—1 ‘Z|n oo k—1 ak+n
< tn| —— A
< Sl i B S st E
n=1 a=1n=1
k—l, ‘ oo k-1 . ’z‘ak+n
< ¢ Nata 1) +nP
n=1 a=1n=1
< d Na a— 1k+nP
<X ZZ kT
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Se pueden presentacasos segun los valores que tonéry .
CasolLN >1yt>1:

SIE (N”’ZD
b0 ol < 10 +thP
|Z| 1 1 n
< Z +EZ(NM|Z|)
n==k

S 1
= tzlm+tl€ 1n<1—th|z|)—
n—=

De donde se sigue qugz, t) es convergente en el conjunto

k—1

(Nit|z|)n}.

n=1

1
D, = {(z,t) itz < ¥ia t =max {1, |t1],|ta], .-, [tk_1]} > 1}.

CasollLN >1y0<t<1:

k—l‘ - (Nk |Z|>
ly(z,t) —to] < Z +tZP
n=1

k—1 k—1
2" 1 1"
y y(z,t) es convergente en el conjunto
Dy ={(a0): 4l < }
=4(2,t): ) =
2 & N

Para los restantes casos es facil hallar la convergengiaede) en los siguientes
conjuntos.
Casollll0 < N<1lyt>1:

D3 ={(z,t):t]z| <1, t>1, 0< N <1}.
CasoIVO< N<1ly0<t<1:
Dy={(z1t):]2]<1,0<t<1,0<N<1}. m
Corolario 1 La funcionFE (z,t) es convergente en los conjuntos

Dy = {(zt):]z] <1, 0<t <1},
Dy = {(z,t):t]z] <1, t>1},

t = max {1, [t], [ta] , .., [to_1]} -
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Ejemplo 6 Seaf (z) = ¢%*, z € C. Entonces la solucion d%kayi%t) =exp {iy(z,t)} =
cos{y (z,t)} +isin{y(z,t)} conty = 0 es

k-1 on Zk e N
y(2,t) :Ztnﬁ+y+ Z Qnﬁa (12)
n=1 n=k+1
donde
Qn = thl<n<k-1,
Qr = 1

- n! Q “ Qr o i
Qnik = Z Z M(J) (7"') f()(())

i=1 c1++cr=i '

= Z Z (_1)in!<Ql)clm<QT>cr+
%1, 0} c14-ter=2i cp!l--e! \ 1! .l

; (_1)i n! Ql “ Qr r
b Z Z Coelet N1 ) T
2i+1€{1,...,n} c1+-+cr=2i+1

= Bz (Ql:y@n)‘f‘ZBSL (le"‘aQn)'
La ecuacion[(IR) es absolutamente convergente en los conjuntos

{(z,t) : |z| <1, 0<t <1}

{(z,t) s t|z| <1, t>1},

cont = max{l, |t1| ) |t2| PR |tk’—1|} :

5 Conclusiones

En este trabajo presentamos la solucién analitica convergente de la ecuacion
diferencial autbnoma de ordénusando polinomios de Bell y definiendo una
nueva clase de polinomios a los que llamamos polinomios auténomos
de orderk.

Los resultados generales de este trabajo pueden ser usados plae e
amplia gama de ecuaciones ordinarias diferenciales autbnomas y podrian ser
aplicados a sistemas autdnomos y no auténomaos.
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