
REVISTA DE MATEMÁTICA: TEORÍA Y APLICACIONES 2015 22(1) : 61–69

CIMPA – UCR ISSN: 1409-2433 (PRINT), 2215-3373 (ONLINE)

WAVELETS INFINITAMENTE OSCILANTES Y UN

EFICIENTE ALGORITMO DE IMPLEMENTACIÓN

BASADO EN LA FFT

INFINITELY OSCILLATING WAVELETS AND AN

EFFICIENT IMPLEMENTATION ALGORITHM

BASED ON THE FFT

MARCELA FABIO∗ EDUARDO P. SERRANO†

Received: 5/Mar/2012; Revised: 3/Sep/2014;
Accepted: 17/Oct/2014

∗Centro de Matemática Aplicada, Universidad de San Martín, Argentina. E-Mail:
mfabio@unsam.edu.ar

†Centro de Matemática Aplicada, Universidad de San Martín y Escuela Superior Técnica del
Ejército “General Manuel N. Savio”, I.E.S.E., Argentina. E-Mail: eserrano@unsam.edu.ar

61



62 M. FABIO – E.P. SERRANO

Resumen

En este trabajo presentamos el diseño de una wavelet ortogonal, in-
finitamente oscilante, localizada en el tiempo con decaimiento 1/|t|n y de
banda limitada. Su aplicación conduce a la descomposición de señales
en ondas de frecuencia instantánea bien definida. Presentamos además el
algoritmo de implementación para el análisis y síntesis basado en la Trans-
formada Rápida de Fourier con la misma complejidad que el algoritmo de
Mallat.

Palabras clave: wavelet tipo pasa-banda; algoritmo de Mallat; FFT; análisis de
multirresolución; frecuencia instantánea.

Abstract

In this work we present the design of an orthogonal wavelet, infinitely
oscillating, located in time with decay 1/|t|n and limited-band. Its appli-
cation leads to the signal decomposition in waves of instantaneous, well
defined frequency. We also present the implementation algorithm for the
analysis and synthesis based on the Fast Fourier Transform (FFT) with the
same complexity as Mallat’s algorithm.

Keywords: pass-band wavelet; Mallat’s algorithm; FFT; multiresolution analy-
sis; instantaneous frequency.

Mathematics Subject Classification: 42C40, 44A05.

1 Introducción

La transformada wavelet (o en onditas) juega un relevante papel en las aplica-
ciones numéricas, principalmente en el campo del procesamiento de señales e
imágenes, [5], [6].

Consideramos una señal f ∈ L2(R) en la que conviven patrones oscilantes,
fenómenos transitorios y elementos sin estructura.

La transformada discreta basada en una wavelet ortonormal ψ, organiza la
completa información de una señal f , en los respectivos coeficientes wavelets,
localizados en tiempo y en escala.

Denotamos ψjk(t) = 2j/2ψ(2jt− k) y cjk(f) =< f,ψjk >.
La información contenida en tales coeficientes o átomos, puede procesarse

posteriormente aplicando técnicas de filtrado, compresión o síntesis selectiva o
mediante técnicas de reconocimiento de patrones para caracterizar fenómenos
de compleja estructura.

Una cuestión siempre abierta en el campo de las aplicaciones numéricas es
la elección de la wavelet madre ψ. Se pretende que la misma sea una función
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oscilante, bien localizada en tiempo y frecuencia y asociada con un eficiente
cálculo numérico computacional.

Si la wavelet es ortogonal no es posible optimizar simultáneamente todas
las propiedades requeridas y su elección dependerá del problema específico a
resolver.

Usualmente se emplean las wavelets de Daubechies, ortogonales de soporte
compacto, con un número finito de momentos nulos, pero de regularidad frac-
cionaria.

Otra opción son las wavelets splines de orden impar, afines, cúbicas o quín-
ticas, muy eficientes desde el punto de vista computacional.

En ambos casos, el cálculo de los coeficientes se realiza mediante el algo-
ritmo recursivo de Mallat, basado en la aplicación recursiva del par de filtros
conjugados asociados a la relación de doble escala de la correspondiente función
de escala.

Este algoritmo tiene la misma complejidad que el algoritmo FFT. Este es-
quema algorítmico puede extenderse a bancos de filtros para una mejor localiza-
ción en frecuencia o pares de filtros de perfecta reconstrucción no ortogonales.

En algunas aplicaciones se requiere de wavelets infinitamente oscilantes, or-
togonales, bien localizadas en tiempo y frecuencia. Un ejemplo esquemático de
tales wavelets son la wavelet de Shannon o la wavelet de Meyer, estas son infini-
tamente oscilantes pero no están bien localizadas en el tiempo, siendo práctica-
mente inaplicables.

En la literatura [4] se propone calcular los coeficientes con la wavelet de
Shannon en el dominio de las frecuencias utilizando la FFT (Transformada Rá-
pida de Fourier o Fast Fourier Transform en inglés).

Esto no mejora la mala localización temporal de la transformada de Shannon,
pero sugiere aplicar un esquema similar utilizando una especial tipo de wavelet
denominada pasa-banda, [10].

Con esta finalidad presentamos en este trabajo el diseño de una wavelet or-
togonal con las siguientes propiedades:

1. ψ̂ soportada en la banda bilateral (π − π/m) < |ω| < 2(π + π/m), con
m ≥ 3,

2. ψ̂ es Cn+1, con n ≥ 7,

3. {ψjk, j, k ∈ Z} constituye una base ortonormal de L2(R).

Esta wavelet es infinitamente oscilante, localizada en el tiempo y decae
como 1

|t|n . Puede ser empleada para el estudio de regularidad de señales, es-
timación de frecuencias instantáneas combinadas con la transformada Hilbert
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[10], o para descomponer en ondas del tipo funciones modales intrínsecas, cuasi-
monocromáticas de frecuencia bien definida, [2].

Presentamos también el algoritmo para el análisis y la síntesis, basado en la
Transformada rápida de Fourier (FFT).

2 Wavelets de Malvar-Wilson-Meyer

El diseño propuesto se realiza en el contexto de un Análisis de Multirresolución
gene- rado por wavelets del tipo de Malvar-Wilson-Meyer, [6]. Para las señales
dadas por un conjunto finito de datos, las operaciones de análisis y síntesis se
realizan en el dominio de las frecuencias mediante la aplicación de eficientes
algoritmos basados en la FFT.

Dada la partición de la recta real en intervalos

[aj , aj+1], con · · · < a−1 < a0 < a1 < · · · ,

donde j ∈ Z, lj = aj+1− aj y αj > 0 suficientemente pequeños, se diseñan las
ventanas wj(t) = w(2−jt), que verifican las siguientes condiciones:

• wj(t) = 1 si aj + αj ≤ t ≤ aj+1 − αj+1.

• wj(t) = 0 si t ≤ aj − αj ó t ≥ aj+1 + αj+1.

• w2
j (aj + ν) + w2

j (aj − ν) = 1 si |ν| ≤ αj .

• wj−1(aj + ν) = wj(aj − ν) si |ν| ≤ αj .

La familia de funciones

ujk(t) =

√
2

lj
wj(t) cos

(
π

lj
(k + 1/2)(t− aj)

)
, j ∈ Z, k ∈ N0,

constituye base ortonormal deL2(R≥0). Una base análoga obtenemos utilizando
senos.

Tomando ω > 0 como variable y aj = 2jπ, αj = 2jr, 0 < r ≤ π/3,
las siguientes funciones también son base ortonormal de L2(R≥0) en el dominio
frecuencial,

ujk(ω) =

√
21−j

π
wj(ω) cos

(
2j(k + 1/2)(ω − 2jπ)

)
, j ∈ Z, k ∈ N0,

vjk(ω) =

√
21−j

π
wj(ω) sin

(
2j(k + 1/2)(ω − 2jπ)

)
, j ∈ Z, k ∈ N0.
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Extendiendo por paridad e imparidad, respectivamente, para ω < 0, la fa-
milia de funciones{

1

2
(ujk + vjk),

1

2
(ujk − vjk), j ∈ Z, k ∈ N0

}
es base ortonormal de L2(R). Concluimos que la familia{√

1

2π
wj(ω) e

−i(k+1/2)ω, j, k ∈ Z

}

resulta también una base ortonormal de L2(R), [6].

3 La transformada wavelet

Tomando α = π/m, m ≥ 3, y la correspondiente ventana para j = 0, wα(ω),
resulta la wavelet madre

ψ̂(ω) = wα(ω) e
−iω/2 = |ψ̂(ω)| e−iω/2 (1)

que es nula |ω| ≥ [π − α, 2π + 2α]. Luego la familia

ψjk(t) = 2j/2 ψ(2jt− k), j, k ∈ Z

es una base ortonormal de wavelets de L2(R). Entonces, si fj ∈Wj ,

f̂j(ω) = 2−j/2wα(ω/2
j)

∑
k

cjk e
−iω(k+1/2)/2j (2)

siendo cjk ∈ l2(R) los coeficientes wavelets.
La Figura 1 muestra el gráfico de la wavelet para α = π/7.

4 Subwavelets

A continuación proponemos el siguiente refinamiento utilizando apropiadas sub-
ventanas que realizan la partición:

wα(ω) = w(1)
α (ω) + · · · + w(m)

α (ω) (3)

en una descomposición del tipo Littlewood-Paley, [7], [8].
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Figura 1: Wavelet madre.
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Figura 2: Subventanas, j = −1, m = 5 y 1 ≤ p ≤ 5.

Para α = π
m+2 y m ∈ N>2, las subventanas w(p)

α (ω) están localizadas en
torno a la frecuencia

ω = π(1 +
p

m+ 2
), 1 ≤ p ≤ m.

La Figura 2 muestra el gráfico de las subventanas en el nivel j = −1, m = 5
y 1 ≤ p ≤ 5.

En consecuencia, las subwavelets ψ(p)
α (t) se definen como

ψ̂(p)
α (ω) = w(p)

α (ω) e−iω/2. (4)

El gráfico de algunas subwavelets para el nivel j = −1, m = 5 y 1 ≤ p ≤ 3, se
muestra en la Figura 3.
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Figura 3: Subwavelets, j = −1, m = 5 y p = 1, 2, 3.

Entonces,

f̂j(ω) =

m∑
p=1

∑
k∈Z

cjk ψ̂
(p)
jk (ω) =

m∑
p=1

f
(p)
j (ω). (5)

de esta forma las funciones f (p)j (ω) se asemejan a funciones modales intrínsecas
y son casiortogonales.

La colección de subwavelets resulta sobrecompleta en cada Wj .

5 Algoritmos de análisis y síntesis

Los siguientes algoritmos realizan las operaciones de análisis y síntesis en el
dominio de las frecuencias y están basados en el empleo de la wavelet expuesta
y en la FFT.

Algoritmo 1

• Paso 1: Se utiliza FFT para calcular la transformada de Fourier de la
señal discreta f(n), n = 1, · · · , 2N obteniendo f̂(m), m = 1, · · · , 2N .

• Paso 2: Se elige α = π/m, m ≥ 3 para la construcción de la ven-
tana y la obtención de la transformada de Fourier de la wavelet madre,
fórmula (1).

• Paso 3: Se elige nivel j < 0 y se hallan los correspondientes coeficientes
wavelet utilizando f̂(k) · ψ̂∗(k).
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• Paso 4: Se obtiene la correspondiente componente transformada f̂j(m) =∑
k cjkψ̂jk(m).

• Paso 5: Se utiliza FFT para obtener fj .

• Paso 6: Se repiten pasos 3 a 5 para obtener la descomposición de la señal
f(n).

Algoritmo 2

• Paso 1: Se elige α en función de la cantidad apropiada de subwavelets a
aplicar.

• Paso 2: Se elige nivel j < 0 y se utiliza f̂j .

• Paso 3: Se obtienen las subcomponentes f̂ (p)j , fórmulas (4) y (5).

• Paso 4: Se utiliza FFT para obtener f̂ (p)j .

• Paso 5: Se obtienen las componentes fj , fórmula (5).

6 Conclusiones

En este trabajo presentamos una nueva familia de funciones elementales infini-
tamente oscilantes y de banda limitada en el contexto de un Análsis de Multi-
rresolución y el correspondiente algoritmo de análisis y síntesis, permitiendo
descomponer las proyecciones sobre los subespacios wavelet en ondas casi-
monocromáticas, mejorando la precisión en frecuencia.

En algunas aplicaciones se requiere de wavelets infinitamente oscilantes, or-
togonales, bien localizadas en tiempo y frecuencia, tal es el caso de la
implementación de algoritmos de wavelet leaders para análisis de regularidad y
formalismo multifractal o para la resolución de ecuaciones integro-diferenciales
[1], [3].
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