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Resumen: Las dificultades relativas a la enseñanza y aprendizaje del cálculo implican tanto al estudiantado 
que cursa la asignatura como al profesorado que la imparte, más aún cuando los cambios curriculares incitan al 
profesorado a enseñarla en el nivel de secundaria. En este sentido, la presente comunicación tiene por objeto 
indagar en el conocimiento de los conceptos del cálculo: límite, derivada e integral que manifiestan las personas 
docentes chilenos de educación secundaria. Para ello, se ha empleado el modelo analítico del conocimiento es-
pecializado del docente de matemática, conocido como MTSK. Mediante una metodología cualitativa, se realizó 
un test a docentes de matemática de Chile, abordando su análisis desde la categoría definiciones, propiedades y 
sus fundamentos del subdominio del conocimiento de los temas. Los principales resultados dan cuenta de una 
tendencia a la enseñanza tradicional con énfasis en la definición erudita, con algunos aportes de la geometría 
dinámica para la visualización conceptual. Con este estudio, se pretende aportar a la comprensión del conoci-
miento del profesorado de matemática, evidenciando la manera en que se enfrentan a la enseñanza del cálculo 
en secundaria, en el nuevo escenario curricular en Chile y al mismo tiempo, promueva la reflexión no solo sobre 
el conocimiento que deben poner en juego para enseñar los objetos matemáticos límite, derivada e integral, sino 
que también sobre el rol que tiene cada uno de ellos en el tratamiento de los temas del cálculo para la enseñanza 
secundaria.

Palabras clave: MTSK, enseñanza de la matemática, cálculo, docente de secundaria, epistemología.

Abstract: Difficulties related to calculus teaching and learning involve both the students taking class and the 
teachers in charge, particularly when curricular changes force teachers to teach calculus at high school level. 
In that sense, this work’s objective was to inquire what teachers know about the calculus concepts of limit, 
derivative, and integral. In order to do that, we used the analytical model of Mathematics Teacher’s Specialized 
Knowledge, known as MTSK. Using a qualitative methodology, we applied a test to Math teachers in Chile, 
addressing their analysis of the category definition, properties, and foundations of the subdomain of knowledge 
on the subject. The primary outcomes show the tendency to teach these topics using a traditional approach, 
emphasizing scholarly definition and some dynamic geometry contributions for conceptual visualization. This 
study intends to contribute to the understanding of mathematics teachers’ knowledge, evidencing how they 
face the teaching of calculus in secondary school in the new curricular scenario in Chile. Moreover, it promotes 
reflection not only on the knowledge that they need to teach the mathematical limit, derivative and integral 
objects but also about their role in treating calculus issues for secondary education.

Keywords: Mathematics teaching, calculus, high school teacher, epistemology.
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Resumo: As dificuldades relacionadas ao ensino e a aprendizagem do cálculo envolvem tanto aos discentes 
que o estudam quanto aos docentes que o ensinam, mais ainda quando as mudanças curriculares instigam 
aos professores a ensinar cálculo no ensino médio. Nesse sentido, este trabalho tem por objetivo sondar o 
conhecimento que os docentes chilenos de ensino médio têm sobre os conceitos de cálculo: limite, derivada 
e integral. Para isso, empregou-se o modelo analítico do conhecimento especializado de professores de 
matemática, conhecido como MTSK. Mediante uma metodologia qualitativa, foi feito um teste aos professores 
de matemática do Chile, abordando a análises que eles tinham desde a categoria das definições, propriedades 
e seus fundamentos do subdomínio do conhecimento dos temas. Os principais resultados mostram uma 
tendência ao ensino tradicional com uma ênfase na definição erudita com algumas contribuições da geometria 
dinâmica para a visualização conceitual. Pretende-se com este estudo, contribuir para uma compreensão do 
conhecimento dos professores de matemática evidenciando a maneira na qual enfrentam o ensino do cálculo 
no ensino médio no novo cenário curricular no Chile e, ao mesmo tempo promovendo a reflexão não só sobre o 
conhecimento com o qual devem ensinar os objetos matemáticos: limite, derivada e integral, senão que também 
sobre o papel que tem cada um deles, no tratamento dos temas de cálculo no ensino médio.

Palavras-chave: MTSK, ensino das matemáticas, cálculo, docentes de ensino médio, epistemologia.

INTRODUCCIÓN

Si bien las problemáticas del cálculo hicieron sus primeras manifestaciones en la época de la antigua 
Grecia clásica, no fue sino hasta fines del siglo XVII y comienzos del siglo XVIII, en que se desarrollaron 
métodos sistemáticos para su resolución. En toda esa trayectoria, es posible observar lo complejo que 
significó para el ser humano trabajar con lo que hoy son los objetos matemáticos de límite, derivada e 
integral. Actualmente, las dificultades relativas a la enseñanza y aprendizaje del cálculo implican tanto a 
los estudiantes que cursan la asignatura como al profesorado que la imparte. Evidencia de esto se pue-
de encontrar en numerosas investigaciones (Contreras, Luque y Ordoñez, 2003; Sánchez-Matamoros, 
García y Llinares, 2008), en donde destacan que, aunque se planteen cambios en su enseñanza, en ge-
neral, esta se sigue impartiendo de manera tradicional.

Algunos autores (Salinas y Alanís, 2009) consideran que este paradigma tradicional, está en la secuencia 
de enseñanza en la que la persona docente se limita a exhibir una estructura que da cuenta de que para 
enseñar derivadas, por ejemplo, habrá que enseñar antes límites (porque la derivada es un límite) y para 
enseñar límites habrá que enseñar antes funciones (porque los límites son de funciones), y para enseñar 
funciones habrá que enseñar antes los números reales (porque son funciones de variable real). En este 
mismo esquema, el estudiantado incorporará a sus conocimientos las aplicaciones de la derivada como 
procedimientos repetitivos del tipo: para obtener el máximo se deriva y se iguala a 0.

Otras investigaciones mencionan que en la enseñanza del cálculo se dan, en general, dos enfoques. Por 
un lado, aquel en donde se favorece el uso de algoritmos y procedimientos y, por otro, en que beneficia 
los enfoques formales y teóricos (Alfaro y Fonseca, 2018). Al respecto, Bravo y Cantoral (2012) plantean 
que la definición formal no es adecuada para el aprendizaje, pues dicha herramienta no será utilizada 
posteriormente en términos prácticos y en consecuencia, no se evidenciarán elementos que puedan 
dotarla de sentido. Es decir, parece ser que la problemática del aprendizaje del cálculo, está ligada con 
el estilo de enseñanza preponderante y sus dificultades se ponen de manifiesto al considerar sus con-
ceptos básicos como objetos de enseñanza.

Por otro lado, las investigaciones sobre lo que debiera conocer una persona docente para la enseñanza 
de la matemática en el aula, ha dado origen al desarrollo de diferentes modelos. Desde los trabajos 
de Shulman (1986), con el concepto de Conocimiento Pedagógico del Contenido, muchos investigado-
res han desarrollado esta línea de investigación surgiendo así el “Knowledge Quartet” (KQ) (Rowland, 
Huckstep y Thwaites, 2005) y el “Mathematical Knowledge for Teaching” (MKT) (Ball, Thames y Phelps, 
2008), por cuanto suponen una adaptación del modelo de Shulman al dominio de la matemática. 
Basándose en las ideas de los modelos anteriores, surge el Conocimiento Especializado del Docente de 
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Matemática (MTSK, por sus siglas en inglés), desarrollado por Carrillo et al. (2013) en la Universidad de 
Huelva, el que se utiliza en este estudio, dada la característica del modelo en adoptar una perspectiva 
intrínseca para caracterizar el conocimiento del profesorado, lo cual facilita la asignación de unidades 
de información, al tiempo que no necesita de explicaciones en relación con otras profesiones (Carrillo, 
2017). Es posible considerar, de acuerdo con Scheiner et al. (2017), tres aspectos que hacen que el cono-
cimiento del profesorado sea especializado: el primero, es que quienes enseñan matemáticas necesitan 
saber conocimientos adicionales a la materia; el segundo, es que ellos necesitan conocer la materia de 
una manera cualitativamente diferente a otras profesiones de las matemáticas (matemáticos, físicos, 
ingenieros, entre otros) y a docentes de otras materias (de física, de biología, entre otros), y el tercer 
aspecto, es que necesitan saber cómo organizar o estructurar la materia de manera accesible para el 
estudiantado.

El modelo se compone de dos grandes dominios, el dominio del conocimiento matemático (MK) y el 
dominio del conocimiento didáctico del contenido (PCK), cada uno de los cuales considera tres subdo-
minios (Figura 1). Una característica relevante es que estos subdominios emanan de lo que el profeso-
rado conoce o necesita saber para enseñar, sin necesidad de recurrir a otras profesiones, evitando los 
problemas de superposición que afecta a otros modelos (Carrillo et al., 2018). Es importante destacar 
que la diferenciación en dominios y subdominios se realiza con fines analíticos, pues se asume que el 
conocimiento del profesorado no es compartimentado, sino que integrado (Contreras et al., 2017).

En el esquema del modelo MTSK, que se presenta a continuación, las creencias figuran en el centro para 
indicar, por medio de línea segmentada, su íntima relación con todos los subdominios del conocimiento 
del docente.

Figura 1. Modelo del conocimiento especializado del docente de matemática, MTSK

Fuente: Carrillo et al. (2018, p. 6).
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El dominio del Conocimiento Matemático (MK) se fundamenta, principalmente, en el conocimiento de 
la disciplina que se enseña, específicamente lo que conoce y cómo debería conocer la matemática el 
profesorado que enseña esta área. Si bien, el modelo contempla que la persona docente debe conocer 
en profundidad el contenido matemático que debe entregar (Carrillo et al., 2014; Escudero, 2015), no 
considera, exclusivamente. el conocimiento de la matemática como disciplina científica, sino también 
como un cuerpo estructurado de conocimientos que condicione su enseñanza y aprendizaje. El domi-
nio MK está subdividido en los tres subdominios: Conocimiento de los Temas (KoT), Conocimiento de la 
Estructura de las Matemáticas (KSM) y el Conocimiento de la Práctica Matemática (KPM). Cada uno de 
estos subdominios tiene asociado sus propias categorías que permiten caracterizar a cada uno de ellos.

El dominio del Conocimiento Didáctico del Contenido (PCK) tiene como característica principal, que 
es un conocimiento particular del profesor, propio de la enseñanza. Este dominio también se subdi-
vide en tres subdominios: Conocimiento de la Enseñanza de las Matemáticas (KMT), Conocimiento de 
las Características del Aprendizaje de las Matemáticas (KFLM) y el Conocimiento de los Estándares de 
Aprendizaje de las Matemáticas (KMLS). Estos subdominios se refieren, específicamente, a la práctica en 
aula y también tienen sus propias categorías asociadas.

Para este estudio, se ha centrado en la categoría definiciones, propiedades y sus fundamentos del KoT. El 
KoT del docente supone conocer el contenido matemático que se desea enseñar, junto con sus signi-
ficados, propiedades y procedimientos de manera fundamentada (Carrillo et al., 2018). Por definiciones 
se entiende el conocimiento del profesorado sobre definiciones parciales, alternativas y las diferentes 
formas en que una definición puede ser explicitada, ya sea de manera oral, escrita, lenguaje natural o 
lenguaje matemático. Las propiedades y sus fundamentos hacen referencia al conocimiento del docente 
sobre las propiedades atribuidas a un tema, objeto matemático o procedimiento, que le aportan signi-
ficado y sentido (Aguilar, 2016).

Sin embargo, se debe hacer notar que la categoría definiciones, propiedades y sus fundamentos se consi-
dera como un todo integrado por las dificultades en delimitar con claridad, la frontera entre definiciones 
y propiedades (Liñán, 2017), pues una definición involucra un conjunto de propiedades del objeto defi-
nido y, por otro lado, una propiedad puede ser usada en la definición de un tipo particular de objetos.

De acuerdo con lo señalado por Montes (2015), el subdominio KMT parece solaparse con el modelo 
completo, pues la especialización es entendida por el MTSK, como la integración de todos los subdomi-
nios hacia la enseñanza de la matemática. En este sentido, se consdeira la categoría estrategias, técnicas, 
tareas y ejemplos del KMT para este estudio. Esta categoría se enfoca en la intencionalidad de la enseñan-
za del profesorado, en un tema matemático.

Para el concepto de límite, se pueden apreciar diversos conocimientos del profesorado, como aquellos 
relacionados a la notación formal ε- δ para límites, el paso al límite como una tendencia, la aproxima-
ción intuitiva a través de la divisibilidad infinita y los límites laterales. En este sentido, existen estudios 
que dan cuenta de la presencia de estas ideas en el ámbito escolar y destacan, que algunas propuestas 
informales tienden a presentar ciertas imprecisiones, y por otra parte, aquellas con mayor formalidad 
tienden a ser, a veces, de un excesivo rigor y por tanto, no muy apropiadas para los estudiantes de 
secundaria (Blázquez, Gatica y Ortega, 2009). Otros autores (Claros et al., 2016) plantean que la intro-
ducción intuitiva del concepto de límite puede llevar a una comprensión incompleta por parte de los es-
tudiantes y señalan que dichos enfoques deben ser complementados con sus desarrollos formales para 
lograr aprendizajes significativos sobre dicho concepto. Los mismos autores señalan que los enfoques 
intuitivos deben preceder a los enfoques formales en el desarrollo de una secuencia didáctica.

Por otro lado, para el concepto de derivada se cuenta con que el profesorado debe conocer la definición 
formal a través de límite, la derivada como pendiente de la recta tangente y la derivada como razón 
de cambio. Al respecto, se puede mencionar el estudio de García, Gavilán y Llinares (2012), en donde 
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presentan la ruta del conocimiento de enseñanza para el profesorado de último año de secundaria, el 
cual consiste en partir por definir el concepto a través de la recta tangente a la curva, pasando por el 
concepto de límite para finalmente, llegar a las explicaciones basadas en los algoritmos para calcular 
derivadas. Se evidencia así, a través de este proceso, la forma de desarrollar su enseñanza.

En el caso del concepto de integral, destacan los conocimientos docentes sobre la integral como proce-
so inverso de derivar, la antiderivada, la aproximación por el límite de suma de áreas de rectángulos, la 
integral como área bajo la curva, la integral por medio de sumas de Riemann y las aproximaciones por 
medio de tablas de valores y registros gráficos. Una caracterización sobre la enseñanza de la integral la 
se puede ver en Alanís y Santoja (2011), que da cuenta de un énfasis en lo algorítmico desprovisto de sig-
nificados, con una conceptualización basada únicamente, en la noción de área y privada de afinidad con 
otras ciencias, con empleo de los diferenciales por sus bondades didácticas y con la tecnología como re-
curso para salvar las dificultades. Dichos autores señalan, que dicha caracterización resulta incompleta 
para construir el proceso mismo de la integración. Por otra parte, Cordero (2005) sugiere situaciones de 
enseñanza que resignifiquen la integral, cuya atención se centre más en situaciones específicas de varia-
ción continua y cambio, y no directamente en los conceptos de función derivada o sumas de Riemann.

Por otro lado, en Chile, los tópicos más avanzados relacionados con el cálculo, que se trataban en la 
educación secundaria, tenían que ver con los conceptos de sucesión y sumatoria. Desde el año 2021 
se ha incluido en el sistema escolar secundario, la asignatura de profundización “Límite, Derivadas e 
Integrales” con intención de abordar

Conceptos y resultados que son útiles para estudiantes de Educación Media que quieren seguir 
estudios superiores, técnicos o universitarios, en que la asignatura de Matemática es una herra-
mienta central; en particular, prepara para los cursos de Cálculo que habitualmente se dictan en la 
Educación Superior. (Ministerio de Educación de Chile, MINEDUC, 2021, p. 21)

Este cambio curricular hace que profesores del sistema escolar chileno, se vean enfrentados a la ense-
ñanza de temas que habían tratado en su formación inicial, pero que no habían tenido oportunidad 
de impartirlos en la enseñanza secundaria, lo que los lleva a retomar sus conocimientos matemáticos y 
didácticos sobre estos temas. De esta manera, es que este estudio se enmarca en la línea de trabajo de 
formación de profesores en los nuevos escenarios educativos chilenos, centrándose en el conocimiento 
matemático que evidencian las personas docentes de secundaria.

Bajo este contexto, surge la pregunta ¿qué conocimiento matemático de los temas (KoT) evidencian las 
personas docentes chilenos de secundaria sobre los conceptos del cálculo: límite, derivada e integral?, lo 
que lleva a plantearse como objetivo general del estudio, analizar en el conocimiento de los temas (KoT), 
en relación con los conceptos del cálculo: límite, derivada e integral, desde las definiciones, propiedades y 
sus fundamentos, que manifiestan las personas docentes chilenos de educación secundaria. Para ello, se 
han propuesto tres objetivos específicos: a) indagar en el conocimiento de las definiciones, propiedades 
y sus fundamentos de límite que manifiestan docentes chilenos, b) indagar en el conocimiento de las 
definiciones, propiedades y sus fundamentos de derivada que manifiestan docentes chilenos y, c) inda-
gar en el conocimiento de las definiciones, propiedades y sus fundamentos de integral que manifiestan 
las personas docentes chilenos.
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MATERIALES Y MÉTODOS

Esta investigación, se desarrolla en el contexto de las nuevas bases curriculares de Chile para la enseñan-
za secundaria. El paradigma de investigación es de carácter cualitativo con un enfoque descriptivo-in-
terpretativo (Hernández, Fernández y Baptista, 2014), de tal forma de describir e interpretar significados 
(Gibbs, 2012), los cuales son contemplados desde la perspectiva de la subdimensión KoT del MTSK en 
cuanto a describir, qué y de qué forma el profesorado conoce los temas.

El diseño se enmarca en un estudio de caso, considerando lo planteado por Yin (2018), en cuanto este 
debe permitir un acceso rápido a los datos. En este sentido, la selección de los participantes de este 
estudio, fue por criterio de disponibilidad y accesibilidad para responder a un test enviado por correo 
electrónico. Como resultado de este proceso, se cuenta con 11 sujetos informantes, los cuales son do-
centes de matemática de Chile, que realizan clases en la enseñanza secundaria.

El instrumento de recogida de datos, corresponde a un test (Figura 2), para cuya construcción se empleó 
la validación de expertos, en este caso especialistas en didáctica de la matemática, quienes revisaron 
el nivel de claridad y consistencia del instrumento. Para asegurar el nivel de confiabilidad del test se 
efectúo una prueba piloto (ensayo del instrumento), en algunos profesores de secundaria, con el fin 
de asegurar que la aplicación repetida del instrumento (a las mismas unidades de estudio en idénticas 
condiciones), produce iguales resultados.

Figura 2. Instrumento de recogida de datos

Fuente: Elaboración propia.

La primera pregunta apunta al conocimiento del profesorado en cuanto a las posibles definiciones, 
parciales, alternativas y las diferentes formas de mostrar una definición, que permitan dar sentido y 
significado a cada objeto matemático. Si bien tiene un enfoque orientado a cómo lo presentaría a sus 
estudiantes, se pretende rescatar de las respuestas, el KoT que manifiesta el docente, dado que se busca 
indagar en el conocimiento especializado para la enseñanza, en relación con los temas. Es decir, con ese 
enunciado se evita que presente su definición personal de cada tópico, sin vincularla a la enseñanza, que 
es lo que pretende el modelo MTSK.

En este sentido, es importante destacar que ambas preguntas, además, apuntan a la categoría estrate-
gias, técnicas, tareas y ejemplos del KMT, lo que podría permitir evidenciar la relación entre KoT y KMT, por 
ejemplo, en cuanto al conocimiento de las definiciones y propiedades, pero teniendo en cuenta que en 
el KMT este conocimiento tiene el propósito de estrategia de enseñanza. De todas formas, esta línea de 
investigación se ha dejado como proyección del estudio.

Con ambas preguntas, es posible indagar en el conocimiento del profesorado sobre las propiedades 
que se le atribuyen a un tema, objeto matemático o procedimiento, y su relación con otros objetos 
junto con su fundamentación matemática. Por ejemplo, la linealidad de la derivada y la integral, cuan-
do son consideradas como operadores, son propiedades que se pueden contemplar en esta categoría, 
pero que no definen al objeto matemático. Por otro lado, los registros gráficos son considerados como 
formas diferentes de explicitar un objeto matemático o de mostrar alguna de sus propiedades, pero 
sin profundizar en el conocimiento que tiene el profesorado sobre el tipo de registro, su notación o su 
vocabulario, por lo que la categoría registros de representación del KoT no es abordada. De igual forma, 
las categorías del KoT fenomenología y procedimientos, no son contempladas en este estudio, porque 
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las preguntas no apuntan directamente a la aplicabilidad del objeto a situaciones fuera de un contexto 
matemático, en el caso de la fenomenología, y no dirigen la atención sobre el uso de algoritmos conven-
cionales y alternativos, en el caso de los procedimientos.

Se empleó el análisis de contenido (Flick, 2004), en donde las unidades de análisis fueron las respuestas 
del test de cada encuestado. Las categorías de análisis surgen a partir del indicador definiciones, pro-
piedades y sus fundamentos del KoT, considerado para este estudio, con énfasis en las definiciones tanto 
formales como alternativas que se han detectado en la literatura y presentadas en la sección anterior, y 
que se desglosa en la Tabla 1.

TABLA 1 
Categorías de análisis

Concepto Categoría

Límite

La notación formal ε- δ para límites

El paso al límite como una tendencia

Aproximación intuitiva a través de la divisibilidad infinita

Aproximación por medio de tablas de valores

Uso de registro gráfico por medio de la geometría (estática o dinámica)

Existencia de límites laterales

Derivada

Definición formal de la derivada a través de límite

La derivada como pendiente de la recta tangente

La derivada como razón de cambio

Uso de registro gráfico por medio de la geometría (estática o dinámica)

Integral

La integral como proceso inverso de derivar, la antiderivada

Aproximación por el límite de suma de áreas de rectángulos

La integral como área bajo la curva

La integral por medio de sumas de Riemann

Uso de registro gráfico por medio de la geometría (estática o dinámica)

Fuente: Elaboración propia.

 El análisis de datos se ha enfocado en las respuestas presentadas para ambas preguntas (unidades 
de análisis), codificando globalmente ambas respuestas en qué categoría se ubican, teniendo en cuenta 
que algunas de ellas se pueden situar en más de una categoría. Posterior a ello, y en concordancia con 
los tres objetivos específicos propuestos, se observa de manera integrada los hallazgos, en relación con 
el conocimiento de las definiciones, propiedades y sus fundamentos en cada tópico abordado, es decir, 
para límite, luego para derivada y finalmente, la integral.

DISCUSIÓN DE RESULTADOS

Los principales resultados dieron cuenta de una tendencia del profesorado hacia un conocimiento for-
mal, para explicitar los conceptos de límite, derivada e integral. Al organizar los datos recogidos se obtu-
vo la Tabla 2, que muestra las categorías y sus frecuencias surgidas de las producciones del profesorado.
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TABLA 2 
Resumen de la presencia de las categorías en las respuestas de los profesores

Límite Derivada Integral

Definición formal de límite de función 2/11
Definición formal de la derivada a 
través de límite 2/11

Antiderivada 2/11

Como tendencia o aproximación 4/11 Razón de cambio 2/11 Área bajo la curva 5/11

Existencia de límites laterales 2/11 Pendiente de recta tangente 8/11 Sumas de Riemann 2/11

Definición formal de límite de sucesión 1/11 No responde 2/11
Aproximación por el límite de suma 
de áreas de rectángulos 6/11

Divisibilidad infinita 2/11 Uso de registro gráfico 8/11 No responde 2/11

Uso de registro gráfico 3/11 Uso de registro gráfico 5/11

Fuente: Elaboración propia.

En muchos casos, se dio más de una categoría para cada objeto matemático, pues hay docentes que 
definieron, por ejemplo, la derivada como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto y 
además, como una razón de cambio. Por otro lado, algunos de ellos, que declararon que preferían co-
menzar por proponer la actividad o tarea y después entregar una definición que surgiera de la misma. 
Los dos docentes que no respondieron en derivada e integral, resultaron ser los mismos.

A continuación, se muestra el análisis de los hallazgos, en relación con cada objetivo específico del es-
tudio; es decir, iniciando con un estudio en relación con el concepto de límite, luego de derivada y 
finalmente, de la integral.

Resultados para el concepto de límite

Para el concepto de límite se dieron tres casos, donde el profesorado lo definió usando la notación for-
mal ε- δ, dos para funciones y uno para sucesión, dando cuenta de una definición más cercana al saber 
sabio en el nivel de secundaria. En la Figura 3, se puede ver un ejemplo, donde se manifiesta conoci-
miento del docente sobre el concepto de límite desde la definición formal para funciones.

Figura 3. Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la definición formal de límite

Fuente: Elaboración propia.

También, se destaca el obstáculo epistemológico de considerar el paso al límite, como una tendencia o 
aproximación. Se pueden ver dos ejemplos de ello en la Figura 4.
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Figura 4. Respuestas que manifiestan conocimiento del docente sobre límite como tendencia o aproximación

Fuente: Elaboración propia.

Se dan dos casos que evidenciaron el conocimiento del concepto de límite, desde un enfoque intuitivo a 
través de la divisibilidad infinita, lo que está más acorde al saber, a enseñar lo planteado en el programa 
del MINEDUC (2021). Se ve esta situación en la Figura 5.

Figura 5. Respuesta que manifiesta conocimiento del docente sobre límite desde un enfoque intuitivo

Fuente: Elaboración propia.
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Para los límites laterales, el profesorado consideró actividades de completar tablas, acercándose por 
valores desde la derecha y desde la izquierda, como se ilustra en la Figura 6, donde manifestaron su 
conocimiento de límite desde la existencia de límites laterales.

Figura 6. Respuesta que manifiesta conocimiento del docente sobre límite  
a través de la existencia de límites laterales

Fuente: Elaboración propia.

También se evidenció conocimiento de tres docentes, en relación con el límite desde el análisis de las 
gráficas de algunas funciones, para visualizar diferentes formas de acercamiento. Se puede ver, de los 
tres ejemplos, evidencia de este conocimiento en la Figura 7. Sin embargo, de los 11 sujetos encuesta-
dos, ninguno mencionó el uso de GeoGebra, en tanto que sí lo hicieron algunos con los conceptos de 
derivada e integral, como se verá más adelante.

Figura 7. Respuestas que manifiestan conocimiento del docente Sobre el límite a través del análisis de gráficos

Fuente: Elaboración propia.

Resultados para el concepto de derivada

Respecto del objeto derivada, solo dos docentes manifestaron conocimiento para su enseñanza a través 
de la definición formal como un límite, pero después en las actividades, solicitaron encontrar la pendien-
te de la recta tangente en un punto, sin explicitar cómo relacionan la definición dada con la interpreta-
ción geométrica. Esto se puede evidenciar en la Figura 8, en donde se pretende que el alumno visualice 
la pendiente de la recta tangente a partir de la definición formal.
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Figura 8. Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la definición formal de derivada  
y conocimiento de la derivada como pendiente de recta tangente

Fuente: Elaboración propia.

La mayoría del profesorado (8 de 11) explicó el concepto de derivada como la pendiente de la recta 
tangente por medio del análisis de gráficos de funciones, usando GeoGebra, es decir, por medio de una 
actividad gráfica y no con la definición formal. Ejemplo de esto se puede ver en la Figura 9, en donde 
se evidencia conocimiento del docente sobre la enseñanza de la derivada como pendiente de la recta 
tangente, por medio de una actividad con GeoGebra.

Figura 9. Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la pendiente  
asociada a límite por medio de la geometría dinámica

Fuente: Elaboración propia.

En una de las respuestas entregadas, se planteó analizar gráficos de distancia versus tiempo, en donde 
la derivada representa la velocidad, a pesar de no mostrar una actividad que acompañe esta idea. Sin 
embargo, esto es más acorde con el programa de MINEDUC (2021), en donde se describe la derivada 
como función de pendientes de rectas tangentes, después de considerarla como razón de cambio con 
ejemplos asociados a la velocidad instantánea. Además, esta idea de la derivada asociada a la pendiente, 
corresponde al saber a enseñar y responde a uno de los problemas que dieron origen a la derivada (Ávila 
et al., 2013).
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Resultados para el concepto de integral

En cuanto al concepto integral, en general se dieron dos tipos de propuestas de enseñanza, la integral 
como antiderivada y la integral como área bajo la curva. En el caso de la integral como antiderivada se 
pide, además, calcular la primitiva de algunas funciones, como se puede observar en la Figura 10, en 
donde se manifiesta conocimiento del docente sobre la integración como cálculo de primitivas.

Figura 10. Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la integración  
como antiderivación y cálculo de primitivas

Fuente: Elaboración propia.

Sin embargo, en la propuesta de integral como área bajo la curva, se distinguen dos miradas. Una, don-
de el profesor manifestó conocimiento sobre las sumas de Riemann, como se ve en la Figura 11, en la 
cual se observa el uso de dicha concepción para su enseñanza.

Figura 11.  Respuesta que evidencia conocimiento docente sobre la integral  
a través de sumas de Riemann y el cálculo de áreas

Fuente: Elaboración propia.

La segunda propuesta, ilustrada a través de dos ejemplos en la Figura 12, en donde se manifestó un 
conocimiento que emerge de manera más intuitiva, usando el método exhaustivo para calcular el área 
de un círculo o mediante, la suma de las áreas de rectángulos que dividan la superficie bajo la curva.
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Figura 12. Respuestas que evidencian conocimiento docente de la integral como área bajo la curva

Fuente: Elaboración propia.

Esta segunda mirada, se corresponde con el saber a enseñar y la propuesta de MINEDUC (2021). Se 
presentó también el recurso del registro gráfico por medio de la geometría estática (dibujo con lápiz en 
papel), como se ve en la Figura 13, en donde se manifestó conocimiento del docente sobre la integral 
como área bajo la curva.

Figura 13. Respuesta que evidencia conocimiento del docente de la integral como área  
bajo la curva por medio de la geometría estática

Fuente: Elaboración propia.
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Un ejemplo de uso del registro gráfico, por medio de la geometría dinámica, se puede observar en la 
Figura 14, en donde se manifestó el conocimiento del docente sobre estimar el área bajo la curva, usan-
do sumas superiores e inferiores de rectángulos haciendo uso de GeoGebra.

Figura 14. Respuesta de un profesor que evidencia conocimiento del docente de la integral, 
como área bajo la curva por medio de la geometría dinámica

Fuente: Elaboración propia.

SÍNTESIS Y REFLEXIONES FINALES

Este estudio se ha propuesto como objetivo principal, analizar el conocimiento de los temas (KoT), en 
relación con los conceptos del cálculo: límite, derivada e integral, desde las definiciones, propiedades y 
sus fundamentos que manifiestan docentes chilenos de educación secundaria. De acuerdo con los re-
sultados, es posible observar, en el profesorado encuestado, una tendencia a evidenciar conocimiento 
de los conceptos límite, derivada e integral desde una mirada formal, como se evidenció en el estudio 
de Alfaro y Fonseca (2018), en donde se destaca la inclinación por el enfoque formal como una de las 
miradas preponderantes en la enseñanza del cálculo.

Se asume, por ejemplo, la definición de derivada como el límite de un cociente diferencial o la integral, 
como el límite de una suma de Riemann, lo cual, según diversos autores (Alanís y Salinas, 2009; Opazo, 
Marcía y Cordero, 2020), no es lo más apropiado para lograr aprendizajes significativos sobre dichos ob-
jetos matemáticos, pues para alcanzar su comprensión es necesario conocer primeramente, el problema 
o clase de problemas que permitieron su surgimiento y evolución. Además, el profesorado presenta 
ejercicios encaminados al cálculo de primitivas o área bajo la curva, en el caso de las integrales o al cálcu-
lo de la pendiente de la recta tangente dadas ciertas funciones, principalmente algebraicas. Esta visión, 
es contraria a la manifestada por Cordero (2005), quien sugiere, como se menciona anteriormente, optar 
por situaciones que se enfoquen más en situaciones de variación continua y de cambio.
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En general, el profesorado manifiesta su conocimiento sobre el uso de la geometría dinámica principal-
mente, para visualizar la idea contenida en el concepto. La utilización de GeoGebra, y no otra herramien-
ta digital, es también común a todos. Respecto del manejo de la tecnología, se cree oportuno destacar, 
de acuerdo con Artigue (2002), que no basta un buen manejo de la misma, sino que debe existir una 
parte epistémica que emerja de este proceso (instrumentación) y que se integre al conocimiento para 
comprender un contenido matemático.

Es de notar, además, que hubo cuatro docentes, de los 11 encuestados, que manifiestan no tener co-
nocimiento sobre cómo responder a los conceptos de derivada e integral, incluso algunos declaraban 
que no sabrían cómo definir dichos conceptos o qué tipo de actividad podrían llevar al aula escolar (aún 
no lo han enseñado). Una posible explicación a esta situación puede tener su origen, en que ellos no 
recuerdan dichos objetos matemáticos o que perciban que su tratamiento a nivel de secundaria debe 
ser diferente a su formación disciplinar recibida y, en consecuencia, presenten dificultades en su cono-
cimiento sobre cómo llevar al aula una propuesta de enseñanza. Esto pone de relieve una debilidad del 
estudio, en torno a la diversidad de instrumentos de recogida de datos considerados, pero que invita 
hacia futuras investigaciones, donde se indague sobre ello, a través de entrevistas en profundidad o se 
realice un seguimiento en el aula en aquellos docentes.

De acuerdo con Steele et al. (2013), al definir un objeto matemático, el profesorado debe decidir sobre 
varias posibilidades y seleccionar aquella que se ajuste al objetivo de su enseñanza, esto puede llevar a 
destacar las relaciones que pueden originarse entre el KoT y el MKT, en relación con la categoría estrate-
gias, técnicas, tareas y ejemplos de este. Por ejemplo, cuando un profesor define un concepto (manifes-
tando su KoT), se puede tener en cuenta cuál es el propósito de estrategia de enseñanza que está detrás 
de su definición (KMT). Esta relación interesante que se provoca entre ambos subdominios del MTSK, se 
ha dejado como proyección del estudio.

Se espera que este estudio evidencie la manera, en que docentes de matemática enfrentan la ense-
ñanza del cálculo a la luz de las nuevas exigencias curriculares en Chile y al mismo tiempo, promueva 
la reflexión no solo sobre el conocimiento que deben poner en juego para enseñar los objetos límite, 
derivada e integral, sino que también sobre el rol que tiene cada uno de ellos, en la estructuración y 
tratamiento de los temas de cálculo para la enseñanza secundaria.
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